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COURS 


D'A^LGÈBRE  SUPÉRIEURE 


L*Autear  et  l'Éditeur  de  cet  Ouvrage  se  réserrent  le  droit  de  le  tra- 
duire ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en  yertu 
des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons ,  soit  du 
texte  y^  soit  des  gravures ,  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris  de  leurs 

droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  Ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  de  1866, 
et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les 
divers  États  avec  lesquels  la  France  a  donclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme 
ci-dessous,  la  griffe  de  TÉditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures 
nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les 
fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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AVERTISSEMENT. 


La  première  édition  de  cet  ouvrage  était  un  résumé 
de  leçons  professées  à  la  Sorbonne,  dans  la  chaire 
d'Algèbre  supérieure  de  la  Faculté  des  Sciences  dé 
Paris.  La  faveur  avec  laquelle  cet  essai  fut  accueilli 
par  les  géomètres  m'imposait  le  devoir  d'y  apporter 
les  perfectionnements  dont  il  me  paraissait  suscep- 
tible et  de  combler  plusieurs  lacunes  importantes. 

Mais  quelques  années  après  cette  publication» 
quand  il  fallut  préparer  une  deuxième  édition,  je 
ne  pus  me  décider  à  changer  le  caractère  du  livre» 
et,  sauf  un  petit  nombre  de  modifications  essentielles, 
je  conservai  la  rédaction  primitive,  renvoyant  ^  des 
notes  placées  à  la  fin  de  Touvrage,  pour  tous  les  dé- 
veloppements nouveaux  qu'il  m'avait  paru  indispen- 
sable d'introduire. 

Cette  deuxième  édition  est  épuisée  depuis  long- 
temps» et,  malgré  le  succès  qu'elle  a  obtenu,  je  n'ai 
pas  cru  devoir  réimprimer  cet  ouvrage  sans  y  appor-^ 
ter  des  modifications  qui  en  altèrent  profondément 
le  caractère  et  qu'il  me  faut  signaler  ici. 

Dès  que  je  commençai  à  m'occuper  du  travail  con- 


sidérable  dont  je  publie  aujourd'hui  le  résultat  et 
auquel  je  n'ai  pas  consacré  moins  de  trois  années, 
je  reconnus  la  convenance  et  même  la  nécessilé  de 
donner  des  développements  beaucoup  plus  étendus 
à  plusieurs  théories  importantes  qui  n'avaient  pas 
été  traitées  d'une  manière  complète  dans  les  éditions 
précédentes;  j'avais  à  cœur  en  même  temps  d'intro- 
duire dans  cet  ouvrage  les  résultais  de  mes  nouvelles 
recherches  sur  l'Algèbre,  notamment  de  celles  qui 
se  rapportent  à  l'élimination,  à  la  théorie  des  con- 
gruences  et  a  celle  des  substitutions.  Mais  le  cadre 
que  j'avais  adopté  pour  la  première  édition  et  que 
j'avais  conservé  dans  la  deuxième  se  prêtait  mal  à 
un  si  grand  accroissement  de  matières.  A  la  division 
en  leçons,  si  naturelle  dans  les  conditions  où  j'avais 
publié  pour  la  première  fois  le  Cours  d'Algèbre  supé- 
rieure, il  devint  indispensable  de  substituer  une  di- 
vision plus  rationnelle  qui  permît  d'embrasser  d'un 
coup  d'œil  toutes  les  théories  qui  se  rapportent  à 
chacune  des  diverses  branches  de  l'Analyse  algé- 
brique. 

Enfin,  après  avoir  comblé  les  principales  lacunes 
que  l'œuvre  primitive  me  semblait  offrir,  je  pensai 
qu'il  serait  utile  de  ne  pas  reculer  autant  que  je 
l'avais  fait  d'abord  l'origine  de  l'Algèbre  supérieure 
et  d'y  introduire  un  exposé  des  propriétés  générales 
des  équations  avec  une  théorie  de  leur  résolution 


ATBETlSSEMfiBiT.  VII 

numérique.  Je  réalisai  cette  pensée;  mais  alors  Té- 
tendue  des  matières  devint  telle,  qu'il  fallut  de  toute 
nécessité  les  distribuer  en  deux  volumes. 

Il  me  reste  à  faire  connaître  au  lecteur  la  dispo- 
sition que  j'ai  adoptée.  Cette  troisième  édition  est 
divisée  en  cinq  Sections  composées  chacune  de  plu- 
sieurs Chapitres. 

La  première  Section  renferme  la  théorie  générale 
des  équations  et  les  principes  sur  lesquels  repose  leur 
résolution  numérique;  on  trouvera  en  particulier 
dans  cette  première  Section  une  théorie  très-déve- 
loppée  des  fractions  continues. 

La  deuxième  Section  comprend  la  théorie  desfanc^ 
lions  syrjf^triques^  celle  des  fonctions  alternées  et  des 
déterminants^  et  les  nombreuses  questions  qui  s'y 
rattachent,  avec  des,  applications  importantes  à  la 
théorie  générale  des  équations. 

La  troisième  Section  9l  pour  objet  l'ensemble  des 
propriétés  des  nombres  entiers  qui  sont  indispensables 
dans  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions; on  trouvera  dans  cette  Section  une  étude  com- 
plète et  nouvelle  des  fonctions  entières  d'une  variable 
prises  relativement  à  un  module  premier^ 

La  quatrième  Section  renferme  la  théorie  des  sub^ 
stitutions;  elle  comprend  tous  les  faits  principaux 
acquis  à  la  science ,  dans  cette  partie  difficile  de 
l'analyse  algébrique. 


,T(n  AVERTISSEMEHT. 

Entin  j'ai  réuni  dans  la  cinquième  Section  tout  ce 
-qui  se  rapporte  directement  à  la  résolution  algé- 
brique des  équations. 

Le  titre  île  ce  livre,  qui  a  Ole  conservé,  indique 
suffisamment  que  je  n'ai  pas  la  prétention  d'avoir 
fiomposé  un  Traité  complet  sur  l'Algèbre  supérieure; 
F  .cependant  on  reconnaîtra,  je  l'espère,  que  j'ai  con- 
stitué un  corps  de  doctrine  étendu  qni  ne  sera  pas 
^sans  quelque  utilité  pour  les  géomètres  qui  s'occu- 
'|ient  de  cette  branche  importante  de  l'Analyse  mathé- 
matique. 

Il  serait  superilu  de  dire  que  j'ai  surveillé  avec  le 
plus  grand  soin  l'impression  de  cette  nouvelle  édi- 
tion, si  je  ne  devais  ajouter  que  j'ai  été  assez  heureux 
pour  obtenir,  dans  celte  occasion,  le  précieux  con- 
cours d'un  des  membres  les  plus  distingués  de  l'Uni- 
versité, M.  Lemonnier,  prol'esscur  de  Mathématiques 
spéciales  au  lycée  Napoléon. 
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L'Algèbre  est,  à  proprement  parler,  \ Analyse  des 
équations  ;  les  diverses  théories  partielles  qu'elle  com- 
prend se  rattachent  toutes,  plus  ou  moins,  à  cet  objet 
principal.  Â  ce  point  de  vue,  l'Algèbre  peut  se  diviser  en 
trois  parties  bien  distinctes  : 

1°  La  théoiie  générale  des  équations  ^  c'est-à-dire 
l'ensemble  des  propriétés  qui  sont  communes  à  toutes  les 
équations  *, 

o9  La  résolution  des  équations  numériques ,  ^c'est- 
à-dire  la  détermination  des  valeurs  exactes  ou  appro- 
chées des  racines  d'une  équation  dont  les  coefficients 
sont  donnés  en  nombres  \ 

3°  La  résolution  algébrique  des  équations,  c'est- 
à-dire  la  détermination  d'une  expression  composée  avec 
les  coefficients  d'une  équation  donnée,  et  qui,  substituée 
à  l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  cette  équation, 
soit  que  les  coefficients  de  l'équation  proposée  soient 
numériquement  donnés,  soit  qu'étant  simplement  cou- 
sidérés  comme  connus,  ils  restent  indéterminés  et  repré- 
sentés par  des  lettres. 

Sans  prétendre  faire  ici  Thistoire  complète  de  FAl- 
gèbre,  je  crois  devoir,  dès  à  présent,  donner  un  aperçu 
des  principaux  résultats  acquis  à  cette  partie  de  la  science 
que  nous  allons  étudier. 

I.  I 


II  sérail  difficile  de  dire  à  qui  nous  devons  la  résolution 
des  «juaiions  du  sei'ond  degré  :  elle  se  trouve  dans  le 
livre  de  Dtopliante,el,  comme  le  fait  remarquer  Lagrange 
daus  son  Traité  de  la  Bésohitîon  des  équations  numé- 
riques, elle  ressort  naturellement  de  quelques  proposi- 
tions d'Euclidc.  Luc  Paciolo,  qui  publia  en  i494t  ^  Ve- 
nise, le  premier  livre  d'Algèbre  paru  en  Europe,  ne  fait 
aucune  mention  de  Diopbante,  et  laisse  supposer  que  les 
•algébiistes  italiens  avaient  appris  des  Arabes  ce  qu'ils 
savaient  d'Algèbre,  c'csl-â-dire  la  résolution  des  équations 
du  premier  et  du  deuxième  degré. 

La  résoluliou  des  équations  du  troisième  degré  est  due 
à  deux  géomètres  italiens  du  svi'  siècle,  Scîpîon  Ferrei 
et  Tartaglia  j  mais  on  ignore  par  quel  cbcmin  ils  y  ont 
été  conduits,  et  la  formule  qui  représente  les  trois  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré  est  communément  appe- 
lée _/b''ffiu/e  du  Cardan. 

C'est  aussi  à  un  géomètre  italien,  Louis  Ferrari,  dis- 
ciple de  Cardan,  que  l'on  doit  la  résolution  de  réquatiuii 
du  quatrième  degré.  Depuis,  plusieurs  méthodes  que 
nous  indiquerons  successivement  ont  été  proposées  pour 
ta  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré;  mais  Lagrange  a  montré,  daus  un  célèbre  Mé- 
moire Inséré  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
ijyo  el  1771,  que  ces  méthodes,  dillérenles  eu  appa- 
rence, rcvieuneiii  toutes,  au  fond,  à  faire  dépendre  la 
résolution  de  l'équation  proposée,  de  celle  d'une  seconde 
équation  qu'il  appelle  résolvante,  cl  dont  la  racine  est 
composée  linéairemenl  avec  celles  de  la  proposée  et  les 
puissances  d'une  racine  de  l'unité  du  même  degré.  En 
cherchant  à  généraliser  cette  méthode,  à  i'éteudre  à 
toutes  les  équations,  ce  grand  géomètre  a  montré  qu'au 
delà  du  quatrième  degré  l'équation  résolvante  était  d'un 
degré  supérieur  à  celui  de  la  proposée,  et  ne  paraissait 
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pas,  en  général,  susceptible  d'abaissement.  Il  a  enfin 
expliqué  clairement,  par  cette  analyse,  à  quelle  circon- 
stance est  due  la  résolubilité  des  équations  des  quatre 
premiers  degrés,  circonstance  qui  ne  se  présente  plus  au 
delà  du  quatrième  degré. 

Toutefois,  la  méthode  de  Lagrange  peut  être  employée 
utilement  dans  la  résolution  des  équations  binômes,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  parties  égales. 
La  résolution  de  ces  équations  avait  été  effectuée  anté- 
rieurement et  pour  la  première  fois  par  Gauss,  à  l'aide 
d'une  méthode  ingénieuse  fondée  sur  les  relations  qui 
existent  entre  les  diverses  racines  de  l'équation  binôme, 
et  sur  la  considération  des  racines  primantes  des  nombres 
premiers. 

Abel,  généralisant  les  résultats  obtenus  par  Gauss^  a 
montré  ensuite  que  si  deux  racines  d'une  équation  îrré'- 
ductible  sont  tellement  liées  entre  elles,  que  Tune  puisse 
s'exprimer  rationnellement  par  l'autre,  l'équation  est 
soluble  par  radicaux,  si  son  degré  est  un  nombre  premier, 
et  que,  dans  le  cas  contraire,  sa  résolution  dépend  de  celle 
d'équations  de  degrés  moindres  que  le  sien.  C'est  là  un 
des  plus  beaux  résultats  dont  l'Algèbre  se  soit  enrichie  de 
nos  jours.  Abel  a  fait,  dans  son  Mémoire,  l'application 
de  sa  méthode  aux  équations  binômes,  et  a  apporté  quel* 
ques  simplifications  à  l'analyse  de  Gauss. 

Voilà  donc  une  classe  assez  étendue  d'équations  dont 
les  racines  peuvent  être  exprimées  par  des  radicaux  ^  mais 
ces  équations,  étudiées  par  Abel,  sont-elles  les  seules  qui 
possèdent  cette  propriété?  Dans  quel  cas,  en  un  mot,  une 
équation  peut-elle  être  résolue  algébriquement?  Cette 
question  difficile  a  été  résolue  complètement,  au  moins 
pour  les  équations  irréductibles  de  degré*  premier,  par 
Kvariste  Galois,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  et  l'un 

1 . 


des  géomèlrcs  les  plus  profonds  que  la  France  ait  produUs. 
Dans  un  Mémoire  préseiilé  h  l'Académie  des  Sciences 
en  i83i,  el  publié  en  1846  par  les  soins  de  M.  Lîouville, 
Galois  a,  en  effet,  démontré  ce  beau  théorème  :  Pour 
qu  une  équation  irréductible  de  degré  premier  soil  xoluble. 
par  radicaux,  il  faut  al  il  suffit  que,  deux  quelconques 
des  racines  étant  données,  les  autres  s'en  déduisent  ra- 
tionnellement. Ce  résultat  important  a  été  le  point  de 
départ  des  recliercbes  auxiiuelles  se  sont  livrés  depuis  sur 
cette  matière  MM.  Hermiie,Kronecker,  Bctti,el  plusieurs 
autres  géomètres  éminenls. 

Enfin,  quant  aux  équations  dont  les  racines  sont  des 
quantités  quelconques  n'ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance, c'est-à-dire  dont  les  coefficients  restent  indéter- 
minés, leur  résolution  générale  est  impossible  au  delà  du 
quatrième  degré.  Cette  proposition  importante,  énoncée 
par  Ruffini,  a  été  mise  hors  de  doute  par  les  travaux  plus 
récents  d'Abel, 

Tels  sont  les  travaux  les  plus  importants  qui  aient  été 
entrepris  sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  et 
dont  j'ai  cru  devoir  faire  ici  l'indication  succincte. 

Quoique  j'aie  surtout  eu  vue,  dans  cet  ouvrage,  les  théo- 
ries qui  SL-  rapportent  à  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions, je  n'en  crois  pas  moins  utile  de  reproduire  ici  les 
principes  qui  sont  le  fondement  de  la  théorie  générale 
des  équations  et  sur  lesquels  reposent  les  méthodes  em- 
ployées pour  leur  résolution  numérique. 
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THÉORIE  DES  FRACTIONS  CONTINUES. 


Définition  des  fractions  continues. 

1.  Désignons  par  x  une  quautitë  positive,  rationnelle 
ou  irrationnelle,  et  posons 

II  I 

(i)    X  :=:  a -\ 5      a:i  =  aiH î"**      a:„_,  :==  fl;t_i  H 5"«9 

a,  rii,  ^2,...  étant  les  plus  grands  entiers  qui  soient 
contenus  dans  a:,  Xi,  Xj,. . .  respectivement.  Le  premier 
de  ces  nombres  a  peut  être  nul,  mais  chacun  des  sui- 
vants est  au  moins  égal  à  i . 

Si  la  quantité  a:  est  rationnelle,  l'un  des  nombres  de  la 
suite  a:,  Xi,  x^^, . .  sera  entier,  et  il  terminera  la  suite, 
car  le  nombre  suivant  serait  Finfinî,  d'après  la  loi  de  for- 
mation. Pour  justifier  cette  assertion,  supposons  que  Ton 

ait 

A 

X  nzr  —  , 

A. 

A  et  Al  étant  des  entiers  premiers  entre  eux.  Soient  Aj, 
As, . . . ,  A„,  I  les  restes  successifs  auxquels  conduit  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A 
et  At,  et  a,  «j,. . .,  a„_i  les  quotients  fournis  par  cette 
opération;  on  aura 

A  rrr  A,  rt  4- A,,       A|  =  Aj  ri, -+-  A3  ,  .  .  .  ,        A;^.|  =:  A„  «„_i  -f-  I  , 
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d'où,  paç  la  définition  des  nombres  Xi,  Xj , . .  .  , 

A,  Aj  An 

Mais  si  la  quantité  x  est  irrationnelle,  aucun  terme  de 
la  suite  x,  Xi^  x^, .  » .  ne  sera  entier  ni  même  rationnel, 
et  Ton  pourra  en  conséquence  prolonger  cette  suite  indé- 
finiment. En  efiet,  si  quelqu'un  des  nombres  x^x^x^y .  • . 
est  rationnel,  il  est  évident  que  tous  ceux  qui  le  précèdent 
le  sont  aussi. 

Si  Ton  élimine  les  quantités  Xi,  jTj,  . . . ,  ar„_i  entre 
les  n  premières  des  égalités  (i),  la  valeur  de  x  prendra 
la  forme 

(t.)  xz=za-\ 


a, 


I 


lorsque  x  est  un  nombre  rationnel,  il  existe,  comme  on 
vient  de  le  voir,  une  valeur  de  n  pour  laquelle  Xn  est  oo  ; 

on  peut  alors  supprimer  la  fraction  —  dans  l'expression 

précédente. Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque .r  est  unequantité 
irrationnelle,  mais  il  sera  démontré  qu'après  la  suppres- 
sion de  la  fraction  —  9  le  second  membre  delà  formule  (2) 

converge  vers  la  valeur  de  x  quand  on  fait  croître  le 
nombre  n  indéfiniment. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  étudier  les  expressions 
de  la  forme 


(3) 


/Il 


a-, 


OÙ  a,  ^1,  ^29  •  •  •  désignent  des  entiers  positifs  dont  le 
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nombre  est  limité  ou  illimité,  et  parmi  lesquels  le  pre- 
mier seulement  peut  être  zéro.  On  donne  à  ces  expres- 
sions le  nom  Ae  fractions  continues. 

Lorsqu^on  réduit  ainsi  une  quantité  x  en  fraction  con- 
tinue, on  donne  le  nom  de  quotients  complets  aux  quan- 
tités a:,  Xi,  J*!, . . .  dont  les  valeurs  sont  fournies  par  les 
formules  (i)  ;  les  entiers  a,  ai,  a,, . . .  contenus  respecti- 
vement dans  les  quotients  complets  sont  dits  quotients 
incomplets.  Enfin  on  uoTame  fractions  com^ergentes  ou 
réduites  les  valeurs  que  Ton  obtient  quand  on  arrête  la 
fraction  continue  à  un  quotient  incomplet  quelconque. 
Ainsi,  dans  la  fraction  continue  (3),  a  est  la  première 

réduite ,   a  H est  la  deuxième  ,    a  H est   la 


I 
a. 


troisième,  et  ainsi  de  suite. 

On  considère,  dans  certaines  questions  d^analyse  ma- 
thématique, des  fractions  continues  plus  générales  que 
celles  dont  il  vient  d^être  question  et  qui  ont  la  forme 


«1 


«a 
«1 


«2 

a- 


a,  Al,  asy . . . ,  ai,  «2»  •  •  •  >  étant  des  quantités  quelcon- 
ques. Mais  ces  expressions  nouvelles  ne  sont  d'aucune 
utilité  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  et  il  n'en  sera 
point  question  dans  ce  qui  va  suivre. 

De  la  formation  des  réduites, 
2.  La  première  des  formules  (i)  donne 

(4)  ^^___^ 


i  l'on  remplace  x,  par  in 
xiètnc  l'oi'tnule,  il  vient 


(51 


Ox 


on  peut  de  même  remplacer  le  quotient  compléter,  par  sa 
valeur  tirée  delà  iroisiémo  formule  (i),  et  ainsi  de  suile- 
En  général,  la  valeur  de  x,  exprimée  par  le  uiojen  du 
fjnoiicnt  complet  x„_, ,  aura  la  forme 


(6) 


P»-,j 


Pb_h  Qn-i»  Pn-ii  Qn-i  élaul  dcs  uombreâ  entiers.  En 
ellet,  on  vient  de  voir  qu'il  eu  est  ainsi  lorsque  n  —  i  est 
égal  à  1  ou  à  a;  et  en  conséquence,  pour  justifier  noire 
assertion,  il  suffit  de  constater  que  si  elle  s'applique  au 


quotient  x,^t ,  elle  subsiste  aussi  pour  le  quoiicn 
en  remplaçant,  dans  la  formule  (6),  X„_i   par  i 


x„.  Or, 


JP- 


-Of 


notre  proposition  est  donc  établie.  Onvoiten  outre  que, 
si  Ton  pose 

(7)       P„=P^,fl.-„+P^„     Q.^Q.-io„-,-l-Q,_=, 
l'expression  précédente  de  x  prendra  \n  forme 

P„j^„-t-  P.-, 

et  celle-ci  se  déduit  de  l' expression  (6)-i)ar  le  ehaiigcmeni 
de  «  en  «  -(-  1 , 

Pour  avoir  la  réduite  de  rang  n,  il  est  évident  qu'il 
suffit  do  remplacer,  dans  la  formule  (6),  le  quotient  com- 
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plet  ac„_i  par  le  quotient  incomplet  correspondant  a„_t  \ 
on  voit  alors,  par  les  formules  (7),  que  cette  réduite  a  pour 

valeur  -^-  Au  reste,  il  faut  remarquer  qu'on  peut  lob- 

tenir  aussi  en  remplaçant  a*„  par  00  dans  la  formule  (8). 
Les  formules  (  7  )  peuvent  donc  être  employées  pour  cal- 
culer le  numérateur  et  le  dénominateur  des  réduites  suc- 
cessives, et  on  peut  énoncer  à  ce  sujet  la  proposition  sui- 
vante : 

Le  numérateur  de  la  réduite  de  rang  n  est  égal  au 
produit  du  numérateur  de  la  réduite  de  rang  n  —  i  par 
le  n***"*  quotient  incomplet^  augmenté  du  numérateur 
de  la  réduite  de  rang  n  —  2.  Et  de  même  le  dénomina- 
teur de  la  /i'*"**  réduite  est  égal  au  produit  du  dénomina- 
teur de  la  réduite  de  rang  n  —  i  par  le  «'*'"'  quotient 
incomplet,  augmenté  du  dénominateur  de  la  réduite  de 
rang  n  —  2. 

L'application  de  cette  règle  exige  que  les  deux  pre- 
mières réduites  aient  été  formées;  on  a,  par  les  for- 
mules (4)  et  (5), 

P,  =  a,  Q,  =  i, 

Pa=rrflfl,-4-  I,      Qj  =  fl,  ; 

mais  si  Ton  pose 

Po=i,  Qo=o, 

les  formules  (7)  seront  vérifiées  pour  /i  =  2;  d'où  il  ré- 

P 
suite  que  Ton  fera  rentrer  la  deuxième  réduite  ~  dans 

la  règle  générale,  en  introduisant  la  réduite  fictive  ;-^  =  - 
^     ^  Qo       o 

que  Ton  peut  regarder  comme  occupant  le  premier  rang 

dans  la  suite  des  réduites  *,  c'est  ainsi  que  nous  procéderons 

P/i 
dé6ormais,  et,  en  conséquence,  ~  représentera  la  réduite 

de  rang  w-f-  i.  Au  moyen  de  cette  convention,  on  peut 
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disposer  comme  il  suit  le  calcul  iiRiessaire  pour  la  forma- 
tion des  réduites: 


Les  quotients  incomplets  a,  a,,at,  a,,.  . .  sont  écrits  sur 
QDe  première  ligne  horizontale.  Au-dessous  des  deux 
premiers  quotients  a  et  a,,  on  place  les  deux  premières 

réduites  ->  -;  on  forme  ensuite  chacune  des  réduites  sui- 
vantes, en  opérant  conformément  à  la  règle,  et  on  écrit 
le  résultat  au-dessous  du  quotient  qui  lui  correspond, 

Propiiéléa  tles  féduites. 

3.  TuÉOB£UE  I.  —Les  réduiles  étant  supposées  for- 
mées d'après  la  règle  précédente,  et -^  désignant  gé- 
néralement la  réduite  derangn  +1,  ona 

le  m''""  quotient  incomplet,  on  aura 

-P^„     Q„  =  Q,_.«„,-f-Q,_,; 

si  l'on  ajoute  ces  égalités  aprèii  avoir  multiplié  la  première 
par  Q„_i  et  la  seconde  par  — P„_, ,  il  viendra 

{P„Q^,-  Q.P,,-,)  =  -  (P„-,Q.-,-  Q„-,P„-0, 

ce  qui  montre  que  la  quantité 

a  la  même  valeur,  quelque  soit  n:  mais   cette  quauiilé 


En  ellet,  soit  a 
P.  =  Po-i  a, 
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est  égale  à  i  quand  w  =  i ,  car  Qo  =  o  et  Q,  =r  P^  =  i  ; 
donc  elle  est  égale  à  i^  quel  que  soit  n. 

Corollaire  I.  —  Les  nombres  P„  et  Q„  sont  premiers 
entre  eux,  et  en  conséquence  la  fraction  ~  est  irréduc- 
tible. 

L'égalité  qu'on  vient  d'établir  prouve  effectivement 
que  les  nombres  P„  et  Q„  ne  peuvent  avoir  aucun  divi- 
seur commun  autre  que  Tunité.  C'est  en  raison  de  cette 
propriété  que  l'on  a  donné  le  nom  de  réduites  aux  frac- 

.  Pn 

lions  rr-' 

Corollaire  II.  —  La  différence  entre  deux  réduites 
consécutives  est  égale  à  une  fraction  qui  a  pour  numé- 
rateur l^  unité  y  et  pour  dénominateur  le  produit  des 
dénominateurs  des  deux  réduites. 

En  effet,  si  l'on  divise  par  le  produit  Q„Qn^i  Tégalité 
qui  fait  l'objet  du  précédent  théorème,  il  vient 

p,     p„,.  ^  (-  0" 

Qn  Qn-.  Q«Q«-.' 

4.  Théorème  IL  —  Si  Ton  réduit  une  quantité  quel- 
conque X  en  fraction  continue  et  que  l'on  forme  les  ré- 
duites successives,  la  valeur  de  x  sera  toujours  comprise 
entre  deux  réduites  consécutives  et  chaque  réduite  ap- 
prochera plus  de  X  que  la  réduite  précédente. 

P 
En  effet,  ^  étant  la  réduite  de  rang  ^^  -f-  i ,  et  J^„  le  quo- 

tient  complet  correspondant,  on  a 

Pn  ^H  ~^~   P/i—  I 

.r  =:  • 

Q«^ii-f-Q„_, 


i4  couns   h'alcéhre  sui'éhietii 

Si  l'on  lésoiil  relie  éqiialifm  par  rapport 


3l 


que  les  différences  ^  — 


i  de  même  signe,  d'où  il  résulte  qne  x  est 


comprise  ( 


Q„     Q. 


',  2°  que  la  valeur  absolue  de  la 


seconde  diiréicuce  est  moindre  que  la  valeur  absolue  de 

la  première,  car  les  quantités  -~  et  x„^  dont  le  produit 

forme  le  premier  mcjnbre  de  la  formule  précédente,  sont 
l'une  et  l'autre  supérieures  à  l'unité. 

S.  TnÉonÈME  III.  —  SU' on  jcduit  une  quantité  quel- 
conque X  en  fraction  continue,  la  différence  entre  une 
réduite  quelconque  et  la  valeur  de  x  sera  moindre  qu'une 
fraction  ayant  pour  numéialeur  l 'unité  et  pour  dénomi- 
nateur le  produit  des  dénominateurs  de  la  téduife  consi- 
dérée cl  de  la  réduite  suivante. 

En  effet,  d'après  le  théorème  II,  x  est  comprise  entre 


-  est  moindre 


que  la  ditler 


par  b  unc(|ui 
écrire 


Hse  entre  o  et  l'unité,  ou  pouria 


i  donc  on  désigne 
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Comme  Q„  est  supérieur  à  Q„_i,  on  a  aussi 


G  désignant  encore  une  quantité  comprise  entre  o  et  i, 
mais  qui  n^a  pas  ici  la  même  valeur  que  dans  la  précé- 
dente égalité. 

Cette  dernière  formule  exprime  que  si  Von  prend  une 
réduite  quelconque  pour  valeur  approchée  de  la  quan- 
iité  j:,  r erreur  commise  sera  moindre  que  V unité  divisée 
par  le  carré  du  dénominateur  de  la  réduite. 

Remarque.  —  On  peut  encore  démontrer  le  précédent 
théorème  en  partant  de  la  valeur  de  x  exprimée  en  fonc- 
tion du  quoti.ent  complet  a:„.  On  retrouve  par  ce  moyen 
la  limite  supérieure  que  nous  venons  d'assigner  à  la  dif- 
férence ( —  i)"  (x  —  7r~)  '  ^^  ^^  obtient  en  même  temps 

une  limite  inférieure  de  la  même  différence.  Cette  der- 
nière limite  a  moins  d'importance  que  l'autre,  mais  elle 
mérite  cependant  d'être  mentionnée.  On  a 

^  _  P--I  ^  Pn  X„  -+-  P„.   _  P«-.  ^  (PnQ.-.—  QnPn-.)^^;, 
Qn-1  Q«^«-+-Q«-l  Qn^.  Q.-l(Qn^n-f-Q;,-.)     ' 

ou,  d'après  le  théorème  I, 

P„-.  ^  (-1)" 

^''-'       Q„_.  f  Q„  -f-  - 

4 

Or  x„  est  compris  entre  i  cl  oo  ;  donc  la  différence 

Pu-. 

X  —  — —  est  comprise  entre 

(-0"    ^j  (-0" 


Q«-.  Qn  Q«~.  (Qn  -4-  Q„-.) 
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ConoLL;ltBE.  —  Si  la  quantité  x  est  irrationnelle,  on 
pourra  toujours  former  une  réduire  qui  différera  de  x 
d'une  quantité  plus  petite  quune  quantité  donnée  e. 

En  effut,  ^our  èlre  assuré  que  la  différence  entre  x  el 


Pn-i 


il  suffit  que  To 


et  puisque  les  uonibi'es  entiers  Qi,  Q),  Qi,-.- 

sans  iîoiile,  on  voit  que  rinégalité  précédeute  sera  véri- 
fiée si  l'on  prend  une  valeur  de  h  suffisamment  grande. 

6.  La  première  réduite— ^  étant  -  ouoo  , et  la  deuxième 

•^  étant  égale  à  n,  on  voit  qu'on  peut  énoncer  la  propo- 
sition suivante  qui  résume  les  résnliats  principaux  que 
nous  avons  obtenus  : 

Lorsqu^on  réduit  une  quantité  quelconque  x  en  frac- 
tion continue,  les  réduites  de  rang  pair,  toutes  infé- 
rieures àx,  forment  une  suite  croissante,  tandis  que  les 
réduites  de  rang  impair,  toutes  supérieures  à  x,  forment 
une  suite  tlécroissnnle.  Ces  deux  suites  se  terminent 
quand X  est  un  nombre  rationnel;  mais,  dans  le  cas  con- 
traire, elles  sont  il/imitées  et  les  réduites  de  chacune 
défiles  convergent  vers  la  valeur  de  x  dont  elles  ser-ap- 
prochent  indéfiniment. 

C'est  en  raison  de  celte  propriéiê  que  les  réduites  ont 
recule  nom.  de  fractions  convergentes .  On  voïl  que  si  n, 
ai,a,,  »],. . .  désignent  les  quolieiits  incomplets  obtenus 
dans  la  réduction  de  x  en  fraction  cunlinuc,  il  est  permis 


SECTION    I.   CHAPITRE    t.  IJ 

écrire 

I 


I 


«2  -r-. 


puisque  l'expression  contenue  dans  le  second  membre  de 

cette  formule  tend  vers  une  limite  égale  à  x,  quand  le 

nombre  qui  marque  le  rang  du  quotient  auquel  on  la 

P 
suppose  terminée  augmente  indéfiniment.  La  réduite  rr^ 

a  pour  valeur 

et,  par  suite,  la  quantité  x  est  la  limite  de  la  série  conver- 
gente 

I  I  (— 0» 

a  ■+-  Tnrz :^-7r  -f-  . .  .  -K 


Q.Q,      Q.Q3      ^'^Q^tQ-      •"• 
7.  Théorème  IV.  —  Si  une  fraction  irréductible  - 

est  comprise  entre  deux  réduites  consécutii^es  ——^  —  > 
^  Q«-.   Q« 

le  dénominateur  B  de  la  fraction  est  supérieur  au  déno- 
minateur de  chaque  réduite. 

En  effet,  la  fraction  —  étant  comprise  entre  — ^  et  t-^j 
les  deux  différences 

sont  de  même  signe,  et  la  valeur  absolue  de  la  première 
différence  est  inférieure  à  la  valeur  absolue  de  la  seconde. 
ï. 


i 
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Or  celle-ci  est  égale  à  p- — j-j  donc  on  a 

Q»— I  Qn 

,   /A       P^,\   ^       I 

ou 

(-i)"(AQ^.-BP._.)<|-; 

le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  un  entier  qui , 
par  hypothèse,  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  et  Ton  a,  en  con- 
séquence, 

B>Q„. 

Le  nombre  B  est,  à  plus  forte  raison,  supérieur  à  Q„_i . 

Corollaire.  —  Chaque  réduite  d^  une  fraction  conti- 
nue X  approche  plus  de  la.  valeur  de  x  que  toute  autre 
fraction  dont  le  dénominateur  est  moindre  que  celui  de 
la  réduite. 

,  •    ,     ,        ,       A 
En  effet,  si  la  fraction  irréductible  •—  approche  plus  de  Jtr 

p 

que  la  réduite  —?  elle  sera,  à  plus  forte  raison,  plus  près 

de  X  que  la  réduite  précédente  j^'  D'ailleurs^  la  quan- 

tité  X  étant  comprise  entre  j^  et  ;r2»  la  fraction  -  sera 

Qii-i      Q/i  B 

nécessairement  comprise  entre  les  mêmes  réduites^  donc, 
d'après  le  précédent  théorème,  le  dénominateur  B  sera 
supérieur  à  Q„. 

.A 

Il  résulte  de  là  que  si  B  est  inférieur  à  Q„,  la  fraction  — 

P» 
approche  moins  de  x  que  la  réduite  —^» 

p 

8.  Problème.  —  Etant  donnée  une  fraction  —  dont 
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0 
la  différence  ai^ec  une  quantité  quelconque  x  est  it  --, 

0  étant  plus  petit  que  F  unité,  on  demande  la  condition 

p 
pour  que  -  soit  Vune  des  réduites  fournies  par  le  déi^e- 

loppemenC  de  x  en  fraction  continue. 

P  .  . 

Réduisons  —  en  fraction  continue  et  formons  les  ré- 

P     P  P  P 

duites  tT^»  ?r'  ***'  TT  ^^^^  '*  dernière  n'est  autre  que  -- 

Si  cette  fraction  est  Tune  des  réduites  fournies  par  le 
développement  de  a:,  et  que  l'on  désigne  par  x„  le 
[n  -f-  I  )**"•*  quotient  complet j  on  aura 

(i)     a?  ^7: 7^ — >      dou     j: — 7--  — 


Q«  Xn  -h  Q„-,  Q«       Q«  (Q„  xn  -\-  Q„-,) 

Il  faut  remarquer  que  Ton  peut  toujours  s'arranger 
de  manière  que  le  signe  du  second  membre  de  cette 
formule  soit  le  même  que  celui  de  la  différence  donnée 

P  0 

X —  --  =ifc  — •  En  d'autres  termes,  dans  la  fraction  con- 

^  p  .  ^  p 

tinue  égale  à  -»  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  — 

P       .     , 
ou  TT*  soit  à  volonté  une  réduite  de  rang  impair  ou  de 

rang  pair.  En  effet,  soient  a„_s,  û„_i  les  deux  derniers 

P 
quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale  à  --^ 

d'après  la  manière  dont  on  opère  habituellement ,  le 
dernier  quotient  n'est  pas  égal  à  i,  car  si  cela  avait  lieu 
on  pourrait  supprimer  ce  quotient,  en  augmentant  d'une 
unité  le  quotient  précédent  qui  deviendrait  alors  a„_2  +  i . 
Donc,  puisque  a„_i  est  au  moins  égal  à  2,  on  peut  le 

remplacer  par  (rt„«i  —  1)  H — »  c'est-à-dire  qu'on  peut 

2. 
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introduire  un  quoiieiit  de  plus  égal  à  t  en    ayant  soin 

de  retranclier  une  unité  du  quotient  qui  était  le  dernier. 

On  ]'eut  donc  faire  en  sorte  que  le  nombre  n,  qui  in- 


dique le  rang  de  la  réduite 


Q™     Q 


soit  à  volonté  pair  ou 


impair;  ce  nombre  n  étant  ainsi  choisi  de  manière  que  le 


Or  :f„  est  positif  et  supéri 

(3)  e< 


,  donc  on  a 


Je  dis  que  réciproquement,  si  cette  condition  e; 


.r„  étant  alors  définie  par  la  formule  (i),  l'équation  (a) 
donnera  pour  cette  quantité  une  valeur  positive  et  supé- 
rieure à  l'unité;  d'ailleurs,  d'après  la  formule  (i),  la 
valeur  de  x  sera  évidemment  de  la  forme 


d'où  il  résulte  o 


edes  réduites  qui 


convergent  versx. 

Il  faut  remarquer  que  la  condition  (3)  sera  toujours 

9  PSt  iniérieiip  n   <-.    rav  1p   rntinnrl    ^^ 


satîsfaile  s 

est  supéri  «m  r  i 


r  à  -1  car  le  rapport 
;   donc  la  fraction  —  se 


Q.+  Q.- 
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ment  l'une  des  réduites  de  la  quantité  x^  si  la  différence 
X  —  —  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  à 


Des  fractions  convergentes  intermédiaires. 

9.  On  a  vu  que  les  réduites  de  rang  pair  et  celles  de 
rang  impair  forment  deux  suites  qui  sont  Tune  croissante, 
l'autre  décroissante,,  et  qui  convergent  toutes  les  deux 
vers  la  valeur  de  la  fraction  continue.  Considérons  deux 
réduites  consécutives 

"h — I  *  «4-1 

Q»>— 1  Qb4-I 

de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  suites,  le  nombre  n  pou- 
vant être  égal  à  i .  Si  a„  désigne  le  quotient  incomplet  de 
rang  zi  -H  i ,  les  valeurs  de  ces  deux  réduites  seront  com- 
prises dans  l'expression  générale 

XP„-f-P„_, 

5 


A-Q„-hQ^, 


et  elles  répondront  aux  valeurs  fc  =  o,  A  =  a„  de  Tindé- 
lerminée  k. 

Lorsque  le  quotient  a„  est  supérieur  à  i ,  et  que  Ton 
donne  à  k  les  valeurs  successives 

o,  1,2,  3,.  .  .,  (an—  i),  an, 

l'expression  précédente  fournit,  indépendamment  des 
deux  réduites  considérées,  a^ —  i  autres  fractions  dont  les 
dénominateurs  sont  compris  entre  Q„_i  et  Q„+i,  et  aux- 
quelles on  a  donné  le  nom  de  fractions  convergentes  in^ 
termédiaires , 
Si  Ton  pose,  pour  abréger  l'écriture. 


R*  —  X  P„  +  p„_„     S*  ==  /  Q„  -h  Q 


n — ly 


R*4-L  =  R*  +  P,„     S,+.  =  S;  +  Q,„ 


R(+,Si-  S*+,B,=  P„S,-  Q„R*=P„Q»-,  —  Q„P„-„ 


0",       PnSl.-Q„R,r=( 


ei,  par  consequeul, 

R»+,       R,_(- 


Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qui  se  rapporlenL  à 
Jeux  réduites  consécutives  quelconques,  et  ou  peut  en 
couclurc  les  propositions  suivantes  : 

1°  Les  fractions  convergentes  intermédiaires,  foi-mées 
comme  il  a  été  indiqué,  sont  efes  fractions  irréditctihles, 

2"  La  différence  de  deux  fractions  convergentes  in- 
termédiaires consécutives  est  égale  il  V unité  divisée  par  le 
produit  des  dénominateurs  des  deux  fractions. 

3°  Si  l'on  considère  la  suite  des  réduites  de  rang 
pai/  et  celle  des  réduites  de  rang  impair,  puis  qu'entre 
chaque  réduite  de  l'une  et  de  l'autre  suite,  et  la  réduite 
suivante,  on  écrive  toutes  les  fractions  convergentes  in- 
termédiaires qui  s'y  rappoHent,  de  telle  manière  que 
les  dénominateurs  frrment  une  suite  croissante,  on  ob- 
tiendra deux  nouvelles  suites  qui  seront,  la  première 
croissante,  la  seconde  décroissante,  et  qui,  en  consé- 
quence, convergeront  sans  cesse,  l'une  et  l'autre  vers 
la  valeur  de  la  fraction  continue. 

4°  Si  une  fraction  —est  comprise  entre  deux  fractions 

R*+, 


conwrgentcs    consécutives  • 
groupe  dont  les  réduites  -  — 


appartenant 
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trêmes^  ou  si  elle  est  comprise  entre  la  fraction  —  et  la 

P  ,  .A 

réduite  --^>  le  dénominateur  B  de  cette  fraction  ~  sera 

Qn  B 

supérieur  au  dénominateur  de  chacune  des  fractions  con- 
vergentes qui  la  comprennent, 

10.  Lorsque  la  fraction  continue  est  limitée,  les  deux 
suites  formées  avec  les  réduites  et  les  fractions  intermé- 
diaires se  terminent  d'elles-mêmes.  Mais  il  faut  remar- 
quer que  Ton  peut  encore  considérer  l'une  des  deux  suites 
comme  illimitée.  En  effets  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'une 

des  réduites  -^  exprime  la  valeur  exacte  de  la  fraction  con- 
tinue; cette  réduite  termine  l'une  des  deux  suites,  tandis  que 
l'autre  suite  s'arrête  à  j^  •  Mais  on  peut  évidemment  in- 

troduire  dans  la  fraction  continue  un  nouveau  quotient  :i:„ 
^al  à  00  5  celle-ci  sera  alors  représentée  par  l'expres- 
sion -r^-^ r^  équivalente  à  -^  ?  et  à  celle  de  nos  deux 

P 

suites  qui  se  termine  à  -r^  on  pourra  ajouter  les  fractions 

Qn— 1 

intermédiaires, 


-hP^,         2P„-4-P^,         3P„-h 


Qn-hQ,^.'        2Q„-h  Q„_.'         3Qn-r  Qn-,  '     '  '  ' 

dont  le  nombre  est  illimité.  La  suite  indéfinie  que  Ton 
formera  ainsi  convergera  vers  la  fraction  continue,  comme 
si  celle-ci  représentait  la  valeur  d^une  quantité  irration- 
nelle. 

11.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  nous  fournit 
la  solution  de  celte  importante  question  : 

Problème.  —  Déterminer^  parmi  toutes  les  fractions 


a4  COLRS  d'alcèbrk  supérieure. 

dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  une  certaine  li- 
mite K,  celle  qui  approche  le  plus  d'une  irrationnelle 
donnée  x. 

CoDcevODs  que  la  quaniilé  x  ait  été  réduite  en  fraction 
continue,  puis  qu'avec  les  réduites  et  les  fractions  inter- 
médiaires on  ait  formé  les  deux  séries,  l'une  croissante, 
l'autre  décroissante,  qui  convergent  toutes  deux  vers  la 
valeur  de  x. 

Si  le  dénominateur  Q„  de  l'une  des  réduites  est  égal  à 
la  limite  donnée  K,  la  fraction  demandée  sera  la  réduite 


partie  de  l'une  des  deux  suites  formées  avec  les  fractions 
eonvergenles.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  la  fraction 
demandée  —  tomberait  entre    deux    termes    consécutifs 

-TT—^  TT  de  l'une  de  ces  deux  suites;  mais  alors  B  serait 
supérieur  à  Si,  la  fraction  —  serait  d'ailleurs  plus  appro- 
chée de  a;  que  — îClpar  conséquent  celte  dernière  fraction 
ne  satisferait  pas  â  la  condition  requise. 

Donc,  pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  suffit  de 
réduire  J "irrationnelle  x  en  fraction  continue,  de  ibrmer 
la  série  des  réduites  de  rang  pair  et  celle  des  réduites  de 
rang  impair,  avec  les  fractions  intermédiaires  correspon- 
dantes; de  prendre  enfin  dans  chaque  suite  ta  fraction  qui 
a  le  plus  grand  dénominateur  au-dessous  de  la  limite  K. 
Les  deux  fractions  que  l'on  obtient  de  cet[e  manière  com- 
piennent  entre  elles  la  quantité  x,  et  elles  fournissent  les 
valeurs  les  plus  approchées,  par  défaut  et  par  excès,  de 
cette  irrationnelle,  quand  on  exclut  les  fractions  dont  le 
dénominateui'  est  supérieur  à  K. 
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On  voit  que  la  réduction  en  fraction  continue  doit 
être  employée  toutes  les  fois  qu'il  est  question  d'expri- 
mer par  les  fractions  les  plus  simples  et  les  plus  ap- 
prochées qu'il  est  possible,  soit  la  valeur  d'une  irra- 
tionnelle, soit  celle  du  rapport  de  deux  nombres  entiers 
très-grands. 

JTiéorème  de  Lejeune-Virichlet. 

12.  La  théorie  des  fractions  continues  nous  a  révélé 
l'existence  d'une  infinité  de  fractions  -p  susceptibles  d'ex- 
primer la  valeur  d'une  irrationnelle  donnée  x,  à  —  près. 

Ce  fait  si  remarquable  peut  être  établi  directement  par  un 
procédé  ingénieux  dû  à  l'illustre  géomètre  allemand  Le- 
jeune-Dirichlet. 

Le  théorème  que  nous  nous  proposons  d'établir  peut 
être  énoncé  dans  les  termes  suivants  : 

Théorème.  —  Dans  la  série  des  fractions  qui  ont  pour 
dénominateurs  les  nombres  i,  a,  3,. ..,  w,  //  en  existe  au 
moins  une  de  dénominateur  v  gui  diffère  d^une  quantité 

moindre  que  — ^  par  défaut  ou  par  excès  ^  d'aune  irration- 
nelle donnée  x. 

Représentons  par  m^  le  nombre  entier  immédiatement 
supérieur  à  va:,  et  considérons  la  suite  des  quantités 

iWi  —  J7,     iWj — 2Xj     m^ — 3:zr,  .../Tin — nx^ 

qui  seront  toutes  moindres  que  l'unité.  Si  l'on  était  as- 
suré que  l'un  au  moins  des  produits 

/i(/iî,  —  x),     /ï(/Wa — 2j:),      /ï(w3 — 3a:),...,      /2(/w„ — n.v) 
eut  pour  partie  entière  zéro  Je  théorème  serait  démontré, 
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car  on  aurait,  par  exeDiple, 


d'où 


/Wv  —  vj:<^—     et ^<Z — ' 

n  V  /zv 


Maïs,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  ces  parties  entières 
ne  peuvent  être  que 

o,  I,  2, . .  .,  (n  —  i), 

l'exclusion  du  nombre  zéro  exige  que  Tune  d'elles  soit  la 
même  dans  deux  produits  difierents.  Soient  donc 

n  (nty  —  vx)  =  E  -h  e, 
n  [mfi.  — ^x)  =  E  -h  >j, 

E  désignant  un  entier,  e  et  y?  étant  des  quantités  positives 
inférieures  à  i.  Si  l'on  retranche  ces  égalités  Tune  de 
l'autre,  il  vient 

n  [(/Wv— /Wytx)  — (v  —  pt)jr]:zre--»ï, 

d'où 

/lîv  —  mu.  s  —  yj 


On  peut  supposer  que  v  soit  le  plus  grand  des  nombres  v 
et  (!x  5  la  différence  v  —  fx  de  deux  nombres  inférieurs  à  n 
est  elle-même  moindre  que  n-^  enfin  la  valeur  absolue 
de  e  —  y)  est  inférieure  à  i .  Le  théorème  énoncé  résulte 
donc  de  la  formule  précédente,  puisque  celle-ci  montre 
que  la  valeur  absolue  de  la  différence 


Wy  —  nifj. 


X 


est  inférieure  à 


Dans  ce  qu'on  vient  d'établir,  le  nombre  n  est  quel- 
conque. En  le  faisant  croître  indéfiniment,  on  voit  la  pos- 
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sibilité  d'obtenir  une  suite  infinie  de  fractions  conver- 
gea les  vers  la  valeur  de  x,  telles  que  Terreur  par  défaut 
ou  par  excès,  relative  à  chacune  d'elles,  soit  moindre  que 
TuDÎté  divisée  par  le  carré  du  dénominateur^  car  dans 

l'expression  —  indiquée  par  Ténoncé  du  théorème,  v  est 

au  plus  égal  à   n  :   cette  limite  sera  donc  en  général 

moindre  que  -^  • 


V* 


Résolution  d'une  équation  du  premier  degré  à  deux  in-: 
connues^  en  nombres  entiers^  par  la  méthode  des  frac- 
tions continues. 

13.  Considérons  l'équation 

dans  laquelle  P,  Q,  H  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs.  Comme  on  peut  supposer  que  ces  trois  nombres 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  l'équation  proposée  ne 
pourra  évidemment  être  satisfaite  par  des  valeurs  entières 
de  X  et  de^,  que  si  les  coeflScients  P  et  Q  sont  premiers 
entre  eux.  Supposons  que  cette  condition  soit  remplie  ;  ré- 

P  .  . 

duisons  la  fraction  dr  —en  fraction  continue,  et  calculons 

.  P'     ,  . 
les  réduites  successives.  Si  —,  désigne  ravant-dernière  ré- 
duite^ on  aura 

±(PQ'  — QP')=::I, 

d'où 

P(±Q'H)  +  Q(zpP'H)  =  H, 

ce  qui  montre  que  l'équation  proposée  sera  satisfaite  en 

posant 

x=i±Q'H,     jri=±:P'H. 

Désignons  par  Xq  Gijo  ces  valeurs  des  indélerminces  x 


aS  cntjns  d'alcêbhe  supÉniEvnE. 

eij,  l'équaiioii  proposée  pourra  se  meure  s 


-Jo=- 


_P(^ 


^) 


et,  comme  les  nombres  P  et  Q  sont  premiers  entre  e 


les  <]uanlltés  x  et  j-  ne  seront  entières  que 


divisible  par  Q,   Ou  aura  donc, 
quotient  de  cette  division, 


i  désignant  par  d  le 


ces  valeurs  satisfont  à  1  équation  proposée,  quel  que  soit 
l'entier  positif  ou  négatifs. 

Il  faut  remarquer  que  la  valeur  absolue  de  .r  sera  infé- 
rieure à  Q  si  Ton  prend  pour  9  l'un  des  deux  entiers  con- 
sécutifs entre  lesquels  est  comprise  la  fraction  positive  ou 

.       ■  Q'H  ,  .  1.         j 

négative  zp   - ■  -  ;  on  peut  même  ajouter  que  I  une  de  ces 

deux  valeurs  de  0  donnera  à  x  une  valeur  absolue  iufé- 

rieure  à  -  Q.  Il  résulte  de  là  qu'il  existe  une  valeur  unique 

de  x  entre  les  limites  o  et  Q  ou Qet  H —  Q,  pour  la- 
quelle l'expression 

Pj  — H 

~~^ 
se  réduit  à  un  nombre  entier. 

L  équation  dont  nous  venons  de  nous  occuper  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

U__3:        r 
PQ  ~  P  "*^  q' 
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n 

et  Ton  voit  que  :  toute  fraction  —  >  dont  le  dénomina- 
teur est  le  produit  de  deux  nombres  P  ef  Q  premiers 
entre  eux,  peut  se  décomposer  en  deux  autres  fractions 
ayant  respectivement  pour  dénominateurs  les  nombres 
PetQ. 

Théorème  relatif  à  la  réduction  des  fractions 
rationnelles  en  fraction  continue, 

P  . 

14.  Considérons  une  fraction  rationnelle  ■— supérieure 

à  I ,  et  supposons  qu^en  la  réduisant  en  fraction  continue 
on  ait  trouvé 


(I) 


p 

ï 

Q 

M       t 

I 

«1     ■  t- 

Hj  H-  . 

•  •   -h  ■ 

1 

• 

a. 


la  dernière  des  réduites  successives  tt'ttv  "ît^  sera  égale 
à  —  5  et  l'avant- dernière  aura  pour  valeur 

P„-. 


«t  H-  .  .  T 

«n-a 


D'un  autre  côté,  on  a 

Pji       ^=^  Pn— l  ^n—\  ~^  P»— î>  Q«       ^^^^  Qn^l  ^n— 1  "h  Q/i— 2> 

P»— 1  ^^^  P»— 2^/1— 2  H~  Pn— 3>  Q»i— 1  =^  Qn— a^/i— 1  -h  Qb— 3> 


P3       =zPjfl5-|-P„  Q.,        =:Q,«2-hQ„ 

P,     =rP,«, -hPo,  Q,      —  Q,«,-l-Qo, 
puis 

P,r==«,       Po=:=I,  Q.=  I,       Qo=0; 


3o  coDRS  d'algèbre  supérieure. 

ces  formules  donnent 


(3) 

p«  __     .           • 

• 

n       ^  -4— 

"«—a    t-                        

»f^Z  -h      . 

I 

a, 

I 

(4) 

1  +- 

1 

«1  -h  -9 
a 

rt;^,H ; 

I 

Qi 

1 

H • 

«1 

On  voit  que  les  quotients  de  la  fraction  continue  (3) 
sont  précisément  ceux  de  la  fraction  (i)  pris  dans  un  ordre 
inverse;  la  fraction  (4)  est  Tavant-dernière  réduite  delà 
fraction  continue  (3). 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  a 

(5)  P„-.  =  Q«, 

mais  seulement  dans  ce  cas,  les  fractions  (  i  )  et  (3)  seront 
égales  entre  elles,  et  la  suite  des  quotients 

sera  réciproque^  c'est-à-dire  que  les  termes  extrêmes  se- 
ront égaux  entre  eux,  ainsi  que  deux  termes  quelconques 
pris  à  égale  distance  des  extrêmes.  Comme  on  a 

(6)  P„Q„_.~Q„P„_.  =  (-i)", 
la  condition  (5)  équivaut  à 

(7)  P.Q^.-Q'„=(-i)».     ou    Q^,  =  ?L±Ill!l", 

et  elle  exprime  que  Ton  a 


Q'±:i 
(8)  :=:  un  nombre  entk^r. 
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Réciproquement,  si  les  nombres  entiers  P  et  Q<^  P  sa- 
tisfont à  la  condition  (8),  on  peut  être  assuré  que  la  frac- 

p  .    * 

tion  r-  se  réduira  en  une  fraction  continue  dans  laquelle 

les  quotients  formeront  une  suite  réciproque. 

.       P 

En  effet,  réduisons  la  fraction  —  en  fraction  continue, 

en  nous  arrangeant  de  manière  que  le  nombre  des  quo- 
tients soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  ambigu  dr 
exprime  H-  ou  —  dans  la  formule  (8).  Alors,  en  désignant 
par  n  le  nombre  de  ces  quotients  et  par  Q'  la  valeur  du 
premier  membre  de  la  formule  (8),  on  aura 

PnQ'-Qi=:(-i)"; 

p  .  p  p 

mais  -r^  étant  la  réduite  qui  précède  tt  o^  t:'  1^  for- 

mule  (6)  a  lieu,  et  en  la  retranchant  de  la  précédente  il 
vient 

P«{Q'-Q.-.)  =  Q«(Q«-P.-.); 

coBune  Pa  doit  diviser  le  second  membre  de  cette  formule, 
et  que  ce  nombre  est  premier  avec  Q„,  il  doit  diviser 
Q„ — Pn-iî  cette  différence  étant  inférieure  à  P„,  elle  doit 
être  nulle  et  Ton  a 

La  première  de  ces  égalités  démontre  la  proposition  que 
nous  avions  en  vue. 

15.  Les  résultats  qui  précèdent  nous  seront  utiles  plus 
tard  j  mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  montrer  dès  à  pré- 
sent comment  on  peut  en  tirer  une  démonstration  fort 
simple  d'une  proposition  importante  dans  l'Arithmétique 
supérieure.  Cette  proposition  est  la  suivante. 

Théorème.  —  Tout  nombre  entier  qui  dwise  la  somme 
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(/e  €ieua:  cnrrés  preinhrs  entre  eux  est  lui-même  Li  somme 
■de  deux  carrés. 

Eo  effet,  supposons  que  le  nombre  entier  P  divise  la 
somme  R'  +  S',  R  et  S  étant  des  entiers  premiers  entre 

eux.  Si  l'on  réduit  la  fraction  —  ea  fraction  continue  et  que 
l'on  désigne  par  —  la  réduite  qui  précède  — i  on  aura 
RS'— SR'=zbi; 

en  outre,  le  nombre  P  divisant  R'-f- S',  il  divisera  ie  pro- 
duit 

(II'-I-S')(R'--hS'')=(RR'  +  SS')'  +  {RS'— SR')'; 
il  divisera  donc,  quel  que  soilK,  la  somme  de  deux  carrés      1 
(RR'  4-  SS'  —  KP)'-)-  (BS'—  Sîl')=; 

or,  le  second  de  ces  carrés  est  i  ;  quant  au  premier,  il  est  i 
le  carré  d'un  nombre  Q  qu'on  peut  supposer  inférieur  à  P,  ' 
et  môme,  si  l'on  veut,  inférieur  à  - 1  à  cause  de  l'indéter- 

miaée  K.  Il  résulte  donc  de  notre  hypothèse  qu'on  peut  j 
trouver  un  nombre  Q  inférieur  à  P,  tel  que  l'on  ait  j 


en  opérant  de  manière  que  le  nombre  des  quotients  soit 
pair.  D'après  la  proposition  établie  plus  haut,  la  suite  de 
ces  quotients  sera  réciproque  et  elle  pourra  être  représen- 


h,  (», 
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mière  moitié  de  cette  suite,  et  si  l'on  désigne  par  -^  la 


réduite  précédente,  par  x^  le  quotient  complet  de  rang 
m-H  1 5  on  aura 


maïs  le  quotient  complet  x^  est  égal  à 


et  cette  fraction  n'est  autre  chose  que  --^  ;  donc  on  a 

p  p»  _!-.  p2 


Q  PmQm-f-Pi«_.Q«-. 


Il  est  évident  que  le  second  membre  de  celle  formule 
est  une  fraction  irréductible.  D'ailleurs  on  s'en  assure 
immédiatement  en  remarquant  que  la  différence 

Pm(PmQ«  4- P;^,Q„-.)  —  Q«(P1+  Pm-J 

a  pour  valeur 

un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  dont  il 

s'agit  diviserait  donc  P^_i  5  mais  alors  il  diviserait  aussi  P^, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  P,„  et  P^_i  sont  premiers 

entre  eux.  D*après  cela,  la  formule  que  nous  avons  obtenue 

donnera 

p      p2   .  pi 

Q  — Pi.Q«.-hP«-.Q,._.. 

Non-seulement  la  première  de  ces  égalités  démontre  le 
I.  3 
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ihéorè me  énonce,  m.ii.s  encore  cUerailcaaTiaiLrti  lesdeu: 
cari'éadans  lesquels  le  nombre  P  peut  être  partagé  (*). 


CondUion  pour  que  les  fractions  continues  qui  repré- 
se.nlent  deux  irrntionneUes  soient  terminées  par  les 
mêmes  quotients. 

16,  Si  deux  irralionnelles  posili\es  x  et  x'  sont  telles, 
que  les  fractions  continues  dans  lesquelles  elles  se  déve- 
loppent aient  un  même  quotient  complet  j',  on  aura,  par 
les  proprif^iés  des  fractions  continues, 

_  P/  -I-  P'  ,       R_r  -I-  R' 

"'""  Q.v+Q  '      *     "   Sy  ■+■  S'  ' 


(') 


P,  Q,  P',...  étant  d 
deux  conditions 

PQ'  — QP  - 

Si  l'on  élimine)'  enti 


±1,     RS'  —  SR'  -    ±1. 
les  équations  (i),  on  trouvera 


ni' 


«  =QR'~  RQ',  h  -  RP' 
o'  =  QS'— SQ',  t'=SP' 
lit  de  ces  dernières  formu 
-Ao't^(PQ'-QP')[RS'  — 


SR')- 


Donc,  pour  que  deux  irrationnelles  posilii^s  x  et  x' 
puissent  se  développer  en  des  fractions  continues  suscep- 
tibles d'être  terminées  par  des  quotients  complets  égaux 


article  qui 
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entre  eux^  il  faut  quelles  soient  liées  l'une  à  l'autre  par 
une  équation  de  la  forme 

2)  ^==-7 77' 

^    '  a!  x-V-  b' 

OU  /i,  è,  a\  b*  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
gui  satisfont  à  la  condition 

(3)  ah'  —  ba'  —  ±\. 

Je  dis  maintenant  que  cette  condition  est  suffisante.  En 

p 
effet,  réduisons  x  en  fraction  continue,  désignons  par  — 

nne  réduite  aussi  éloignée  qu'on  voudra,  par  --7  la  réduite 
précédente,  et  par  j*  le  quotient  complet  qui  répond  â  la 
réduite  --  \  on  aura 
...  Pr-hP' 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  (3)^ 

il  viendra 

,_    (tfP-f- ^Q)rH-(«P'-h^Q') 


X 


(a'P-f-6'Q)j-h(a'F-h6'Q') 


Cela  posé,  quels  que  soient  les  signes  des  nombres  a^  by 
«',  i',  les  rapports 


P       b 


aP-f-6Q  _  Q   Q        a  a'V  -^b'q        Q^   Q       c/' 

ûF-f-^Q'  ~"  Qf  P^       l      ^^      a'P'+^'Q'  ~  Q'  P^        b^ 

Q'  "^  «  Q^  "^  «"' 

sont  positifs  et  supérieurs  à  i ,  car  on  a  Q  ^  Q'  et  l'on 

P    P' 
peut  supposer  les  réduites  —>  — ;  assez  éloignées  pour  que 

leur  différence  soit  plus  petite  qu'une  quantité  quelconque 

3. 
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donnée.  D'ailleurs  y  et  a:' sont  positives,  donc  la  valeur 
précédente  de  x'  est  de  la  forme 

(5)  --sTTs^' 

R,  R',  S,  S'  étant  des  nombres  entiers  positifs  tels  que 

R>R',     S>S'. 
D'ailleurs  ces  nombres  ont  respectivement  pour  valeurs 

S=:±(«'P-f-ft'Q),     S'=:±(a'F  -h^'Q'), 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  pris  en- 
semble. On  déduit  de  là 

RS'  —  SR'  =  ±L{ah'  —  ha! )  (PQ'  —  QP')  ; 

on  a  d'ailleurs 

PQ'_QP'  — ±1     et     ah'  —ha  —±L\^ 
donc 

(6)  RS'  — SR'==±i. 

R 

Réduisons  maintenant  la  fraction—  en  fraction  conti- 

nue  et  soit  — ^  Tavant-dernière  réduite  \  comme  le  calcul 

peut  être  fait  de  manière  que  ^  soit  à  volonté  de  rang 

pair  OU  de  rang  impair,  on  peut  écrire 

RSo— SRo=±:i, 

le  signe  du  second  membre  étant  ici  le  même  que  dans  la 
formule  (6).  Et  alors,  à  cause  de  celte  formule  (6),  Téga- 
lilé  précédente  donnera 

R(S'-S,)=:S(R'-Ro); 
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or  le  nombre  R  est  premier  avec  S,  et  il  surpasse  R' —  R^ , 
diflerence  de  deux  nombres  inférieurs  à  R;  il  faut  donc 
que  Ton  ait 

On  voit  enfin  par  la  formule  (5)  que  y  est  un  quotient 
complet  commun  k  x  eik  x'. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  les  quantités  xetx^ 
positives,  mais  rien  n'empêche  de  les  supposer  négatives. 
En  effet,  si  l'on  change  a:  en  —  j:  ou  x'  en  —  x\  la  for- 
mule (3)  restera  la  même;  seulement  quelques-uns  des 
coeiBcients  changeront  de  signe  sans  cesser  de  satisfaire 
à  la  condition  (4)*  Au  surplus,  dans  le  développement 
d'une  irrationnelle  en  fraction  coniinue,  on  n'a  à  s'oc- 
cuper que  de  la  valeur  absolue  de  cette  irrationnelle. 


I.  3' 


38  COURS  d'algèbre  supérieure. 

-   -  ■  -  ■  -      . -  -     -     - 

CHAPITRE  IL 

DES  FRACTIONS  CONTINUES  PÉRIODIQUES. 


Développement  des  irrationnelles  du  deuxième  degré 

en  fraction  continue, 

17,  On  nomme  irrationnelle  du  deuxième  degré  toute 
quantité  irrationnelle  qui  est  racine  d'une  équation  du 
deuxième  degré  à  coefficients  rationnels.  Il  est  évident 
qu'on  peut  préparer  une  telle  équation  de  manière  que 
les  coefficients  soient  des  nombres  entiers;  il  est  même, 
permis  de  supposer  que  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  l'inconnue  soit  un  nombre  pair,  car  on  ramène 
le  cas  contraire  à  celui-là,  en  multipliant  Téquation  par  2. 

Soit  en  conséquence 

Lx^-f-  2M.r-h  N  =  0 

une  équation  du  deuxième  degré  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients L,  M,  N  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs  tels, 
que  la  quantité 

supposée  positive,  ne  soit  pas  un  carré  exact.  Les  racines 
de  cette  équation  seront  représentées  par  l'expression 

±m-i-v/a 

±L        ' 

le  radical  \/A  étant  pris  positivement,  et  le  signe  am- 
bigu dz  devant  être  remplacé  successivement  par  -+-  et 
par  —  tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur.  Mais, 
comme  nous  ne  voulons  considérer  que  les  valeurs  abso- 
lues des  racines,  nous  donnerons  au  dénominateur  de 
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rexpression  précédente  le  signe  qui  rend  cette  expression 
positive.  Alors  si  Ton  pose 

D=±L,     E==tM, 

puis  que  l'on  désigne  par  D«i  la  valeur  de  N  prise  avec 
un  signe  tel  que  LN  =  — ^«tD,  toute  irrationnelle  du 
deuxième  degré  prise  positivement  pourra  être  représen- 
tée par  la  formule 

e-i-v/a 


(0 


D 


dans  laquelle  ËetD  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
et  A  un  entier  dont  la  racine  carrée  est  irrationnelle.  En 
outre,  on  aura 

D.i  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

18.  Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  développer  en 
fraction  continue  Tirrationnelle  définie  par  la  formule  (i). 

Après  avoir  déterminé  la  racine  du  plus  grand  carré 
entier  contenu  dans  A,  on  aura  immédiatement,  par  la 
division,  le  plus  grand  entiers  contenu  dans  X]  alors  on 
fera,  conformément  à  la  méthode  générale, 

I 
x=za  -\ 9 

Xi 

et  le  nouveau  quotient  Xt  sera  donné  par  la  formule 

D 

jp  - — • 

—  (Dû  — E)H-v/Â* 

si  Ion  multiplie  les  deux  termes  de  cette  expression  par 

(Da  —  E) -f- Va,  afin  de  rendre   le  dénominateur  ra- 
tionnel, elle  prendra  la  forme 

_  E,  -f-  v^Â 


E|  et  D,  désignant  des  nombres  rationnels.  On  opérera 
gui'j:,  comme  on  afaitsurx,et  ainsi  de  suite;  en  sorte 
fju'on  obtiendra  successivement  les  formules  suivantes  : 

_  E-f-\/A  _  r_ 

—  Ei  + A_       i 


_K_±\/a  _ 


qui  sont  toutes  semblables  à  la  proposée,  car  on  va  voir 
que  les  nombres  rationnels  E„,  D„  sont  toujours  des  en- 
tiers. La  valeur  de  x„_,  est 


-  (D.- 

,«„-E._,)  +  vA            *-(!> 

alorson 

aura,  d'après  nos  notations, 

(31 

A-(D„,.^,-r„) 

D,^, 

(4) 

E. -_D^,o,_, -E„, 

-  D..-.[(D-^"-.-E^.)  +  {^, 


E'  -i-  D,^,D„=  A; 


celte  formule  (5)  subsistera  pour  n  :=  o,  si  l'on  convient 
que  D„  et  E„  représentent  D  et  E  respectivement,  quand 
Tindice  n  est  nul;  car,  dans  ce  cas,  les  formules  (a) 
et  (5)  coïncident.   La  formule   (5)  ayant  lieu    quel  que 
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soit  n,  on  peut,  dans  la  formule  (3),  remplacer  A  par 
E^_x  -h  D;^j  D^«i5  et  il  vient  alors 

(6)  D«  =  Dn_j  -h  2  E^,  /!«_,  —  D;»_,  an^j  ; 

enfin,  en  remplaçant  D„_i  par  la  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (4))  on  obtient 

(7 )  D»  =  D„_,  -h  (E,^.  —  E„)/ï„^, . 

Les  formules  (4)  et  (y)  subsistent,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  quand  on  suppose  ^  =  i .  Elles  contien- 
nent la  loi  de  formation  des  quotients  complets  Xn ,  et 
elles  montrent  que  si  les  nombres  D„_j,  E„_i,  D„_i  sont 
entiers,  les  nombres  E„  et  D„  seront  aussi  entiers.  Or, 
par  hypothèse,  D_i,  E,  D  sont  des  nombres  entiers, 
donc  El  et  D]  seront  eux-mêmes  des  entiers,  ainsi  que  Es 
et  Dj, .  •  •, E„  et  D„.  Les  formules  (4)  et  (7)  montrent 
encore  que  si  D_i  et  D  sont  pairs  et  que  E  soit  impair, 
tous  les  nombres  D„  seront  pairs,  tandis  que  les  nombres 
E„  seront  impairs. 

Remarque.  — II.  convient  de  remarquer  que  les  trois 
nombres  entiers  Dn_i,  E„,  D„  ne  peuvent  avoir  un  divi- 
seur commun  9  supérieur  à  l'unité.  En  effet,  si  un  tel 
diviseur  existe,  il  divisera  E„_i  à  cause  de  la  formule  (4) 
et  Dn-î  à  cause  de  la  formule  (7)5  il  sera  donc  un  divi- 
seur commun  des  trois  nombres  D„_î  ,  E„_i ,  D„_i .  On 
en  conclura  de  même  qu'il  est  diviseur  commun  à  D„_8  ? 
E„_î ,  D„_t  5  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  9  sera  donc  un 
diviseur  commun  à  D_i ,  E,  D,  et,  par  suite,  A  aura  le 
diviseur  0*.  Or  on  peut  toujours  admettre  qu'il  n'en  est 

pas  ainsi*,  car  si,  dans  l'expression  proposée —y   E 

et  D  sont  divisibles  par  9,  A  par  0*,  rien  n'empêche  de 
supprimer  ce  facteur. 


4a  couKs  d'algèbre  s 

19,   On  retrouve  les  résultats  qui  pi'écèdetil  par  la  con- 


srdération  des  réduites.  Soit  ^  la  f  «  H-  i)'*" 

fraction  c 


réduite  de  1e 


e  égale 


x^  on  a 


F,  +  v'À 


/P„K.  +  P^i  D.)  +  P„^A  ■ 
tWÂ' 


D  (Q.E„+Q_,D»)- 

si  l'on  chasse  les  dénominateurs  et  que  l'on  égale  ensuite 

(le  part  et  d'autre  les  parties   rationnelles  et  les  parties 

ïriationnclles,  il  viendra 

(3)  Q„  E,  +  Q^,  D,  ^  DP,  —  EQ„, 

(  9)        (  DP„  -  EQ„  )  E,  -(-  (  DP^.  —  EQ„_,  )  D.  =  AQ. . 

En  résolvaut  ces  équations  (8)  et  (g)  par  rapport  à  E„ 
et  D, ,  et  en  faisant  usage  de  la  relation 

P.Q.^.-Q«P^,^(-')% 
on  trouve 


(-0     D„  = 


-  [AQ^,Q,  —  (DP^,  —  EQ„_,  )(  DP„- 


-[(DP„  — EQ.)'  — AQ,;; 


Q.)]. 


il  est  évident  que  la  (Quantité  entre  croclicls,  dans  l'expres- 
sion de  E„  on  de  D„ ,  se  compose  de  termes  qui  contiennent 
D  en  facteur,  et  d'un  terme  multiplié  par  le  nombre 
A — E'  qui  est  divisible  par  D.  Donc  les  formules  (lo) 
et  (i  i)  montrent  que  E„  et  D„  sont  des  entiers,  ce  que 
nous  savions  déjà,  mais  elles  vont  aussi  nous  conduire  à 
un  autre  résultat  fort  important. 

.le  dis  etTeclivcmeiit  que  si  n  est  supérieur  à  une  cer- 
taine limite,  les  entiers  R„Pt  D„  seront  toujours  positifs. 
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La  formule  (i  i)  démontre  immédiatement  ce  fait  à  l'égard 
deDnj  en  effet,  on  peut  Técrire  comme  il  suit  : 

"•=<->-'-'fê-^lh--(S-^')]^ 

or,  d  une  part,  le  lacleur  — =- —  ^^  ?^ ^   ^  ^^ 

signe  de  ( — i)",  et  d'autre  part,  comme  cette  diflerence 
peut  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut,  en  prenant  n  suf- 
fisamment grand,  le  dernier  facteur  de  notre  expression 

de  D„  approchera  autant  que  Ton  voudra  de  2  yA,  et  il 
sera,  en  conséquence,  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  une  certaine  limite;  donc  aussi  D^  sera  po- 
sitif. 

On  pourrait  établir  la  même  propriété  à  Tégard  de  E„ 
en  se  servant  de  la  formule  (10),  mais  il  est  plus  simple 
de  partir  de  l'équation  (8).  Celle-ci  ilonne 

et  en  divisant  par 
on  a 

Pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 

(  D  ~  —  E  j  différera  de  ^A  d'une  quantité  plus  petite 

qu'une  quantité  donnée  quelconque;  il  en  résulte  que 
le  nombre  entier  E„  ne  pourra  pas  être  négatif,  car,  si 
cela  arrivait,  le  second  membre  de  la  formule  précé- 
dente serait  plus  grand  que  i,  et  il  ne  pourrait  être  égal 
au  premier  membre,  lequel  est  évidemment  inférieur  à  i . 
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Si  donc,  pour  quelques-unes  des  premières  valeurs 
de  72 ,  o ,  1 ,  2  9 ...  y  les  nombres  D„  et  E„  peuvent  être 
négatifs,  cette  circonstance  ne  pourra  plus  se  présenter 
dès  que  n  aura  atteint  une  certaine  limite. 

20.  Nous  pouvons  maintenant  établir  la  proposition 
suivante  due  à  Lagrange  : 

Théorème  I.  —  La  fraction  continue,  dans  laquelle 
se  développe  une  irrationnelle  du  deuxième  degré,  est 
périodique,  cest-à-dire  que  la  série  des  quotients  com- 
plets ou  incomplets,  à  partir  de  celui  qui  occupe  un  cei^ 
tain  rang^  est  formée  d'aune  suite  limitée  de  termes  ou 
période  qui  se  reproduit  indéfiniment  la  même. 

Eu  effet,  soit  l'irrationnelle  du  deuxième  degré 

que  nous  supposerons  positive  ;  le  nombre  A  est  un  entier 
dont  la  valeur  est  donnée  par  la  formule 

et  D__i ,  E,  D  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 
Si 

E„  -h  s/ A 


(  3  y  ^n  — 


D 


a 


désigne  généralement  le  quotient  complet  de  rang  tz  -f- 1 , 
et  que  a„  soit  le  quotient  incomplet  correspondant,  on 
aura,  par  ce  qui  précède, 

(4)  E„^ -f- D,,.  D„  =:  A  , 

et 
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en  outre,  nous  savons  que  E„  et  D„  sont  des  entiers,  et  que, 
pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 
ces  mêmes  nombres  sont  positifs.  Considérons  le  dévelop- 
pement en  fraction  continue,  à  partir  de  cette  limite.  La 
formule  (4)  montre  qu'alors  on  a  constamment 

la  formule  (5)  nous  donne  ensuite,  en  écrivant  n  au  lieu 
de  w  — I, 

D„  <  2  \fk     et     «„  <[  2  ^. 

Ainsi  les  nombres  E^,  D„,  a„  sont  limités,  et  les  quotients 
complets  Xn  ne  peuvent  avoir  qu'un  nombre^wi  de  valeurs 
différentes.  Donc,  après  un  nombre  d'opérations  plus  ou 

moins  grand,  mais  qui  ne  peut  excéder  a  y^ A  X  V^  ou  2  A, 
on  retombera  nécessairement  sur  un  quotient  complet 
déjà  obtenu*,  après  quoi  le  reste  de  la  série  des  quotients 
complets  ou  incomplets  sera  formé  d'une  même  suite  ou 
période  de  termes  déjà  trouvés,  laquelle  se  répétera  indé- 
finiment. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  relation  (4)  donne 
D„_i  D„  <^  A,  et  l'on  aurait  de  même,  en  changeant  n  en 
n  —  I ,  D„_ j  D„_i  <^  A .  Si  donc  on  a 

on  aura 

D„_,<v^Â     et     D«<V'Â, 

d'où  il  résulte  que  si  le  dénominateur  d'un  quotient  com- 
plet est  supérieur  à  s/A ,  le  dénominateur  du  quotient 
précédent  et  celui  du  quotient  suivant  sont  l'un  et  l'autre 

inférieurs  à  ^A. 

La  démonstration  précédente  repose  sur  ce  seul  fait 
queD„  est  positif  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une 
certaine  limite  5  elle  subsisterait  donc,  lors  même  que 


4'i  couns  d'*lgébhe  si'PÉRiBunË. 

nous  ii'aarions  pas  établi  que  E„  est  égaleiaLtil  poeilif 
pour  des  valeurs  (le  H  siilKaammeul  grandes.  Enfin,  il  esl 
évident  que  si  .r.,  est  le  qwoiîeiit  romplet  qui  commence  la 
première  période,  les  deus  nombres  E„  et  D„  seront  né- 
cessairement positifs  à  partir  de  la  valeur  n  ^  v. 

21.  Théorème  II.  - —  Réciproquement,  toute  quanlilé 
qui  se  développe  en  une  fraction  continue  périodique  est 
une  irrationnelle  du  deuxième  degré. 

En  elTet,  considérons  une  irrationnelle  x  qui  se  déve- 


réduiiede 

danl,  01.  a 


mgH-t-i  el.r„Ie(juol!eutC( 


Si  la  fraciion  contini 
si  la  période  commence 
iiérioile  ait  k  lerrae.s,  on 


.nK:(.)do, 


^  QiT-i^  Q,,, 


(a)  Q^.r=-[P,-Q,_,).^-P,_,.-_  o; 

X  est  donc  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré 
coefficients  entiers.  Il  faut  remarquer  que  le  nombre 
peut  èire  égal  à  i,  et  que,  dans  ce  cas,  on  a  Pi_,  ^ 


Si  la  fraction  i 
c'est-ù'dire  si  la 


ontinue  proposée  esl  périodique  mixte. 
période  ne  commence  qu'à  partir  du 
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quotient  de  rang  /»  -f-  i ,  et  que  cette  période  ait  A'  termes, 
on  aura 

avec 

(4)  •^«+*  =  ^m9 

chacun  des  nombres  m  et  A  pouvant  être  égal  à  i.  Si  l'on 
résout  par  rapport  à  x^  et  x^^^  les  deux  équations  com- 
prises dans  la  formule  (3),  puis  qu'on  égale  entre  elles 
les  valeurs  obtenues,  on  aura 

Qni_l  X Pm— I    V«+*— l  "^  PiM+*— I 

Pm  —  Qm  «C        ~~        Pin+*  —  Qm+k  X 

équation  qu  on  peut  mettre  sous  la  forme 

(5)  Ljt'H- 2Mar-4- N  rrz  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

IL  =^  Qm— I  Qot-4-*  —  Qm  Qm+A— -1  9 
2M  =:  Q,„  P;„+*_,  —  Qe„_,  P„+*  -f-  P„  ^m^k-s  —  Pm-i  Q«h^, 
■1^  ^^^  "jn— I  ^m-\-k  *  m  *  m+if — 1  • 

On  voit  donc  que  x  est  encore,  dans  ce  cas.  Tune  des  ra- 
cines d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  en- 
tiers. 

Corollaire.  —  U équation  du  deuxième  degré  à  coef- 
ficients rationnels^  à  laquelle  satisfait  une  fraction  con^ 
tinue  périodique  donnée,  a  ses  deux  racines  de  signes 
contraires  si  la  fraction  continue  est  périodique  simple^ 
et  elle  a  toujours  ses  racines  de  même  signe  lorsque^  la 
fraction  continue  étant  périodique  mixte ^  ilj  a  plusieurs 
termes  aidant  la  période, 

Eln  effet,  s'il  s'agit  d'une  fraction  périodique  simple  x^ 
i  équation  (2)  à  laquelle  cette  quantité  doit  satisfaire  a 
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évidemoient  ses  racines  de  signes  contraires.  Si  l'irra- 
liontielle  x  se  rédnit  en  une  fraction  pc-riodique  miicie, 
elle  satisfera  à  une  l'quation  telle  que  (5  ),  dans  laquelle  le 
produit  des  racines  est,  d'après  les  formules  (6), 


Supposons  qu'il  n'; 
riode,  on  aura 


■  ait  qu'un  seul  quotient  a 


Q»K-,  =  o,     Q„  =  i, 


ce  rapport  peut  être  positif  ou  négatif;  donc,  dans  ce  cas, 
les  racines  de  l'équation  (5)  peuvent  avoir  le  même  signe 
ou  des  signes  contraires.  Supposons  maintenant  qu'il  y 
ail  plusieurs  quotients  avant  la  période,  et  soient  a,„_,, 
rt,„+i_i  les  quotients  incomplets  de  raug  m  et  de  rang 
Hi  -i-  A,  on  aura 


P„  =  P„,  1  a--,  4-  P,_, ,      P„^*  =  P™+(_,  c 


au  mojen  de  quoi  l'expression  générale  de  -  devient 
,  ,    ,    /P„_a-.       P^.\ 


'(«- 


-.)- 


La  différence  «„,+i_i  —  «,„_i  n'est  pas  nulle,  car  autrement 
la  période  comniencerait  un  rang  plus  tôt  qu'on  ne  l'a 
supposé;  d'ailleurs  le  deuxième  facteur  du  second  membre 
de  la  formule  précédente  est  une  fraction  dont  chaque 
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terme  s'obtient  en  ajoutant  une  quantité  positive  ou  né* 
gative,  mais  fractionnaire,  à  l'entier  a,„+i_i  —  û„«i  ;  donc 
le  facteur  dont  il  s'agit  est  positif,  et  il  en  est  de  même 

du  rapport  -  ;  ee  qui  achève  la  démonstration  de  la  pro-^' 

position  énoncée. 

22.  Théorème  III.  -^  Les  périodes  des  quotients  in- 
complets, dans  les  fractions  continues  qui  expriment  les 
racines  irrationnelles  d'une  équation  du  deuxième  degré 
à  coefficients  entiers,  sont  inv^erses  l'une  de  l'autre,  cest^ 
à'dire  que  les  quotients  dont  se  compose  Fune  des  pé-^ 
riodes  sont  précisément  ceux  de  t autre  période  disposés 
dans  un  ordre  int^rse* 

Supposons  d'abord  que  l'une  des  racines  de  l'équation 
proposée  se  développe  en  une  fraction  continue  pério- 
dique simple.  On  peut  admettre  que  cette  racine  a:  est  po- 
sitive et  supérieure  à  i,  car  on  ramènerait  le  cas  con-^ 

traire  à  celui-là  en   changeant  x  en  —  a:  ou  en  zh  -• 

Cela  posé,    -~  représentant  généralement  la  réduite  de 
rang  ai  +  i ,  et  x„  le  quotiwt  complet  correspondant)  on  a 

X=rr -T )         doU        XA=;r   i-— — . 

Q*^A-i-Q*-.  P*  — Qai? 

Si  h  exprime  le  nombre  des  quotients  contenus  dans 
la  période,  on  reproduira  l'équation  dont  x  est  racine  en 
remplaçant  Xi  par  x  dans  l'une  ou  l'autre  des  formules 
précédentes;  cette  équation  peut  donc  se  mettre  sous  la 
forme 

P*— Q*a: 


I 

x' 
h  1 


et  si  l'on  représente  par  —  -7  sa  deuxième  racine  qui  est 

4 
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négalivc,  ou  aura 


Or,  -î  étant  supérieure  à  i,  on  sait  (n**  13)  que    -  ^t 


se  développent  en  des  fractions  continues  formées  des 

mèi&es  quotients  maïs  en  ordre  inverse;  en  outre,  —  — 

est  ravant-dernière  réduite  de  la  fraction  continue  égalé 

à  - —  ;  donc  x'  est  égale  à  une  fraction  continue  périodî- 

que  simple,  dans  laquelle  la  période  est  inverse  de  celle 
de  X. 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  les  racines  de  l'é- 
quation proposée  se  développent  en  des  fractions  pério- 
diques mixtes.  Soit  x  l'une  de  ces  racines  •,  nous  pouvons 
supposer  x  positive,  et  si  la  période  commence  au  quo- 
tient de  rang  m  -+-  i,  on  aura 

X  ■=. —  ; 

Vfl»  '^o»  ~^  X"' — • 

la  quantité  x,n  est  supérieure  à  i ,  et  elle  est  exprimable 
par  une  fraction  périodique  simple*,  elle  est  donc  racine 
d'une  équation  du  deuxième  degré,  dans  laquelle  la  se- 
conde racine r  est  telle  que  les  fractions  continues 

x,,^  et  Xn  aient  des  périodes  inverses.  D'après  cela,  on 
obtiendra  la  seconde  racine  x'  de  l'équation  proposée  en 

remplaçant  x„,  par dans  la  formule  précédente;  on 

a  ainsi 


•^,« 


X   m  


Or,  à  cause  de  l'égalité 

P/»  V"»— •  —  V"»  • '«— 1  --—  (       0"» 
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les  fractions  continues  x^  et  x^  se  terminent  par  les 
mêmes  quotients  (n**  15)-,  d'ailleurs,  dans  une  fraction 
continue  périodique,  on  est  libre  de  faire  commencer  la 
période  à  l'un  quelconque  des  quotients  qui  viennent 
après  la  partie  réellement  non  périodique,  donc  on  peut 
considérer  comme  inverses  l'une  de  l'autre  les  périodes 
des  fractions  continues  x  et  x'.  Mais  il  faut  bien  remar- 
quer que  ce  n'est  qu'en  entendant  les  cboseç  de  cette  ma- 
nière, que  le  tbéorème  énoncé  est  exact. 

23.  Théorème  IV.  —  La  période  de  la  suite  formée 
par  les  numérateurs  ou  par  les  dénominateurs  des  quo- 
tients complets  relatifs  à  V une  des  racines  irrationnelles 
d'une  équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers^ 
est  inverse  de  lâ^ériode  analogue  qui  se  rapporte  à  la 
deuxième  racijw. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  les  périodes  des  quo- 
tients incomplets,  relatives  aux-  deux  racines,  peuvent 
être  représentées  par 


(') 

«,     <7,,     ûj,...,     ak_2,     ok^i. 

w 

«*   1»    'af*  2,  . .    ,         «a,   «,,    a. 

Soient 

X  ^     <^  1  9     ^2  >  •  •  •  1     "2^*— 5  9       ^k-—l  y 

*>    ^i9    ^a*.».,    •'^>t— a?    ^k^i 

le8  quotients  complets  qui  répondent  respectivement  aux 
quotients  incomplets  (i)  et  (2). 

Si  n  désigne  un  entier  quelconque  compris  entre  o  et  k, 
on  peut  regarder  la  suite 

^ny    ^/H-l  j  •  •  •  >     ^k—\y     ^j     ^i  j  •  •  •  >     ^n— I 

comme  étant  la  période  des  quotients  incomplets  de  la 
première  racine,  et  cette  période  sera  en  même  temps 

4- 
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celle  que  loumira  le  développement  du  quotient  com- 
plet X„.  Pareillement,  on  peut  prendre  la  suite 

£?„_,,  *7,_,,...,  «1,  a,  fl(_,,...,  (1,4.1,  a. 
pour  la  période  de  la  deuxième  racine,  et  cette  même 
suite  sera  la  période  de  la  fraction  continue  égale  au  quo- 
tient complet  Xt_n. 

Cela  posé,  les  irrationnelles  x„  et  ^^—n  étant  égales  à 
des  fractions  continues  périodiques  simples,  dans  les- 
quelles les  périodes  sont  inverses  l'ime  de  l'autre,  x\_„ 

ei seront    les  racines   d'une  même   équation  du 

deuxième  degré  à  coefficients  entiers.  Si  donc  on  pose 

(3)  x„=       ^       ,      ^,_„  =  — ^__, 

A  ,    E„,   D„,    E(_,„  D,  _,  étant  des  nombres  entiers,  la 

quantité  x't^„  sera  égale  à  la  valeur  que  prendra 

quand  on  aura  chan^ié  le  signe  du  radical  y'A  ;  en  consé- 
quence, on  a 

les  formules  (3)  subsistent  pour  n  ^=:  o  et  pour  n  ^  S, 
car  on  a  ii^=.x  et  x\=^jc';  il  en  est  de  même  à  l'é- 
gard de  la  formule  (4}î  pourvu  que  l'on  supprime  l'in- 
dice o,  quand  les  lettres  D,  E,  D',  E'  sont  affertées  de  cet 
indice, 

La  formule  (4)  donne 

(5)  e;.  „^e„ 

puis  E,;-HD„Di_„=A;  mais  comme  on  a  E,;-4-D,_,n„=A, 
la  précédente  égalité  se  réduit  à 
(ti)  d\    „=i\_,. 


m 
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Les  égalités  (5)  et  (6)  démontrent  la  proposition  énon- 
cée; il  en, résulte  que  si  la  période  des  quotients  com- 
plets de  l'une  des  racines  est 

.   .  E-f-  v'Â       El  4-  Va  El-, 4-  v/Â       E*_,  -+-  y/Â 

la  période  des  quotients  complets  de  la  deuxième  racine 

sera 

__  • 

g     E  -f-  v'A        E*_,  h-  v/a                E,  -4-  v/a        E,  -+-  V  A 
[o.)    — — y      < 4  •  •  ••      9      • 

» 

Comme  les  périodes  (y)  et  (8)  se  répètent  indéfiui- 
ment,  les  termes  qui  viennent  après  ceu^  que  nous  venons 
d'écrire  sont  respectivement 

ett  d'après  la  loi  de  formation  des  quotients  complets,  on 

aura 

E»  -4-  DDi^,  =  A. 

Cette  égalité  montre  que  si  les  fractions  continues  aux- 
quelles se  rapportent  les  périodes  (7)  et  (8)  ne  sont  pas 
périodiques  simples,  les  dénominateurs  des  quotients 
complets  qui  termineront  les  parties  non  périodiques 
seront  respectivement  D^-i  et  D.  Il  résulte  évidemment 
de  celte  remarque,  que  la  période  des  dénominateurs  des 
quotients  complets  commence  un  rang  plus  tôt  que  la  pé- 
riode des  numérateurs  des  mêmes  quotients. 

24.  Application  a  un  exemple.  —  On  propose  de  dé- 
velopper en  fraction  continue  les  racines  de  Téquatlon 

27  or^  —  g7  a:  4-  77  =  o. 
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Les  expressions  des  racines  sont 


97-f-v^Vo93         ._-97-Wl093 
54         '     ^-  1:^54  ' 

la  racine  du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  J093 
est  33.  Voici  le  résumé  du  calcul  de  chaque  racine,  calcul 
qui  repose  sur  l'emploi  des  deux  formules 

En  ■=  Dn—i  «n-i  —  Eii-i  j 

D;,  =:  D;^,  -h  (E„„,  —  E„)  «„_,  , 

établies  au  n^  18. 

Première  racine. 

E=97» 
D_,r=  — 154,     D  =  54, 


a  =^  2, 


j 


E,=  ii,     E2=:25,     £3=27,     £4=29,      £5  =  25— E2, 

D,=:l8,       D2=r26,      D5==:l4,      D4—  l8,       D5  =r  26  —  D, , 
«,  =  2,  «2=2,  «j=zr4,  «4=:  3, 

les  quotients  incomplets  sont  donc 

2,  2  (2,  4»  3).  . . . 

Deuxième  racine. 

£  =  -97, 
D_,  =1:154,     D  =  — 54, 

«=  I, 

E,  =  43,     £3=27,     £3  =  25,     £4  =  29,     E5=27=iEj, 

D,=::l4,      D,  =  26,       D3—  18,      04=14,       D5=26=D,, 
«i=:5,  ^2=2,  «8=3,  «/4  =  4> 

les  quotients  incomplets  sont  donc 

I,  5  (2,  3,  4)«  •  •  • 

Pour  que  la  période  soit  inverse  de  celle  de  la  première 
racine,  il  faut  la  faire  commencer  au  quatrième  quotient. 
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25.  Théorème  V.  —  Si  a  désigne  la  racine  carrée  du 
plus  grand  carré  entier  contenu  dans  un  nombre  entier 

donné  A  qui  n^est  pas  un  carré  exacte  V irrationnelle  VA 
5e  déifeloppe  en  une  fraction  continue  périodique  mixte 
dans  laquelle  la  période  commence  immédiatement  après 
le  premier  quotient.  Le  dernier  ternie  de  la  période  des 
quotients  incomplets  est  égal  àia^et  les  autres  termes  de 
cette  période  forment  une  suite  symétrique  dans  laquelle 
deux  termes  également  distants  des  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux.  Enfin  les  numérateurs  et  les  dénominateurs 
des  quotients  complets  forment  également  des  suites  pé- 
riodiques dont  les  périodes  sont  symétriques. 

En  effet,  la  fraction  continue  égale  à  ^A  ne  saurait  être 
périodique  simple,  puisque  les  valeurs  absolues  des  deux 
racines  deréquation  jc' — A  =  o  sont  supérieures  à  l'unité. 
D'ailleurs,  ces  racines  étant  de  signes  contraires,  il  ne 
peut  y  avoir  qu'un  seul  quotient  avant  la  première  pé- 
riode, dans  le  développement  de  y^A,  d'après  le  corollaijc 

du  théorème  II.  Il  résulte  de  Ifi  que  l'irrationnelle  y/A  —  a 
se  développera  en  une  fraction  périodique  simple,  et  la 

même  chose  aura  lieu  aussi  à  l'égard  de  yA -I-  ^i  puisque 
ces  deux  quantités  sont  les  racines  d'une  même  équation 
du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers.  Cela  posé,  soient 

[la,  flf„  «j,...,  a^_,  )  [*ia,  , ,].  .  . 

les  quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale 

à  vA  -h  a,  la  suite  des  quotients  relatifs  à  V'A  — a  sera , 
d  après  le  théorème  III, 

G  ( /«*_,,  ârit_2,...,  «,,   2.a)  («*_,...)... 

Mais  du  développement   de  siK  -f-  ^  on  passe  à  celui 
de  vA  en  retranchant  a  du  premier  quotient  5  pareille- 
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ment  on  passe  de  /Â  —  a  à  ^A  en  ajoutant  a  au  premier 
quotient;  donc  la  suite  des  quotients  incomplets  dans  le 
développement  de  \A  peut  être  représentée  de  l'une  ou 
de  l'autre  des  deux  manières  suivantes  : 


.)■■ 


on  voit  que  le  dernier  quotîenttle  chaque  période  est  égal 
à   aa,  et  que  les  quotients  qui  précèdent  forment  une 


:e  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes 


sont  égaux  entre  eux. 

D'après  le  lliéorème  IV,  si 


^^ 


hv/Â 


E(_,  +  </l         E,_,  +  >/A 


est  la  suite  des  quotients  complets  relatifs  à  \/A  -+-  a,  la 
suite  correspondante  pour  - 


Va- 


-A 


h\/Â 


K^ 


I-  \/a. 


il  est  évident  que  ces  deux  suites  coï 
efface  le  premier  terme  de  la  premièie 


=  a,  et,  dans  chacune  des  deux  suites 


D,,   D,,  D,,....   Dj_,, 

les  termes  également  éloignés  des  cxlrëoies  sont  égaux 
entre  eus.  Il  suit  de  là  que  la  période  des  quotients  com- 
plets obtenus  dans  le  développement  de  y'A  peut  être  re- 
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présentée  par 

fl  rf-  v^       E,  4-  v'Â       E3  H-  \^  E,  H-  >/Â        a -h  s/ A 

D,  D,  D3  D,  1 

26.  L'équation  x*  —  A  =  o,  à  laquelle  se  rapporte  le 
théorème  précédent,  appart;ient  à  une  classe  d'équations 
remarquables  qu'il  est  intéressant  d'étudier.  Nous  nous 
proposerons,  à  ce  sujet,  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Trouver  les  équations  du  deuxième 
degré  à  coefficients  rationnels  dont  les  racines  se  rfeVc- 
loppent  en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mémjes  quotients. 

Si  X  désigne  l'une  des  racines  d'une  telle  équation, 
lautre  racine  (n^  IS)  devra  être  de  la  forme 

ax  -{-  b 

a'x  -\-  b'^ 

a^  by  a\  V  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  liés  par 
la  relation 

Cela  posé,  soit  — -  P  la  somme  des  deux  racines,  on  aura 

_  aar  -{-  b 

a'x  -h  b'  * 


ou 


Vb'-^b 
^ ; —  =0 


a' 


ce  qui  doit  être  l'équation  demandée  ;  mais  pour  que  la 
somme  des  racines  soit  effectivement  égale  à  —  P,  il  faut 
que  Ton  ait 

après  quoi  la  condition  (i)  donne 


b:=z j—. 

a' 


L'équ; 


I  tlriuaiidiÎL'  esl  donc 


P  esl  une  quanlilé  rationnelle  quelconque,  a  est  un  noai- 
bre  entier  quelconque,  enfin  a'  est  un  diviseur  queU 
conque  de  a*  dr  i . 

Les  fractions  eontinucs  dans  lesquelles  se  développent 
les  racines  de  l'équation  (a)  ont  donc  nécessaire uiciiL  la 
métue  période;  d'un  autre  côté,  d'après  le  tliéorème  III, 
la  période  de  l'une  de  ces  fractions  continues  esl  inverse 
de  la  (lériode  de  l'autre.  Il  en  résulte  que  chaque  période 
est  uiiesuiie  symétrique  ou  qu'elle  esl  formée  par  la  juxta- 
position de  deux  suites  symétriques,  dont  l'une  peuL  se 
léduircn  un  seul  terme.  En  ellel,  soil 


la  périodedonlil  s'agit;  d'après  le  tliéorèmi' III,  on  pouri 
aussi  considérer  la  période  comme  étant 


Il  peut  arriver  que  les  termes  de  cette  seconde  suite  suieiit 
respeclivemeiil  égaux  aux  termes  qui  occupent  les  mêmes 
rangs  dans  la  première;  dans  ce  cas,  la  période  esl  symé- 
trique. Mais  pour  que  les  deux  suites  doul  îl  s'agit  puis- 
sent être  considérées  comme  périodes  de  la  même  frac- 
lion  continue,  il  n'esl  pas  nécessaire  que  les  termes  de 
même  rang  soient  égaux,  car  on  est  libre  de  prendre  un 
terme  quelconque  pour  origine  de  la  période.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  est  que  les  leimes  de  la 
suite  précédente  soient  égaux  aux  termes  qui  occupent 
respectivement  les  mêmes  rangs  dans  la  suite 
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m  étant  ud  indice  indéterminé.  Cette  coitdition  s'expri- 
Diera  donc  par  Tëgalité 

qui  doit  avoir  lieu  poUr  toutes  les  valeura  o^  i ,  2,  <  • .  «  (/i — j  ) 
de  r indice  A;  en  conséquence,  la  période  sera  composée 
des  deux  suites 

dans  chacune  desquelles  les  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  égaux  entre  eux. 

Remâuque  I.  —  Il  faut  remarquer  que  les  racines  de 
l'équation  (2)  donnent  lieu  à  des  fractions  continues  qui 
se  terminent  par  lés  mêmes  quotients,  lors  même  que  la 
quantité  P  serait  irrationnelle.  Seulement,  dans  ce  cas, 
ces  fractions  continues  ne  sont  plus  périodiques,  d'après* 
le  théorème  II. 

Remarque  IL  —  Nous  savons  que  Téquation  (2)  com- 
prend comme  cas  particulier  T équation  x*  —  A  =  o , 
où  A  désigne  un  nombre  entier.  Pour  la  réduire  à  cette 
forme,  il  faut  faire  P  =  o  et 

; =:  A       OU       a"  A  — û'=:rdzi; 

ce  qui  prouve  que  l'équation  indéterminée 

admet  toujours  des  solutions  entières,  si  le  signe  du  se- 
cond membre  est  convenablement  choisi.  Nous  retrouve- 
rions plus  loin  cette  propriété  remarquable. 
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Comparaison  des  réduites  (ftâ  répondent  à  des  (juotients 
complets  égaux  enti'e  eux,  dans  une  fraction  continue 
périodique. 

27.  Considérons  l'irrationnelle  du  deuxième  di'gré 


(|ui  est  l'une  des  racines  de  l' équation 

Dr'  —  iEjt  -1-F=:o; 

les  nombres  D,  E,  F  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs 
et  l'on  a 

E=  —  DF  =  A. 

Soit  j:'  l'un  quelconque  des  quotients  complets  qui  se  re- 
produisent périodiquement  dans  le  développement  de  x, 
on  aura 

F,'  -1-  v'Â 


(2) 


.v---  - 


E'  et  ly  étant  des  nombres  entiers  essentiellement  positifs. 
On  peut  faire  commencer  la  période  de  ta  fraction  con- 
tinue au  quotient  inromplci  contenu  dans  Ji^,  et  nous  la 
désignerons  par 

a,  fli,  o„  ...,ai_,; 

enfin,  nous  leprésenteroiis  par  ^  la  valeur  de  la  fraction 

continue  formée  avec  ces  mêmes  quotients,  eu  sorte  que 
Ton  aura 


proposons  df  ti'Oi 


J 
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duites 

(4)  q.'q;'-'q:'" 

de  la  fraction  continue  égale  à  x,  qui  répondent,  dans 
les  périodes  successives,  au  quotient  complet  a/. 

K 
Si  l'on  représente  généralement  par  -Ç  celle  des  ré- 

duîtes  de  x  qui  précède  -r^>  on  aura  d'abord 

(5)  X  =:  -, « 

et  il  est  évident  que  la  formule  (5)  donnera  la  valeur  de 

P  a 

pp  si  l'on  y  remplace  a/  par  -  *,  on  aura  donc 


aP„_,H-6P; 


« — I 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fraction  irré- 
ductible; car  si  l'on  retranche  ses  deux  ternies  l'un' de 
l'autre  après  les  avoir  multipliés  respectivement  par  Q„_i 

etPn«i,  pi"s  parQ'„«i  etPl_, ,  on  obtient  pour  diffé- 
rences les  nombres  a  et  S  qui  sont  premiers  entre  eux.  Il 
résulte  de  là  que  l'on  a 

(  Q/i=  «Q/i-i  -H  6Q„_x  • 

Si  l'on  porte  dans  la  formule  (5)  les  valeurs  de  P„_,  et  de 
Q„-,  tirées  des  équations  (6),  il  viendra 

^         _Pn— (a-~6j:^)Pn,. 

d  OÙ  l'on  tire 

(7)'  P/i  -^  Q„ar  =r  (a  -  §^')  (P,__.  -  Q„_.  x). 
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Donnons  à  n  les  valeurs  i,  2,  3,  ..  •î'*  dans  la  for- 
mule (7),  et  multiplions  entre  elles  les  n  égalités  ainsi 
obtenues,  on  aura 

(8)  P«-Qn.*=:(Po-Q.^')   (a-.^x')». 

Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

E'  6 

(9)  ««  =  «  —  ^5?'     *''~F' 

puis  que  Ton  désigne  par  w„  et  v^n  deux  nombres  ration- 
nels définis  par  l'équation 

(10)  Un—Vn^=  {Ui  —  Vi  V^Â)", 

la  formule  (8)  donnera,  en  remplaçant  x  et  a:'  parleurs 
valeurs  (i)  et  (2), 

(11)  P„ j^Q„==(^Po _1L.Q    \  (^,_,;„V^A). 

Si  l'on  effectue  les  calculs,  qu'on  égale  de  part  et  d'autre 
les  parties  rationnelles  et  les  parties  multipliées  par  v'A, 

qu'on  reipplace  enfin  le  rapport  — --- —  par  sa  valeur — F, 

on  aura 

(  P«  =  Po  «„  H-  (EPo  —  FQo)  c^„, 
^'^^  I  Q„=rrQo«„-l-(DPo  — EQ«)*'„. 

Le  développement  de  la  formule  (10)  fera  connaître  les 
quantités  m„  et  ^'n,  après  quoi  les  formules  (12)  donne- 
ront les  valeurs  de  P„  et  Q„,  et  résoudront  ainsi  le  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé. 

28.  Considérons  les  expressions  des  quantités  u^  et  i^j 
qui  nous  sont  données  par  les  formules  (9).  Si  Ton  re- 
présente par  -  la  réduite  qui  précède  -  dans  le  dévelop- 
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peinent  du  quotient  complet  a/,  on  aura 

a  x'  -4-  a' 


X   rrr 


6jr'-f-€ 


7,      d'où      6;r?  — (a— 6')x'  — a'i=o; 


remplaçant  x  par  sa  valeur  — — ; —  9  et  égalant  ensuite 

à  zéro  la  partie  rationnelle,  ainsi  que  la  partie  multipliée 
par  /Â,  il  vient 

6  i±^'  _  (a  _  §')  1^  _  a'  =  o,      2  6  I-'  —  (a  -  6M  =  o, 

d'où 

(-3)     «5,  =  --,      A-=(-^-)-K-6a'). 

Au  moyen  de  ces  relations,  les  formules  (9)  deviennent 


(.4)    «,  =  '-^,     .;v/Â  =  y/(«-±i:y-(aê'-6a')' 

et  comme  la  différence  aê'  —  êa'est  égale  à  zh  i,  on  aura 

(i5)  af  — ApJ  — dri. 

Nous  pouvons  conclure  de  tout  cela  une  propriété 
remarquable,  qui  consiste  en  ce  que  les  quantités  u^ 
et  v'i  ont  les  mêmes  valeurs,  quel  que  soit  le  quotient 
complet  à  partir  duquel  on  fait  commencer  la  période, 
pourvu  que  le  nombre  des  quotients  que  Ton  fait  figurer 
dans  cette  période  reste  le  même.  En  effet,  supposons  que 
Ton  fasse  commencer  la  période  au  quotient  complet  qui 
vient  après  od \,  la  période  des  quotients  incomplets  sera 

désignons  par  -^  la  fraction  continue  formée  avec  ces  h 
qaolients,  et  par  —■  celle  qui  est  formée  avec  les  mêmes 


6. 
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quolteiits,  sauf  le  dernier.  Il  est  évident  que  l'inverse  - 

de  U  seconde  fraction  est  égal  à  -  —  n ,  et  que  rin 

6'   _a  — gfl         e,_(«a  +  «'}  — û(ea+e'} 
a ,  ~        6       '       a,  ^  Sfl  +6'  ' 

et,  par  conséquent, 

B,  — gfl  +  e',      ff,  =a  — fia, 
d'où  l'on  lire 

2i4-e',  —  B  +  S'; 
on  a  d'ailleurs 

a,  e",  —  S,  a,  =  a  S' —  S  a' :^  ±  I , 

Ces  dernières  formules  montrent  que  les  valeurs  de  u, 
et  de  c,,  données  par  les  équations  (i4)>  ne  changent  pas 

quand,  au  lieu  d'employer  la  fraction  -  qui  répond  au 
quotient  complet  a/,  on  se  sert  de  la  fraction  analogue 
5-'  relative  au  quotient  complet  qui  vient  après  x". 

Je  dis  maintenant  que  u,  et  v,  sont  des  nomLres  entiers 
ou  des  fractions  ayant  pour  dénominateur  1.  La  première 
des  formules  (14)  montre  qu'il  en  est  ainsi  à  Tégai-d  de 

Uj}  quant  à  V,,   sa  valeur  est  — ;  :  soit  -  ce  que  devient 

cette  fraction  lorsqu'on  la  réduit  à  sa  plus  simple  ex- 
pression. Le  nombre  D'  est  un  multiple  de  g  ;  ensuite  les 
formules  (i3)  monirent  que  aE'  est  divisible  par  g,  et 
que  4  A  l'est  par  g'-,  mais  on  a  vu(n''  18)  que  D'  et  E' ne 
peuvent  avoir  un  diviseur  commun  S,  dont  le  carré  S" 
serait  un  diviseur  de  A;  il  eu  résulte  que  notre  nombre  g 
lircmcnt  égal  à  1  ou  à  2.  Si  ^  est  égal  à   i,  l'i 
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est  entier,  et  Ui  l'est  aussi  à  cause  de  la  formule  (i5).  Si 
g  est  égal  à  2,  les  nombres  Ui  et  ^1  ont  l'un  et  l'autre  le 
dénominateur  2  ;  en  effet,  dans  l'hypothèse  où  nous  nous 
plaçons,  D'  est  pair,  et  si  Ui  était  entier,  E'  serait  divi- 
sible par  a,  à  cause  des  formules  (9),  et  A  le  serait  par  4 9 
à  cause  de  la  formule  (i5).  Or,  il  est  permis  de  suppo- 
ser, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  les  trois  nombres 

—  >  —  et  -7  ne  sont  pas  tous  les  trois  entiers:  donc  le 
224 

nombre  u^  ne  peut  être  entier  quand  (^1  est  fractionnaire. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  des  nombres  u^  et  t^i  a  lieu 
paiement,  quel  que  soit  n  à  T^ard  des  nombres  ii„ 
eiî^n»  On  voit  immédiatement,  par  la  formule  (10),  que 
ii„  et  t^n  seront  entiers  si  u^  et  1^1  sont  eux-mêmes  entiers. 
Supposons  donc  que  ces  derniers  nombres  aient  le  déno- 
minateur a.  Si  Ton  fait  successivement  n  =  2  et  71  =  3, 
dans  la  formule  (10),  il  viendra,  en  ayant  égard  à  la  for- 
mule (i5), 

a,  •— P2\/A  =  (2ai±i)  —  2a,Pi  v^, 

On  voit  que  si  Ui  et  (^1  sont  de  la  forme  A  H — 9  k  étant 

on  entier,  u^  et  t^t  seront  de  la  même  forme,  tandis  que  u^ 
et  t'a  seront  entiers.  D'ailleurs,  si  l'on  fait  zi  =  3fx  -h  v, 
V  étant  Tun  des  nombres  o,  i,  2,  on  a 

comme  i/g  et  i^^  sont  entiers,  1/3   et  1^3    le  sont  aussi;  d'ail- 
leurs u^  et  i'^  ne  peuvent  avoir  que  le  dénominateur  2, 

puisque  v  est  <[  3  ;  donc  il  en  est  de  même  de  ««  et  de  u„. 
On  peut  même  ajouter  que  les  nombres  Un  et  (^„  sont  tous 
I.  5 


66  Cuuns    !>' ALGÈBRE    Slil'ÉmEUBE. 

deux  entiers  oit  tous  deux  fraclioDiiaîre!!.  Ëii  t'il'el,  si  l'on 
multiplie  l'équation  (lo)  par  celle  que  l'on  obtient  en  y 
changeant  v'A  en  —  ^A ,    on   aura,  à   cause  de  la   for- 
mule (j5). 
(.6)  u-^Ai.'„={±,)-. 

Il  est  évideut  que  si  i'„  est  en  lier,  u„  l'est  aussi.  Sï  ^,  est 
fractionnaire,  n„  ne  peut  être  entier,  car  s'il  l'était,  A  se- 
rait divisible  par  4,  d'après  la  formule  (i6);  alors  h, 
serait  entier  d'après  la  formule  (i5),  cl  i*,  le  serait  aussi, 
comme  on  l'a  vu  pins  haut.  Notre  hypothèse  est  donc 
inadmissible,  car  !■„  ne  peut  être  fractionnaire  quand  u, 
et  f,  sont  entiers. 

Nous  avons  démonlré  que  les  valeurs  de  u,  et  de  c,  sont 
indépendantes  du  quotient  à  partir  duquel  on  fait  commen- 
cer la  période  de  l'irrationnelle  3;:=- — — On  peut  ajou- 
ter que  ces  quan  tités  sont  les  mêmes  pour  les  deux  irration- 

,,      E  -H  v'i    E  —  ^/Â  .  ,     ,        , 

neltes  — -^ — 1    — ^ — 1  racines  de  la  même  équation  a 

coefficients  entiers.  En  effet,  d'après  les  formules  {i4). 
les  valeurs  de  11,  et  de  f,  ne  dépendent  que  de  la  somme 
a  -i-  £',  puisque  la  différence  «£' —  Sa'  est  égale  à  zh  1.  Or, 

quand  on  passe  deTirrationnelIe  -  à  l'irrationnelle 

E  — v'A 


conjuguée  ; 

remplacées  respccti' 
nombres  a  et  6'  restent  les 
vent  aucun  changement. 

S9.  Nous  allons  esamin 
quand  on  donne  à  l'entier  ; 


les  fractions    ■ 


par  -,  '  g>  1    e 
uémes;  donc 


-,  doivent   êlrt 

sorte  que   le; 

,  et  f,  n'cprou- 


formules  {10),  (11),  (12).  Si  l'on  change  1 


négatives  dans  les 


-  »,  U 
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formnle  (lo)  devient 

ou,  à  cause  de  la  formule  (iS)) 

u_„  -  r_„  v'Â=  (±i)«  («,  -h  P.  v/Â)"  =  (±i)«  {ti„  -h  c,,  v^Â); 

on  a  donc 

(17)  M_„=(dbi)»tt„,     t'_„  =  — (±i)"f„. 

D'après  cda,  on  aura,  en  changeant  aussi  ^î  en  — n 
dans  les  formides  (12), 

(     (±1)»  P_„  =  Po  «„  —  (EPo  —  FQo)  i^n, 

''  '  l  ( ±  i)'»  Q-«  =  Qo  ««  -  (DPo  -  EQo)  v„. 

Ces  formules  (i8)  définissent  les  nombres  (zh:i)"P__„, 
{±i)'*Q_„  dont  les  expressions  se  déduisent  respective- 
ment de  celles  de  P„,  Q„  par  le  changement  du  signe 
de  i^n'^  en  les  combinant  avec  les  formules  (12),  on 
obtient 

(zfc i)«  P_„  -+-  P„  =  2iP, «„,     (± i)"Q„  H-  Q„=  2Q.  Un; 

2u„  étant  entier,  on  voit  que  P_„  et  Q__„  sont  comme  P„ 
et  Q„  des  nombres  entiers. 

Si  l'on  divise  les  formules  (18)  par  {^„  et  que  Ton  fasse 
usage  de  la  formule  (i),  il  viendra 


(■9) 


<^lll^"  =  D  (Q.  i:  -  P.)  +  Q.  ( -"  -  v/A )  ; 


orTéquation  (16)  donne 


/ V 

I  ' 

I  \ 


^n       r.        '     (±1)' 


•>        .  i'„(it„-^i'„)/A.y 


5 


} 
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d'ailleurs  les  nombres  u„  et  Vn  croissenl  indéfîniment 
avec  n,  donc  —  a  poor  limite  i/X  quand  n  tend  vers  l'in- 
fini. On  voit  alors,  par  les  formules  (19),  que  les  valeurs 
absolues  de  P_„  et  de  Q_„  croissent  aussi  indéfiniment 
avec  n,  et  que  pour  n  =^  00  on  a 

lim  ^  -  ^-^* 
Q-,  D      ' 


nelle  conjuguée  de  x.  Si  l'on  retranclie  la  seconde  équa- 
tion  (19)  de  la  première,  après  l'avoir  multipliée  par 

—  ■   -■■1  on  trouvera,  en  faisant  usage  delà  formule  (20), 

multiplions  cette  équation  par  ta  seconde  équation  {19}, 
et  faisons  ensuite  «  =  00,  il  viendra 

j,e  second  membre  de  cette  formule  est  égal  à 

D  Xav^A 
et  par  suite  (n"  19)  égal  à 


.(«■ 
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puisque  la  réduite  j^  de  la  fraclion  continue  x  répond  à 

un  quotient  complet  de  dénominateur  ly.  D'après  cela,  si 
Ton  désigne  par  s^  une  quaptité  qui  s'annule  pour 
n  =  00  ,  on  aura, 


(,2)  P--       E~^__       .^A 


=  ■+-6 


Q-  I>  Qin 

D' 
Le  rapport  — -i:  est  plus  petit  que    i  ;  donc,  pour  des 

valeurs  de  n  suffisamment  grandes,  le  second  membre  de 
la  formule  (22)  aura  la  forme 

9 étant  compris  entre  o  et  i.  Le  nombre  0  sera  même 
inférieur  à  -  si  l'on  a  D'<' VA,  et  alors  la  fraction  -^ 

sera  certainement  (n**  8)  l'une  des  réduites  de  la  fraction 
continue  dans  laquelle  se  développe  l'irrationnelle  con- 
juguée de  a:. 

30.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  allons  prouver  que  si 

l'on  exclut  la  valeur  n  =  i,  les  fractions  ■-—■  sont,  gé- 

néralement,  les  réduites  successives  qui  répondent  aux 

quotients  complets  ^aux  a  ^ -j^ —  dans  le  de- 

■p . /T 

veloppement  de   l'irrationnelle  ±  — -~—  en  fraclion 

continue. 

Pour  démontrer  la  proposition  qui  vient  d'être  énoncée, 
posons 

^— — D~'     ""  — /A  — rn^ 

\    »'    ) 
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z'  et  X  Buiil  relativement  k.  z  clx  des  quotients  complets 
coi'respondaiits,  et  leurs  développements  fournissent  des 
fractions  continues  périodiques  simples,  dans  lesquelles 
les  périodes  sont  inverses  l'une  de  l'autre;   en  outre, 

j::'  et sont  les  racines  d'une  même  équation  à  coef- 


ficieuLs  entiers;  si  donc 
la  formuK- 


e  même  équal 

1  remplace  jd  par  - 


-,  dans 


le  second  n 
quence 


Soient  —  une 
plet  C  *'t  ^  '■ 


Q«x'  +  Q'„ 


-P,, 


réduite  dez'  répondant 

-,    .  .   .,    R 

réduite  qui  précède  — 

Ri;  +  iC 


_  (P,S  — f„R);  +  (PoS'  — y.  R']       Mg  +  M' 
-'"■   *~Q.S  — Q'„R)E-t-  (Q,S'-Q',R)  ^  NÇ  +  N'  ' 

Cela  posé,  nous  supposerons  que  la  réduite  -^;  qi 

pond  au  quotient  x'  dans  la  fraction  continue  x,  soit 

prise  dans  la  première  période,  el  nous  allons  chercher 

combien    on    doit    introduire  de    quotients    incomplets  j 

, ,   ,      R  MM'.,  , ,    . 

dans  la  réduite—  pour  fiue  —  et  t~  soient  deux  réduite»- 

consécutives  de  z.  Il  faut  d'abord  que  M  et  M'  aient  Is 
même  sigiiCi  ainsi  que  N  et  N'j  ce  qui  revient  à  dire  qu« 


'"31 
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les  fractions  ^  et  ~r  ne  doivent  être  comprises  ni  l'une 

ni  l'autre  entre  ^  ^^  c^"  '  ^*  réduite  j^  peut  embrasser 

un  ou  plusieurs  quotients  de  la  période  de  x  ;  mais,  par 

hypothèse,  le  nombre  de  ces  quotients  est  au  plus  égal 

p 

k  k  —  I  ;  il  en  résulte  que  si  le  développement  de  —  ou 

*  • 

de  ^  coïncide,  dans  les  premiers  termes,  avec  le  déve- 

loppement  de  z^  ciette  coïncidence  ne  pourra  persister 
au  delà  du  (k — i)**"»*  quojient;  donc,  si  l'on  introduit 

R.  R' 

*-f-i  quotients  dans  -  et,  par  suite,  %  dans  ^9  aucune 

des  fractions  sr?  ^ne  sera  comprise  entre  —  et  -7 ,  en 

conséquence,  les  rapports  ï^p  et  ~  seront  positifs.  Si  ces 

M         M' 
rapports  sont  supérieurs  à  l'unité,  les  fractions  —  et  -=7 

seront  deux  réduites  consécutives  de  z  ^  dans  le  cas  con- 
traire, soit  ^  =  c  4-  -  î  c  étant  l'entier  contenu  dans  ^, 

il  viendra 

_(Mc-f-M^)^.-hM 

Me  H-  M'        M 
ce  qui  monlre  que  -ri^ -7  et  —   sont    alors   deux    ré- 

^  ^       Ne  -h  N'         N 

duiies  consécutives  de  z.  Or,  au  lieu  d'opérer  comme 
nous  venons  de  le  faire,  il  suffît  évidemment  d'introduire 

R  R 

dans  —  un  quotient  de  plus  5  si  donc  la  réduite  —  em- 

brasse  A  -h  2  quotients  au  moins,  la  fraction    ■—  sera  une 

M' 
réduite  de  z,  et  elle  sera  précédée  de  la  réduite  —7  • 
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II  faut  pour  notre  objet  prendre  le  quotient  complet  Ç 
égal  à  z'\  par  conséquent,  pour  que  la  fraction  —  ou 
P.  S'  —  P*,  R' 

Q,s'  —  q;  R' 

soit  une  réduite  de  z  répondant  au  quotient  complet  qui 

précède  s',  il  peut  être  nécessaire  d'employer  deux  pé-     1 

riodes  de  quotients,  au  moins,  pour  former  la  fraction  —  i 

mais  deux  périodes  suffiront  toujours  si  ^  est  supérieur 

à  I.  Lorsque  A  «l  égal  à  i,  la  période  se^éduit  â  un  seul 

1  M        N  .  .r     -  ., 

terme  a  ;  les  rapports  Tjy  et  ^^  seront  positifs  si  1  on  prend      , 

—  ■=.  a-\ —  1  et  il  est  facile  de  vérifier  que  ces  mêmes  rap 

ports  seront  supérieurs  à  i,  à  moins  que  l'on  n'ait  a  ^  i. 

Dans  ce  cas  particulier  d'un  seul  quotient  égal  à  l'unité, 

il  est  nécessaire  d'introduire  trois  quotients  au  moins 

dans  la  réduite  —  ■ 

5'n 
Désignons  par  — ^  la  valeur  de  l'expression  précédente, 

lorsqu'on  emploie  n  périodes  de  quotients  pour  former 

— ;  on  aura,  en  remplaçant  P,  et  Q',  par  leurs  valeurs 

tirées  des  formules  (6) 

4.=q.(s'+>')-q.î:, 

ou,  en  éliminant  P,  et  Qj  par  le  moyen  des  formules  (i  a), 

<f„  =  P,  {%•  +  ?^~  R' J  —  {EP,  —  FQO  '^'  R', 
^„  =  Q.  (s'  +  ^^-=-^  R')  -  (DP.  -  EQ,)  ^  R'. 
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D'après  notre  hypothèse,  -^  est  une  réduite  de  z^  qui  ré- 
pond au  dernier  quotient  de  la  /i**""  période;  d'ailleurs 
^  est  la  réduite  qui  répond  au  même  quotient  pris  dans 

la  première  période  ;  donc  les  valeurs  de  R'  et  de  S'  se- 
ront données  par  les  formules  (la),  si  Ton  y  remplace 

P.et  Q^  par  6  «t  &,  D,  E,  F  par       ^,     ,   E',  —  IV,  et 

qu'on  écrive  n  —  i  au  lieu  de  /i  ;  on  a  ainsi 

S'  =  6'  «^,  +  (^^^'  6  -  E'  6'  )  P^, . 

En  faisant  usage  des  formules  (i3)  et  (14)9  ainsi  que  des 
relations 

qui  résultent  de  l'identité 

on  obtient  les  valeurs  suivantes  de  R'  et  S'  : 

R    ==  -  t'n,  S'  =  W„ Vn'y 

les  expressions  précédentes  de  $„  et  de  ^„  deviennent  en- 
suite 

%  =  Po  f^„  ~  (EPo  —  FQo^n  , 

^„  =  Qo  tt„  —  (DPo  —  EQo  )»'„ , 
et,  par  conséquent,  on  a 

ce  qui  démontre  bien  que  pour  les  valeurs  de  n  supé- 
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rleures  à  i,  les  fractions  ~  sonlles  réduites  qui  lépon^ 

dent  aux  quotieats  complets  précédant  les  quotîeuts 
égaux  à  z'  daDS  les  périodes  successives  de  la  fraction 
continue  s.  Il  faut  remarquer  que  la  première  des  ré- 
duites-—, savoir  -^t  peut  répondre  à  un  quotient  com- 
pris dans  la  partie  non  périodique. 

31 .  Le  cas  de  n  ^  i  constitue  pne  exception  ;  la  frac- 
tion — =!-  peut  être  une  réduite  de  z  ou  de  x,  et  dans  ce 

dernier  cas  elle  répond  toujours  à  un  quotient  compris 
dans  ta  partie  non  périodique;  il  peut  arriver  aussi  que 

la  fraction  — ^  ne  fasse  partie  des  réduites  d'aucune  des 

(raclions  continues  x  et  z. 

Le  cas  de  »=:2  fait  lui-même  exception,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  lorsque  les  périodes  de  x  et  de  s 
se  réduisent  h  un  seul  quotient  égal  A  l'unité.  L'équation 

5^-  — 25j:-h3i  =  o 
eu  offre  un  exemple.  Les  deux  racines  sont 

_  —  25  -h  v'5       .  _  ^5  "1^  V''^ . 


les  réduites  -p  de  x  qui  répondent  aux  quotients  pé; 


diques  sont  données  par  les  formules 


Ou  tire  de  là 
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puis,  en  donnant  à  n  des  valeurs  négatives, 


P-.           2 

P_.       5 

P-3            3 

P-.       8 

Q-.      .' 

Q-,       2' 

Q-.  -  T' 

Q-,      3' 

Dans  cette  dernière  suite,  la  deuxième  fraction  n'est 
une'réduite  pour  aucune  des  deux  racines  a:  et  ^  ^  la  pre- 
mière et  la  troisième  fraction  sont  des  réduites  de  z  qui 
répondent  à  deux  quotients  de  la  partie  non  périodique, 
et  ce  n'est  qu'à  partir  de  la  quatrième  fraction  que  com- 
mencent les  réduites  relatives  aux  quotients  périodiques. 

Cas  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier» 

32.  On  a,  dans  ce  cas,  E=o,  D  =  i,  F  =  —  A,  et 
la  formule  (ii)  se  réduit  à 

P«  —  Q„  VA  =  (Po  —  Q.  V^)  {un  —  S^n  V/Â). 

Supposons  que  nos  réduites  — ^  soient  celles  qui  répondent 

Vu 

aux  quotients  complets  égaux  à  «  -j-  /Â,  a  étant  le  plus 

grand  entier  contenu  dans  y  A.  Alors  le  premier  terme  de 
la  période  des  quotients  incomplets  sera  2a^  on  aura 

-^=z-- — a,      d'où      Po=:a  — 6«,      Qo==:6; 

en  outre,  comme  on  a  ici  E'  =  a,  D'=  i ,  les  formules  (9) 
donneront 

on  aura  donc 

P«  -  Q„  v/Â  =  (Po  -  Qo  v^Â)"^' . 

Exemple.  —  Soit  A  =  7.  La  période  des  quotients  in- 
complets qui  viennent  après  le  premier  quotient  2,  est 
^  i,  1,4  5  la  réduite  qui  répond  an  dernier  quotient  de 


76  couns  d'alcèbbe  supérielhe. 

cette  période  est  ^-  Posant  doncPo=:  8,  Qo  =  3,  on  aura 

P.-Q.V^=(8-3s^r', 
d'où 

P,-Q,V7  =  i27-48s/7' 
P.-Q,V^=2oa4-765v'7. 
P>  —  Qi^f=  32257  ~  '^'p^V^* 


33.  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  une  propriété 
des  réduites  qui  répondeut  au  dernier  quotient  complet 
dans  les  périodes  successives  du  développement  de  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier.  On  a  effectivement 


d'où 


-q._>s/a=(p.-Q.\/â)". 


p^,  -  Q,„-,  Va  =  (p_,  -  Q„_,  ^/Â)^ 

égalité  qui  se  décompose  dans  les  deus  suivantes  : 
P«-i  =Pl-,  -(-AQ'^„     Q,^i  =  aP„_,Q„_|. 
Si  l'on  désigne  par  X„  la  réduite  qui  répond  au  quotient 
a  ■+■  \/A  pris  dans  la  n"""  période,  on  aura 
P„_,  _  P„_, 

et  les  formules  précédenles  donneront 


d'où  il  suit  que  la  réduite  Xt„  est  la  moyenne  anlhmé- 
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trique  est  /A.  La  formule  précédente  peut  encore  se 
mettre  sous  la  forme 


Xan  —  Xn  — 


2X„ 


et  il  en  résulte  que  la  réduite  X^^^  est  précisément  la  va- 
leur approchée  de  yA  à  laquelle  conduit  la  méthode 
d'approximation  de  Newton  dont  il  sera  parlé  plus  loin, 
quand  on  prend  X„  pour  une  première  valeur  approchée. 

Sur  V application  de  la  théorie  des  fractions  continues 
à  Fanalyse  indéterminée  du  deuxième  degré. 

34.  Soit 

E-hi/Â 
D 

une  racine  irrationnelle  et  positive  de  Téquation 

(i)  D^c»— 2Ea:4-F  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  po- 
sitifs ou  négatifs. 

P 
On  a  vu  au  n^  18  que  si  -^  est  une  réduite  répondant  à 

un  quotient  complet  de  dénominateur  H;  dans  le  déve- 
loppement de  X  en  fraction  continue,  on  a 

ou,  en  remplaçant  A  par  E* —  DF, 

DP^-2EP„Q„-+-FQ^=:±:H; 

le  signe  +  ou  —  ayant  lieu  dans  le  second  membre,  sui- 

Pn 

vaut  que   -^  est  une  réduite  de  rang  pair  ou  de  rang 
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impair.  L'égaliti;  précédente  montre  que  l'une  Jes  Ileu^ 
equaiions  indéterminées 


{'} 

Dj' 

-2E.rï  +  F 

■  = 

13) 

Uj- 

-lEj-e^-F 

■  = 

sera  satisfaile  parle 

s  valeur. 

.)■  =  P„,      E  = 

Q- 

Suppose 

nsque  — ^  soil  la  réduite 

îuli 

con 

>ple. 

de  dénomi 

laleur  H  pn 

s  da 

mbrc   des    quolienls  contenus  dans  une 


seront  toules  de  rang  impair  ou  louies  de  rang  pair:  elles 
fourniront  donc  une  suite  infinie  de  solutions  entières 
pour  l'une  des  deux  équalions  indéterminées  (a)  et  (3). 
Mais,  si  la  période  de  la  fraction  continue  j;  renferme  un 

nombre  impair  de  quotients,  les  réduites  -~  seront  aller- 

nativcment  de  rang  pair  et  de  rang  impair^  en  consé- 
quence elles  donneront  une  înûnîlé  de  solutions  entières 
pour  chacune  des  équalions  (2)  et  (3).  Il  peut  arriver 
qu'il  y  ait  dans  la  même  période  plusieurs  quotients  com- 
plets de  dénominateur  H,  et  l'on  doit  alors  appliquer  â 
chacun  d'eux  ce  qui  vient  d'être  dit. 

Les  solutions  enlicrea  dont  il  vient  dèlre  question,  et 
qui  répondent  à  un  même  quotient  complet  pris  dans  les 
diverses  périodes  de  x,  peuvent  être  représentées  par  les 
formules 

(   r  =  P.'/„-MEP„-FQ„).v 
4)  î 

I    :  =  Q.«„-<-(DP.-EQ„)r„. 
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Uf^el  v^n  désignant  ici  les  mêmes  quantités  qu  au  \\^  27; 
ces  deux  formules  sont  comprises  dans  la  suivante 

5^  Q.)  {«,  -  ^  s/Â)". 

OÙ  le  radical  \/Âpeut  être  pris  avec  un  signe  quelconque; 
en  donnant  à  ce  radical  le  signe  +  et  le  signe  —  succes- 
sivement, et  en  multipliant  ensuite  les  deux  équations 
résultantes,  il  vient 

d/»-2E/2-i-fz^=:(dp;-2EPoQo-i-fq;)(iiî-apî)''. 

Comme  u\ — Af'^  =  d=:i,  le  second  membre  de  cette 
égalité  ne  change  pas  par  le  changement  de  n  en  —  «  ; 
par  conséquent,  quand  on  donnera  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  de  —  oo  à  +oo  ,  les  formules  (4)  fourniront  des 
solutions  entières  en  nombre  infini,  pour  chacune  des 
équations  (  a  )  et  (  3  ) ,  si  la  période  de  x  renferme  un  nombre 
impair  de  quotients,  et  pour  une  seule  de  ces  équations 
seulement,  si  le  nombre  des  quotients  contenus  dans  la 
période  est  pair. 

Les  résultats  qui  précèdent  ont  été  tirés  de  la  considé- 
ration de  l'une  des  racines  x  de  Téquation  (i);  la  deuxième 
racine  ne  donnerait  rien  de  plus,  car  en  attHbuant  à  H 
des  valeurs  négatives  dans  les  formules  (4),  nous  avons 
fait  intervenir,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment,  les 
réduites  qui  naissent  du  développement  de  la  racine  con- 
juguée de  x. 

35.  Lorsque  le  nombre  entier  H  est  inférieur  à  v/A, 
l'analyse  précédente  fait  connaître  toutes  les  solutions  cn- 
lières  des  équations  (2)  et  (3).  On  a  effectivement  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Les  nombres  D,  E,  F,  H  étant  des  en- 
tiers et  H  étant  <^  y' A,  si  les  entiers  positifs  Pef  Q,  sup- 
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posés  plumiers  entre  eux,  satisfont  à  réquation 


des  fractions  continues  <jai  représentent  les  racines  de 
l 'équation 

Di'  — 2E:c+  F  =  o, 

sauf  une  légère  exception  dont  il  sera  parlé. 

On  a,  par  hypothèse, 

{i}  DP=—  2BPQ  +  FQ"  =  ±H, 

et  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

Dar'  — 2Ei+F  =o 

peut  être  représentée  par  la  formule 

_  E  +  ;VÂ 


(a) 

OÙ  i  désigne  le  nombre 


D 


i  A  est  mis  au  liei 


E'  —  DF.  Enfin, 

que  l'on  représente  par  p-;  la  réduite  qui  précède  -  -, 
anra 

(3)  PQ'-QP'^y, 

/étant  égal,  à  volonté,  soit  à  +  i,  soit  à  — i. 
Cela  étant,  posons 

Vx'  -h  P'     j.  .        ,  _  Q'x-P' 


-  Qx'  +  Q' 


d'où 


"q[(dp-eq)-,qv/a]' 


SECTION    I.    CHAPITRE    II.  8l 

et,  (*n  rendant  rationnel  le  dénominateur  du  second  mem- 
bre, il  viendra 

"^        Q  ^  Q(DP  —  2EPQ  -t-  i'Q^;  ' 

cette  formule  peut  être  simplifiée  par  le  moyen  de  Téqua- 
lion  (i)  -,  celle-ci  donne  en  effet 


DP  — EQ==/Q  i/a 


un 


le  nombre  k  étant  égal  à  -h  i  ou  a  —  i,  suivant  le  signe 
de  DP  —  EQ.  Il  vient  alors 


.'^1  = 


,     ,(/.y/A±^-.,VÂ) 


dbH 


les  signes  de  /et  dey  étant  arbitraires,  je  prendrai  i  =  k 
et  je  choisirai  ensuite  /  de  manière  que  jk  ait  le  signe  de 
±  H  ^  on  aura  ainsi 

/      .    DH        /- 

(5)  ^^^%  =  ^ ^- 

formule  où  les  radicaux  sont  pris  positivement. 

Nous  pouvons  supposer  D  positif;  alors,  si  le  second 
membre  de  la  formule  (i)  est  -4-  H,  le  second  membre  de 

y — 

la  formule  (5)  sera  supérieur  à  -,  il  sera  donc,  d'après 

l'hypothèse,  supérieur  à  a-,  d'ailleurs,  la  fraction  --  est 

moindre  que  i  ;  donc  la  valeur  de  x^  sera  supérieure  à  i , 
€len  consécjuence  x'sera,  d'après  la  formule  (4),  un  quo- 

lient  complet,  répondant  à  une  réduite  égale  à  — ^dans  le 

développement  de  l'irrationnelle  x  en  fraction  continue, 
I.  6 


Si  COURS  d'algèbre  supérieure. 

Sî  le  second  membre  de  la  formule  (i)  est  —  H,  la  con- 
clusion précédente  n'est  plus  légitime  en  général,  mais 
on  voit  cependant  qu'elle  subsiste  sî  Q  a  une  valeur  très- 
grande,  car  le  second  membre  de  la  formule  (5)  différera 

2  i/Â 

alors  très-peu  de  — ^>  quantité  qui,  par  hypothèse,  est 

supérieure  à  a.  Il  est  facile  d^ assigner  une  limite  de  Q  au  < 
delà  de  laquelle  le  théorème  n'est  jamais  en  défaut;  à  cet 
effet,  écrivons  comme  il  suit  la  valeur  de  x^  : 


X 


2  y/A       Q' 


H 


')^(i^W^~f  ~&^)' 


comme  y/A  est  supérieur  à  H,  et  que  Q'  -h  i  est  au  plus 
égal  à  Q,  on  aura  certainement  x'^i,  si  la  quantité 


i-W 


Q 

est  positive,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


DH        I    /- 


\/ 


DH^     .-       H 

A ;r-  >  V  A  —  -  -, 

q2  ^  y  Q  ' 


en  élevant  au  carré  cette  inégalité  et  effectuant  les  réduc- 
tions, il  vient 

^^  ^  +  H 
Q>— — . 

2  V  A 

Lorsque  Q  surpasse  cette  limite,  la  fraction  -  est  Tune 

des  réduites  relatives  à   l'une  des   racines  X]  mais    si 

Ton  a 

D4-  H 

Q< 7-' 

2  v/a 

on  ne  peut  plus  rien  affirmer  en  général. 

Il  faut  remarquer  que  ce  cas  d'exception  ne  peut  se 
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présenter  que  si  F  est  positif,  car,  dans  le  cas  contraire, 
Téquation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  YQ'  H-  2EPQ  —  DP»  =  +  e, 
et  alors  ^  étant  une  réduite  de  la  fraction  continue  qui 

exprime  l'une  des  irrationnelles --9  -  sera  Tune  des  ré- 
duites  de  x. 

36.  D'après  ce  qui  précède,  si  les  équations  indéter- 
minées 

j'  — A2'  =  — H, 

dans  lesquelles  A  désigne  un  entier  positif  non  carré,  et 

où  H  est  un  entier  inférieur  à  y^A,  admettent  des  solutions 
entières,  ces  solutions  seront  toutes  fournies  parle  déve- 
loppement de  vA  en  fraction  continue.  Par  conséquent, 
si  le  nombre  H  ne  figure  pas  parmi  les  dénominateurs  des 
quotients  complets  qui  forment  la  première  période,  au- 
cune des  deux  équations  précédentes  n'admettra  de  so- 
lutions. 

Le  dernier  quotient  de  chaque  période  ayant  l'unité 
pour  dénominateur,  l'équation 

^2  —  Az'  =  -h  I 

admet  toujours  des  solutions  entières  ^  il  en  est  de  même 
<ie  Téquation 

quand  le  nombre  des  quotients  de  la  période  est  impair. 
Mais,  lorsque  le  même  nombre  est  pair,  l'équation  pré- 
cédente n'admet  aucune  solution  entière. 
Considérons  par  exemple  l'équation 


6. 


y^  —  29  s'  —zzhH; 


I 
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en  développant  V29  en  fraction  continue,  on  trouve  les 
quotients  incomplets 

/ —   5-4-  \Jiq    3  -h  \li(\    "2  ^-  J-^q    3  -h  i/^q     „         , — 
V29, — ^' — ^^ ^^  -^^-^,5-4-v^,... 

La  période  se  compose  de  cinq  quotients,  et  Téquation 
proposée  admettra  des  solulicms  si  H  est  égal  à  Tun  des 

nombres  i,  4?  5.  En  particulier,  comme  ^  est  la  réduite 

qui  répond  au  dernier  quotient  de  la  première  période^ 
on  voit  que  les  solutions  des  deux  équations 

j2—  292^  —  —  ï, 

X^ —  29Z'  r=  -h  I, 

seront  données  respectivement  par  les  formules 

^  —  z  y59=:  (70  —  i3  v^)*"; 

si  Ton  fait  /i  =  i  dans  la  dernière  formule,  on  obtiendra 
les  plus  petits  nombres  qui  satisfont  à  Féquation 

J'  — 293^  =  1, 

savoir  : 

^  =  9801,     z  1=4820. 
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CHAPITRE  III. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉRRIQUES. 


Des  expressions  iniagincures, 

37.  Conformément  à  Tusage  adopté,  nous  représente- 
rons par  I  Timaginaire  \—i^  et  nous  appellerons  expres- 
sion imaginaire  toute  expression  de  la  forme 

A  -f-  Bi^ 

où  A  et  6  sont  des  quantités  réelles,  positives,  nulles  ou 
D^atiVes. 

Quand  nous  saurons  d^avance  que  deux  quantités 
réelles  Â'  et  B'  sont  respectivement  égales  à  deux  autres 
A  et  B,  nous  dirons  que  les  expressions  A  -+-  B/  et  A'-f-  Hfi 
sont  égales. 

n  est  évident  que  si  Ton  a  plusieurs  égalités  de  la 

forme 

A-f-B/  =  A'-4-B'i, 

et  qa^on  les  multiplie  membre  à  membre^  en  opérant 

.  comme  si  /  était  une  quantité  réelle,  on  obtiendra  une 

égalité  dans  laquelle  les  coefficients  des  mêmes  puissances 

de  i  seront  égaux;   Tégalité  subsistera  donc  quand  on 

rabaissera  les  exposants  de  i  au-dessous  de  2,  eu  faisant 

usage  de  l'équation  / *  =  —  i . 

Considérons  l'expression  imaginaire  A  +  B/;  on  peut 

toujours  trouver  une  quantité  positivée  p  et  un  arc  a  tels 

que  Von  ait 

A  =  p  cosa,     B  =  p  sin  a. 
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En  effet,  il  suffit  de  prendre 


p  — 

-h  v^A^  -h  B% 

puis 

A 
c.n<ia  — 

—  .         fti  n  />  

A 

-h  VA^  -4-  B' 

-t- 

V'A' 

-hB^ 

par 

conséquent,  on  peut 

écrire 

A-hB/  — 

:  p  eos«  -h  ip 

sin^r, 

ou, 

si  l'on  veut. 

A  -h  B*  =  p  (cosrt  -h  rsina). 

Quand  une  expression  imaginaire  est  ainsi  ramenée  à 
la  forme  p  (cosa  4-  isina),  la  quantité  positive  p  est  dite 
son  module;  Tare  a  est  son  argument. 

Le  module  d'une  expression  imaginaire  donnée  est  dé^ 
terminé,  mais  l'argument  ne  l'est  pas  entièrement,  car 
une  expression  imaginaire  ne  change  pas  quand  on  ajoute 
à  son  argument  ou  qu'on  en  retranche  un  nombre  quel- 
conque de  circonférences. 

Les  quantités  positives  et  négatives  peuvent  être  consi- 
dérées comme  des  expressions  imaginaires  dont  le  module 
est  égal  à  leur  valeur  absolue  et  dont  l'argument  est  un 
nombre  pair  ou  impair  de  demi  -  circonférences  ;  car, 
soit  A  un  nombre  positif,  on  a,  quel  que  soit  l'entier  A, 

-h  A  =  (ces  2  X-TT  +  /sin2X-7r), 

—  A  rr:  A[C0S(2/-  -f-  l)  TT  +  /  sin  (  2  X*  -h  l)ic]. 

Pour  que  deux  expressions  imaginaires  soient  égales, 
il  faut  et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux,  et  que 
leurs  arguments  diffèrent  d'un  multiple  de  la  circonfé- 
rence. Supposons,  en  effet,  que  les  expressions 

p(cosa  -{-  i  sina)     et     p' (cos«' -h /sin  a') 
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soient  égales,  on  a 

p  cos  a=-^'  cos  «',     ,0  sin  a  =  p'  sin  a', 

et,  si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  il  viendra 

?'  =  ?"     et     p^p'-, 

les  modules  étant  égaux,  les  arcs  a  et  a!  ont  même  sinus 
ei  même  cosinus;  donc  ils  ne  peuvent  différer,  s'ils  sont 
inégaux,  que  par  un  multiple  de  la  circonférence. 

Les  arguments  de  deux  expressions  imaginaires  conju' 
guéesj  telles  que  A  H-  B/  et  A  —  B/,  ont  même  cosinus, 
tandis  que  leurs  sinus  sont  égaux  et  de  signes  contraires  ; 
la  somme  de  ces  arguments  est  donc  égale  à  un  multiple 
de  la  circonférence. 

38.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  expressions 
imaginaÎT^es  est  une  expression  imaginaire  dont  le  mo- 
dule et  V argument  sont  respectivement  le  produit  des 
modules  et  la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  deux  expressions  imaginaires 

cos  a  -f-  /  sin  a     et     cos  b  -^  i  sin  b 

ayant  l'unité  pour  module.  Si  l'on  effectue  leur  produit, 
il  viendra 

(cosâ  -h  isina)  (cos5  -h  /sin^) 

:=  cosa  cos  b  -\-  i  (sin  a  cosb  -4-  cosa  sin  b)  -4-  /'sin  a  sin  b^ 

ou,  à  cause  de  /*  =  —  i , 

(cosû  -4-  /  sinû)  (cos^  -h  isïnb) 

=z  (cosa  cosb  —  sina  sinb)  -4-  /  (sina  cosb  -4-  cosa  sin^);. 

•   or,  nous  savons  que  Ton  a 

cosa  cos  A  —  sina  sin  6  =^  cos  [a  -{-  b), 
sina  cos^  -+-  cosa  sin  ^  zzz  sin  (a  -f-  ^)i 
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on  peùtjdoDc  écrire 

(cosa  -h  isina)  {cosb  -+-  is\nb)  =  cos{a  -h  ^)  -h  isin(a-4-  b). 

Soient  maintenant  p  (cosa  -h  isina) ,  p'  (cos&  -H  i  sini) 
deux  expressions  imaginaires  ayant  respectivement  pour 
modules  p  et  p';  on  a      > 

p  (cosa  -f-  /  sin a )  X  p'  {*c6^k  -^  i  sin  b  ) 

=:=  pp'  X  (cosa  -h  /sin«r}Ci(cos6  -4-  i  sin 6), 

et,  par  conséquent, 

p(cosa  -4-  2  sina)  X  p'  (cos^  +  /sin6) 
=  pp'[cos(ûr -h  b)  -hisin(a  4-  ^)]* 

Corollaire  I.  *—  Le  quotient  de  deux  expressions 
imaginaires  est  une  expression  imaginaire  dont  le  mo^ 
dule  et  l'argument  sont  respecti\^ement  le  quotient  des 
modules  et  la  différence  des  arguments  du  diy^idende  et 
du  di\fiseur. 

Car^  soient  les  deux  expressions 

p  (cosa  -h  i  sina)     el     p'  (cos  b  -\-  i  sin  6}^ 
on  a 

7[cos(û  ~  ^)  -h  isin(a  —  ^)]Xp'(eos^  -4-  ismb) 
P 

=:  0  (cosa -h  /  sina); 

d'où 

p( cosa -4- /sin a)         p  r       ,  ..  .    ,  ,^_ 

Ç- /  —  il  [cos  a  ~  b)  -hîsio  a  -  b)]. 

p' [cos  b -h  i  sm  b  )       p        , 

Corollaire  II.  —  Ze  module  et  l'argument  du  pro-* 
duit  de  tant  d'expressions  imaginaires  que  Von  voudra 
sont  égaux  respectii^ement  au  produit  des  modules  et  à 
la  somme  des  arguments  des  facteurs. 

En  effet,  pour  multiplier  les  deux  premiers  facteurs,  on 
multiplie  leurs  modules  et  on  ajoute  leurs  argutnents^ 
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Pour  multiplier  ce  produit  par  le  troisième  facteur,  il 
faut  multiplier  son  module  par  celui  du  troisième  facteur, 
et  ajouter  à  son  argument  celui  de  ce  troisième  facteur; 
et  ainsi  de  suite. 

Corollaire  III.  —  Pour  élei^er  une  expi'ession  imagi- 
naire à  une  puissance  entière  et  positii^e  de  degré  m,  il 
jniit  élet^er  le  module  à  la  puissance  m;  et  multiplier 
C argument  par  m. 

Cela  résulte  immédiatement  du  corollaire  II,  en  sup- 
posant égales  entre  elles  toutes  les  expressions  imaginaires 
que  l'on  y  considère. 

Soit,  en  particulier,  cosa-f-/sina  une  expression 
imaginaire  de  module  i  ;  on  a 

(cosa  +  «sina)'"=  cosma  -h  i  sin ma. 

C'est  dans  cette  égalité  que  consiste  la  formule  de 
Moivre. 

39.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  ima- 
ginaires est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  des 
modules  des  portiers, 

m 

En  effet,  soient  les  deux  expressions  imaginaires 
p  (cosfl  -h  isioa),     p'  (cosn'  -i-  i  siaa''), 

et  posons 

R(cosAi-f-/sinA)  =:  p  (cosa  -h  isina)  •+■  p'(cosû'  -4-  /sina'), 

on  aura 

RcosA  =  pcosfl  -h  p'cosfl', 

R  sin  *A  =  p  sin  a  -t-  p'  sin  a'; 

A  Ton  ajoute  ces  égalités  après  les  avoir  élevées  au  carré 
et  que  Ton  extraie  la  racine  carrée  des  deux  membres  de 
l'égalité  résultante,  il  viendra 

R  —  v/p2  -h  9.po'  cos(rt  —  a')  -h  p'2] 
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on  a  donc 

R  <  v/(^r=77     ou      <  p  -4-  p', 
R>v/(p-p'r     ou     >±[p-p'). 
11  résulte  de  là  que 

Le  module  de  la  somme  d*un  nombre  quelconque 
d'^ expressions  imaginaires  ne  peut  surpasser  la  somme 
des  modules  de  ces  expressions. 

Des  fonctions  entières, 
40.  Un  polynôme  tel  que 

dans  lequel  chaque  terme  est  le  produit  d'une  constante 
réelle  ou  imaginaire  par  une  puissance  entière  d'une  va- 
riable réelle  ou  imaginaire  z^  est  dit  une  fonction  en- 
tière de  z.  Le  polynôme  étant  supposé  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  de  z,  le  degré  m  du  premier  terme  est 
le  degré  de  la  fonction.  Une  équation  est  dite  algébrique, 
lorsqu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme  y  (2)  =  o,y  [z) 
désignant  une  fonction  entière  de  z. 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  entière  f  [z)  de  z 
s" annule  pour  z  =  o^  on  peut  assigner  une  quantité  po- 
sitiue  r^  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  compris  entre  o  et  r,  le  module  de  f(z) 
soit  constamment  inférieur  à  une  quantité  donnée  R. 

Eu  effet,  soit  la  fonction 

/{z)  —  AoZ'"  -h  A.z»"-»  -h ...  4-  A,„_,z 

qui  s'annule  pour  <z  =  o,  el  dans  laquelle  quelques-uns 
des  coefEcienls  A  peuvent  être  nuls.  Désignons  par  p  le 
module  de  la  variable  z  et  par  a  le  module  de  celui  des 
coefficients  Ao,  Ai,  ...,A,n-i   qui    a   le  plus  grand  mo- 
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dule.  Comme  le  module  d'uue  somme  ne  peut  surpasser  la 
somme  des  modules  des  parties,  on  aura 

mod/(z)  <:^fl(p'"-h  p*""' -h.  .  .-4- 1?)     ou     K^a- — ? 

et  si  la  valeur  de  p  est  inférieure  à  i ,  on  aura  à  plus  forte 
raison 

inod/(z)<--^. 

Donc,  pour  que  le  module  de  f(z)  soil  inférieur  à  R, 
il  suffit  que  Ton  ait 

'^    <R     ou    p< • 


1  — p^  ^       a-\-K 

et,  en  conséquence,  si  Ton  pose 

R 


a-hK 


9 


le  module  def{z)  sera  inférieur  à  R  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  dont  le  module  est  compris  entre  o  et  r. 

Corollaire  I.  —  Si 

est  une  fonction  entièi^e  de  z  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  z,  et  que  F  on  pose 

on  pourra  assigner  une  quantité  positive  r  telle ^  que  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
0  et  r,  le  module  de  e  soit  constamment  inférieur  à  une 
(juantiié  positivée  quelconque  donnée  R. 

En  effet,  la  fonction  que  nous  désignons  par  s  a  pour 


ei  il  suffit  de  lui  appliquer  le  précédent  théorème  pour 
éiablir  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  la  fonction /(z)  et  la  variable  z  sont 
réelles,  on  voil  que  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  doul  le 
module  est  inférieur  à  une  certaine  limite,  la  fouction  a 
constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

COROLLAIHE  II.  —  Si 

/{z)  =A,2-  + Aii^'-'-f-..  .T+-  A„_,z  + A„ 

/•if  une  fonction  e/i(ièie  du  z  i 
puissances  décroissantes  de  z. 


e  par  rapport  aux 


f[z]  =  Ki-[i 


on  pourra  assigner  une  quantité  positive  r  telle,  que  pour 
toutes  les  valeui-s  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à  r, 
le  module  de  E  soit  constamment  inférieur  à  une  quan- 
tité positive  quelconque  donnée  R. 


Eu  effet,  la  f< 


désignée  par  i  a  ici  pour  % 


uL  son  module  sera  inférieur  à  la  quantité  donii 

tomes  les  valeurs  de  -  dont  le  module  est  infér 


3  U  pour 


certaine  quantité  -  qu'on  peut  déterminer,  c'est-à-dire 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  supé- 


Dans  le  cas  où  la  fonction  ^'(2)  et  la  variable  z  sont 
réelles,  on  voit  que  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
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module  est  supérieur  à  une  certaine  limite,  la  fonction  a 
constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

CoBOLL AIRE  III.  —  Le  modide  (V une  fonction  entière 
f  {z)  déifient  infini  en  même  temps  que  le  module 
de  z. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  du  précédent.  En 
effet,  la  fonciion  f(z)  étant  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  z,  soit  AqZ""  son  premier 
terme,  et  posons 


AoZ'" 


=  1  -4-  fi. 


OQ  sait  que  le  module  de  e  peut  devenir  aussi  petit 
que  Ton  voudra,  si  le  module  de  z  est  sufBsamment 
grand.  Soient  M,  p,  a,  %  les  modules  def(z)^  Zy  Ao,  e^ 

Téquation  précédente  nous  montre  que  — -  est  compris 

entre  i  —  n  et  i  -h  >3,  d'où  il  suit  que,  quand  p  tend  vers 

l'infini,  on  a 

,.      M 

Iim =  I . 

41.  Théorème  II.  —  Une  fonction  entière  f{z)  de  z 
est  continue. 

En  général,  une  variable^ (z)  qui  dépend  d'une  autre 
variable  z  est  dite  continue,  si  le  module  de  la  différence 

f[z^h)^f{z) 

peut  devenir  plus  petit  qu^une  quantité  quelconque  don- 
née, quand  on  attribue  au  module  de  A  une  valeur  suf- 
fisamiQent  petite. 

Cela  posé,  f(z)  désignant  une  fonction  entière,  or- 
donnons le  polynôme/(z  -h  h)  — f[z)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h\  ce  polynôme  s'annulera  pour 
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h  =  o,  eL  si  l'on  désigne  par  A„_^h'^  le  premier  de  ses 
lermes,  on  aura,  par  le  corollaire  ï  du  n"  40, 

E  éiant  une  quantilé  dont  le  module  peut  devenir  aussi 
petit  que  l'on  voudra.  Si  donc  on  altriboe  à  h  des  valeurs 
dont  les  modules  décroissent  indéfiniment,  le  module  de 
la  dillërence 

prendra  des  valeurs  qui  décroîtront  aussi  indéfiniment, 
et  en  conséquence y( ï )  est  une  fonction  continue. 

ConÔLi-AiHE  I.  —  La  variable  z  et  la  fonction  en- 
tière f(z)  étant  supposées  réelles,  si  l'on  attribue  à  z 
deux  valeurs  z^,  Zi,  et  que  les  valeurs  correspondantes 
f{za),  f{zi)  de  f[z)  soient  de  signes  contraires,  la 
fonction  f  [z)  s'annulera  nécessairement  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  z  comprises  entre  Zq  et  z,. 

En  effet,  s'il  en  était  aulremeut,  les  valeurs  que  prend 
f{z)  quand  z  varie  de  z,  à  z,  seraient  comprises,  les 
négatives  entre  deux  limites  ^  A  et  —  B,  les  positives 
entre  deux  autres  limites  -+- A'  et  4-  I)';  par  conséquent, 
z  variant  d'une  manière  continue,  il  faudrait  que  y  (a) 
passât  brusquement  d'une  valeur  comprise  dans  le  pre- 
;ur  comprise  dans  le  second,  ce 
;  la  propriété  que  possèdey(z) 


mier  intervalle  à  une 
qui  est  incompatible 
d'èire  continue. 


CoKOLLAinÉ  II. 


-  Quelles 


s  soient  la 


■aide 


et  la  fond 


t  Pargument  de  z  reste  constant,  ou  s 
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ces  deux  quantités  varient  simultanément  d'une  ma- 
nière continue^  suivant  une  loi  déterminée,  aucune  des 
deux  quantités  1?  et  Qne  pourra  changer  de  signe  sans 
s* annuler» 

La  démonstration  est  exactement  la  même  que  celle  du 
précédept  corollaire.  Supposons,  en  effet,  que  l'argu- 
ment tù  varie  de  ci)o  à  0i>i9  et  que  p  soit  constant  ou  qu'il 
dépende  de  w,  d'après  une  loi  quelconque,  de  manière  à 
varier  d'une  manière  continue  quand  w  varie  lui-même 
d'une  manière  continue.  Si  P  ou  Q  a  des  valeurs  de  signes 
contraires  pour  o)  =  Wq  et  w  =  co,  et  que  cette  fonction 
ne  s'annule  pas,  ses  valeurs  négatives  seront  comprises 
dans  un  certain  intervalle,  et  la  même  chose  aura  lieu 
à  regard  de  ses  valeurs  positives.  La  fonction  passerait 
donc  brusquement  d'une  valeur  comprise  dans  le  pre- 
mier de  ces  intervalles  à  une  valeur  comprise  dans  le  se- 
cond, ce  qui  est  inadmissible. 

Développement  de  la  fonction  entière  f[z  -\-h) 
suivant  les  puissances  de  h, 

42.  Soit 

/{z)  =:  Aoz'"  -h  Aiz"»-'  -f- .  .  .  -h  A«_,s  -h  A*, 
on  aura,  en  remplaçant  z  par  -2  -H  A, 

/(z-f-A)z=A.(z-f-^)'"-l-A,(z-h^)'«-«  +  ...-hA,„_.(2-hA)-t-A«. 

Si  Ton  développe  les  diverses  puissances  de  z  -h  h  qui 
figurent  dans  cette  formule  et  qu'on  ordonne  suivant  les 
puissances  croissantes  de  A,  il  est  évident  que  le  premier 

terme  sera/  (z),  et  que  le  coefficient  de  h^  sera 

Ao*  -t--   .-i  -    -  ^tn—ix' 

I  .  2 .  .     pt  I     2 ...  p  "'A* 
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Nous  représenterons  par 

les  coeflBcîents  respectifs  de 

-,       9«**9 1       y 

I  1.2  I  . 2    .    |x         i  .1.  ,  ,m 

dans  le  développement  dey*(z-h  A),  en  sorte  que  Ton 
aura 

« 

et 

/'(z)  =  w  Aos— •  -f- . . .  -h  f*  A^_^ 3^-'  -f- . .  .  -h  A«_, , 

/"(z)=rm(/w  —  i)Ao«'»-»-h...-l-p{fx  — î)A^_^z'*"^-4-..:-î-2.A« 

/^(z)z=:  m.  .  .(tu  —  p -f-  l)  AoZ'"--'*  -h.  .  . -h  f*(fii  —  i). .  .2.  I  A^_j„, 
/"••(zj^:  W  (iW  —  l).  .  .2.  I  .  Ao- 

Chacune  des  fonctions 

/(z),    f'(z),    /"{z),...,    f{z), 

à  partir  de  la  deuxième,  se  forme  diaprés  la  même  loi  au 
moyen  de  la  fonction  précédente,  savoir,  en  multipliant 
chaque  terme  de  celle-ci  par  l'exposant  de  z  qui  y  figure, 
et  en  diminuant  ensuite  cet  exposant  d'une  unité. 

La  fonction  J*  (z)  est  dite  la  déîwée  du  premier 
ordre,  ou  la  première  déri^ée^  ou  simplement  la  dérii^ée 
àef{z).  Pareillement/''  [z)^  qui  est  la  dérivée  de/^  (z), 
est  dite  la  dériv^ée  du  deuxième  ordre  ou  la  deuxième 
défîi^ée  def(z)j  et  ainsi  de  suite  jusqu'à /""*  (z)  quî^sera 
la  dériv^ée  du  m'*"**  ordre  ou  la  m'*'"*  dérivée  àef[z).  Une 
fonction  entière  du  degré  m  a  ainsi  m,  dérivées  successives 
dont  les  degrés  sont  respectivement  m^  m,  —  i,. . . ,  i,  o. 
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en  sorte  que  la  m"""'  dérivée  est  égale  à  une  simple  con- 
stante. 

D'après  ce  qui  précède,  lorsque  la  variable  z  reçoit  l'ac- 
croissement  A,  la  fonction  y^(z)  prend  un  accroissement 
qui  peut  être  mis  sous  la  forme 

en  posant,  pour  abréger, 

'  I  .2        ^   '        1 .2.3  I  .2.  ./w       ^ 

On  a  donc 

(3)  /(i±^lz:Z(l)=^.(,)^„ 

et  comme  e  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  A,  on  voit 
que  la  dérivée  d'une  fonction  entière  y" (.2)  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport 

/(z  +  A)-/(z) 

lorsqu'on  fait  tendre  h  vers  zéro. 

En  outre,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  z,  on 
peut  assigner  une  quantité  positiver  (n^  40,  corollaire II) 
telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est 
inférieur  à  r,  le  module  de  la  fonction  z  soit  inférieur 
à  une  quantité  positive  donnée  yî  aussi  petite  que  l'on 
voudra. 

Principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations, 

43.  Lemme.  —  Soit 

f{z)  =  Aoz*"  +  A,  z"-'  + .  . .  4-  A„_,  z  -h  A„, 

^^e Jonction  entière  d'une  variable  z,  d'un  degré  quel- 
conque m,  et  dans  laquelle  les  coefficients  A^,  Aj,. ..,  A^ 
I.  n 


I 
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sont  lies  quantités  données  l'éelles  ou  imaginaires.  Si  le 
module  de  f[z)  ne  se  réduit  pas  à  zéro  cjuand  on  attri- 
bue à  z  la  valeur  déterminée  z^,  réelle  ou  imaginaire, 
on  pourra  trouver  une  quantité  h,  réelle  ou  imaginaire, 
telle  que  le  module  de  X{z^+  h)  soit  inférieur  au 
module  de  f[z^). 

En  elTet,  h  désignant  une  nouvelle  variable,  rempla- 
çons z  par  Z|i  +  A,  et  faisous,  pour  abréger  l'écriture, 


/(=. 


h-  /i  )  =  Z.  -h  Z,  A  + .  . 


^-z„/'■"^ 


!-Z„A". 


Par  hypothèse,  le  module  de  Z,,  n'est  pas  nul  ;  quelques- 
uns  des  coefficients  Z,,  Zj,  —  des  puissances  de  h  peu- 
vent être  nuls,  mais  il  n'en  peut  jamais  être  ainsi  du  der- 
nier de  ces  coefficients,  c'est-à-dire  de  Z,„  dont  la  valeur 
est  évidemment  égale  au  coefficient  Aj,  de  z"  daDS_/"{s); 
jereprésenlerai  géniTalemenipar  Z^  le  premier  des  coeffi- 
cients Zi,  Zs,.-.,Z„  dont  le  module  est  différent  de 
zéro.  D'après  cela,  la  formule  précédente,  divisée  par 
f{z^)  ouZg,  deviendra 


Z',. 


-?-.n.,. 


Désignons  maiulenant  par  ^  et  co  le  module  et  l'argu- 
ment de  la  variable  h,  par  C^  et  a^,  quel  que  soit  fi,  le  i 
module  et  l'argument  de  la  quantité  Jt,  on  aura  i 


=  p(™.,„^ 


^  =  S(° 
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et  la  précédente  formule  deviendra 

•^^^'     ,      =1  -h  C„p"[cos(/2w-f-  a„)  -+-  /sin(/îw  -4-  a„)]  -h .  , . 
/(*o) 

-|-Ci„p'"[cos(ww  -f-  a«)  -f-  /sm(/ww  -h  a„)]. 

Cela  posé^  déterminons  l'argument  ot)  par  la  condition 

71  w  -h  a„  =  TT, 

doù 

cos(«ft)H-a„)i=  —  I,     sin(/z»-h  a„)  =z  G, 

la  formule  générale  qui  précède  deviendra 

-f-C,H-ip"^'[cos(/i  -1-16»  -h  a„_,_,)-h  isin(/i  -f-  i«  -h  a;H-i)]  +••• 
-hCB,p'"[cos(w»  -f-  a„)  -I-  2$in(i776>  4-  ««•)]• 

Soient  R  et  R^  les  modules  de  /(z^  -h  h)  et  de  /(zq)  , 

le  module  du  premier  membre  de  notre  égalité  sera  — 5 

quant  au  module  du  second  membre,  on  sait  qu'il  est 
inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules  de  ses 
tçrme$.  D'ailleurs  (i  —  G„p")  sera  égal  à  son  module,  si 

Ton  donne  à  o  une  valeur  inférieure  à  -— ~;  on  aura  donc, 
dans  cette  hypothèse, 

—  —  ou<(i~C„p«)-hC„_H.p"-^'-f-...  -f-C«p«, 

Ho 

OU 

-=ou<.-C„p-[.-— P-...--P--J. 

La  quantité  entre  crochets  a  pour  limite  l'unité 
quand  on  fait  tendre  p  vers  zéro,  et  nous  savons  que  cette 
quantité  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  zéro  et  une  certaine  limite  r  que  Ton  peut 
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assigner.  Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  supérieures  à 

zéro  et  inférieures  à  la  plus  petite  des  deux  quantités  ^pr: 

et  r,  on  aura 

—  <i     ou     R<;il.. 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

De  ce  lemme  résulte  immédiatement  la  démonstration 
du  principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations,  le- 
quel consiste  dans  le  théorème  suivant. 

44.  Théorème  I.  —  Si  f[z)  désigne  une  fonction 
entière  de  z,  dun  degré  quelconque  tti,  et  dans  la- 
quelle les  coefficients  soient  des  quantités  données  réelles 
ou  imaginaires  y  V  équation  f  [z)  =  o  a  une  racine  réelle 
ou  imaginaire^ 

En  effet,  si  l'on  donne  à  la  variable  z  toute  la  série  des 
valeurs  réelles  ou  iaiaginaires,  il  est  évident  que  le  mo- 
dule àe  f[z)^  qui  est  essentiellement  positif^  ne  pourra 
pas  s'abaisser  au-dessous  d'un  certain  minimum.  Ce  mi- 
nimum ne  peut  répondre  à  une  valeur  infinie  du  module 
de  -z,  car  nous  savons  que  le  module  de  f[z)  devient 
infini  en  même  temps  que  celui  de  z.  On  voit  alors  que  le 
minimum  du  module  Ae  f[z)  ne  peut  être  que  zéro,  car 
s'il  avait  une  valeur  R^  différente  de  zéro  et  répondant  à 
la  valeur  ^o  de  2,  oji  pourrait  trouver,  d'après  le  lemme 
qui  précède,  une  quantité  h  qui  donnerait 

mod/(zo-f-  h)  <Ro, 

ce  qui  implique  contradiction. 

Il  existe  donc  une  valeur  finie  de  z  telle,  que  l'on  ait 
v[ioàf[z)  =  o;  cette  valeur  est  dite  une  racine  de  l'équa- 
tion/^(  2)  =  0. 

Remarque.  —  Si    l'on    remplace    la    variable   z   par 
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X  •+■  ijr^  X  ety  désignant  des  variables  réelles,  la  fonc- 
{iouf[z)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

o{x,j)  et  ^  (Xjj)  désignant  des  fonctions  réelles  de  Xjj 
et  de  quantités  réelles  connues. 
Le  module  def(z)  sera  la  racine  carrée  de  la  somme 

et  il  ne  pourra  s'annuler  que  si  chacune  des  fonctions  cf 
et  ip  s'annule.  Il  s'ensuit  que  si  a  -f-  iS  est  une  racine  de 
l'équation ^(2)  ==  o,  les  deux  équations 

admettront  le  système  de  solutions  communes  x  =  a , 
j  =  6.  Si  l'on  suppose  que  x  etj  représentent  des  coor- 
données rectangulaires,  les  équations  précédentes  seront 
celles  de  deux  courbes;  a  et  6  seront  les  coordonnées  d'un 
point  commun  à  ces  courbes.  On  voit  que  la  recherche 
des  racines  de  l'équation /"(^j  =  o  équivaut  à  la  re- 
cherche des  points  d'intersection  réels  des  deux  courbes 
dont  nous  venons  de  parler,  et  ces  points  d'intersection 
sont  alors  désignés  sous  le  nom  de  points  racines, 

15.  Du  théorème  fondamental  que  nous  venons  d'éta- 
blir résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Une  Jonction  entière  de  z  du  degré  m 
(ist  égale  au  produit  de  m  facteurs  linéaires  multiplié 
par  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z  dans 
la  fonction. 

Soit  la  fonction 

/(zj^A^a^'-f-  A",3'"-«  -f-...-f-A;;,_,3-H  A;„, 

cl  désignons  par  a^^  a,^,  ,  ,  .  ,a,„,  ni  quantités  réelles  ou 
imaginaires    quelcouijues.    Divisons   f{z)    par    z  —  r/, 
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et  repréaenlons  par  /,  (z)  le  quotient,  par  R,  le  reste 

de  cette  division;  divisons  de  niêmeyt(z)  par  z  —  n, 
et  nommons  .y,  (z)  !e  quolient,  Ri  le  reste  de  celte 
deuxième  division;  continuons  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  que  nous  ayons  employé  le  diviseur  a  —  «,„ 
qui  fournira  le  quotienty^  (z)  et  le  rcsie  R„.  Il  est  évi- 
dent que  les  polynômes /jz},/,  {s),/,  (s),...,  sont 
des  degrés  respectifs  m,  /h  —  i ,  m.  —  a , . .  . ,  et  que,  dans 
chacun  d'eux,  le  coefficient  du  premier  terme  est  A„, 
d'où  il  suit  qaey;„(s),qui  est  du  degré  zéro,  se  réduira 
à  Aq-  On  aura,  d'après  cela, 

y;(=)=('-".)/.(ï)-i-a„ 


/._,(.)  =  (=-«.)/.(=)  +  ».. 


Si  l'on  ajoute  toutes  ces  égalités,  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  les  ni  facteurs 

et  que  l'on  remplace  ^^{z)  par  sa  valeur  A„,  il  viendra 

+  R.,(3-«,)---(^-''-.)+--. 

Dans  cette  formule,  a,,<i,, .  .  .  ,a,„ désignent  des  quan- 
tités quelconques  égales  ou  inégales  entre  elles.  Mai» 
nous  savons  que  l'équation /'(z)  =^  o  a  une  racine,  et 
nous  pouvons  supposer  que  «,  soit  celle  racine  :  on  aura 
alors  Ri  ^=  o,  puisque  R,  est  la  valeur  que  prend_/"(3y 
pour  z  =  fli.  Pareillement  l'équaiion /,  (z)  =  o  a  unO 
lacine  ;  nous  supposerons  que  a,  soil  cette  racine  et  l'oni 
yura  E5  ^  o.  Kii  poursuivant  ainsi  et  lu  suppoiiant  i|ii> 
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Os,  a4, . . .  yO^  soient  respectivement  racines  des  équa- 
tions/, (z)  =  o,/8(z)  =  o, ...  ,/„^i(z)  =  o,  on  aura 
Rj  =  o,  R4  =  G, . . .  ,R^  =  o,  et  la  formule  précédente 
deviendra 

On  voit  que  la  fonction /(«)  ne  peut  s'annuler  que  si  Ton 
donne  à  z  l'une  des  m  valeurs  ai,  â,, . . . ,  a,„  parmi  les- 
quelles il  peut  s'en  trouver  plusieurs  égales  entre  elles;  il 
s'ensuit  que  : 

Une  équation  algébrique  du  degré  m  ne  peut  a\^oir 
plus  de  m  racines. 

Si,  parmi  les  quantités  ^i,  a,, . .  .  ,rz,„  il  y  en  a  /ui  qui 

» 

soient  égales  à  ai^f[z)  admettra  le  diviseur  [z  —  a,)'* 
et  l'on  dit  alors  que  V équation  /(z)  =  o  a  /x  racines 
égales  à  a^.  Au  moyen  de  cette  convention  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  équation  algébrique  a  autant  de  racines  quil  y 
a  d^ unités  dans  le  nombre  qui  exprime  son  degré» 

Corollaire  I.  —  Si  a^ ,  a, , .  • .  ,a^  désignent  les  m 
racines  de  Inéquation 

Ao  ^"  -+-  A,  z"-'  -4-  ...  -4-  Am_,  3  -f-  Am  ==  o , 
la  somme  des  racines  est  égale  à S  et  générale- 

Ao 

nient  la  somme  des  produits   n  à  n  des  m  racines  est 

pgale  à  ( —  i)"~;ew  particulier  le  produit  des  m  ra- 

Ao 

cines  est  ( —  1)'»— • 

Ab 

On  obtient  effectivement  ces  égalités  en  etïeetuant  le 
produit  Ao  (z  —  '''1  )  (-^  —  ^^s)  •  •  •  (-2  —  a,n)  qui  doit  repro- 
duire exactement  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
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posée,  et  en  écrivant  que  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  z  sont  égaux  de  part  et  d'autre. 

Corollaire  II.  —  Si  les  coefficients  du  polynôme 
f{z)  sont  réels  y  et  que  parmi  les  facteurs  linéaires  de  ce 
polynôme  il  j  en  ait  n  qui  soient  égaux  à  z  —  (p  -4-  /^)j 
q  étant  différent  de  zéro^  il  y  aura  également  n  fac- 
teurs linéaires  de  f{z)  égaux  à  z  —  [p  —  /(jr);  et  en 
conséquence  le  polynôme  f{z)  contiendra  le  facteur 
réel[{z  —  pY+q^]\ 

En  effet,  le  polynômey(^)  étant  décomposé  en  fac- 
teurs linéaires,  on  a 

f(z)  =  Ao  (2  — fl,)(z  —  «,). .  .(z  —  a^); 

• 

si,  dans  cette  identité,  on  change  i  en  —  i,  le  premier 
membre  ne  changera  pas  puisque  ses  coefficients  sont 
réels  ]  on  aura  donc 

/{z)  —.Aoiz  —  a\  )  [z  —  a\).  .  .  (z  —  aj, 

a'n  désignant  généralement  ce  que  devient  a„  quand  on 
remplace  i  par  —  /.  Il  résulte  de  là  que  si,  parmi  les  fac- 
teurs linéaires  de  f(z)^  il  y  en  a  un  ou  plusieurs  qui 
soient  égaux  k  z  —  (p  +iq),  il  y  aura  précisément  un 
même  nombre  de  facteurs  égaux  k  z  —  {p  —  iq). 

Corollaire  III.  —  Si  la  fonction  entière  f(z)  du 
di^gré  ni  s^ annule  pour  div^erses  valeurs^de  z  en  nombre 
supérieur  à  m,  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  z  dans  f[z)  sont  identiquement  nuls. 

En  effet,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z 
est  nul,  puisque  autrement  la  fonction  f[z)  ne  pourrait 
s'annuler  que  pour  m  valeurs  de  z.  La  fonctiony(z)  se 
réduit  ainsi  au  degré  m  —  15  le  coefficient  de  2'"^*  doit 
être  nul  pour  la  même  raison,  et  ainsi  de  suite. 
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Limites  des  modules  des  racines, 

46.  Il  est  facile  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
soient  compris  les  modules  de  toutes  les  racines  réelles  ou 
imaginaires  d'une  équation.  Soit 

Az)  =  o 

une  équation  donnée  dont  le  premier  membre  a  pour  va- 
leur 

/{z)  =  Ao  3"  -f-  A,  z"*-'  -t-  .  . .  -h  A;„_,  z  -+-  Am. 

Si  Ton  pose 

z  =n  p(cos&>  -+-  /sin&>),     Art  =r  a„  (cosa„-h  isinart), 
puis 

P=fl,p"cos(/ww-t-  ao)  -f-.  .  .-f-û„p'»cos(w  — /îw  -h  a„)-f-.  .  .-f-  amCOSa„t, 
Q=fl()p"'sin(7ww  -h  ao)  +. .  .H-  tf„p'»sin(w  — /îw  -i- a„) -h  .  .  . -f-  Ér„sina„„ 

le  carré  du  module  R  de/[z)  pourra  être  mis  sous  la 
forme 

R^rzz  [Pcos(/ww  -h  ao)  -f-  Qsin(/Wû.)  -f-  a©)]' 
-h  [Psin(/ww  -f-  ao)  —  Qcos(/ww  -h  a»)]'; 

si  donc  on  fait 

V=  Pcos(/?îw  -+-  ao)  -h  Qsin(/w&)  -h  ao) 
==ûop'"-Hfl,p"*~'cos(w-f-ao  —  a,  )-t-...H-afl,cos(/ww-hao  —  aj, 

on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  w, 

R'  >  V». 

Désignons  para  le  plus  grand  des  modules  «i,  a,, . . . ,  a,„j 
et  ajoutons  à  V  la  quantité 


kIïI 


0'"  I 

^  (p'"~' +  P*" '' ■+- •     Vi)  — rt^- 
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(}tii  est  identiquemenl  uullu,  il  viendi'a 

p-l 

Pour  loules  les  valeurs  de  p  qui  satîsfoni  à  l'iuégalilé 

le  polynôme  V  seia  supérieur  à  zéro,  et  il  en  sera  de  même 

du  module  R,  Donc  la  quauiilé  t-\ ou  — est  une 

limite  supérieure  des  modules  des  raeîiies  de  l'équaiion 
proposée.  Pour  avoir  une  limite  inférieure  des  mêmes 
modules,  il  sufSl  de  changer  z  en  -  dans  l'équation  pro- 
posée, et  de  chercher  une  limite  supérieure  des  modules 
de  l'équation  transformée.  Il  est  évident  que  si  a' désigne 
le  plus  grand  des  modules  a^,  u,, ...  .a^.i ,  la  quantité 

-,-  — —  sero  une  limite  inférieure  des  modules  des  racines. 


la  produit  (les  J'aclcurs  linéaire: 
muns  à  deux  polynômes  ilonnés. 


V  =  B„  î~  -H  1J>  z"-'  -I- .  . .  +  B„_,  s  -t-  B, 

deux  fonctions  entières  de  z,  l'une  du  degré  m,  l'autre  du 
degré  «,  et  dont  les  coefficients  sont  des  quantités  quel- 
conques données.  Chacune  de  ces  fonctions  peut  être 
décomposée  en  facteurs  linéaires,  et  parmi  les  facteurs 
de  U  il  peut  s'en  trouver  quelqui-s-uns  qui  appartiennent 


M 
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aussi  à  V.  Nous  désignerons  par  D  le  produit  de  tous  les 
facteurs  linéaires  égaux  ou  inégaux  communs  i  U  et  à  V, 
et  ce  produit  D  sera  dit  le  plus  grand  commun  dmseur  ' 
des  polynômes  U  et  V.  Dans  cette  recherche,  les  coeffi- 
cients Aq  et  6^  des  plus  hautes  puissances  de  z,  dans  U 
et  dans  Y,  ne  jouent  évidemment  aucun  rôle,  et  on  peut 
les  réduire  à  Tunité  en  divisant  les  coefficients  de  U 
par  A^  et  ceux  de  V  par  B<>. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  m  ne  soit  pas  in- 
férieur à  n.  Si  le  polynôme  V  divise  U  exactement,  il 
sera  évidemment  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé^ mais  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi;  dési- 
gnons par  Q  le  quotient  et  par. Rie  reste  de  la  division. 
On  aura 

U  =  VQ-hR; 

si  les  coefficients  A^  et  B^  n'ont  pas  été  réduits  à  l'unité, 
l'opération  que  nous  venons  d'exécuter  a  pu  introduire  des 
coefficients  de  forme  fractionnaire,  ce  qui  n'a  aucun  in- 
convénient au  point  de  vue  théorique;  mais  on  pourra  les 
éviter,  si  l'on  veut,  dans  les  applications,  en  multipliant  U 
par  un  facteur  constant  convenablement  choisi,  avant  de 
commencer  la  division.  Cela  posé,  tout  polynôme  qui 
divise  V  exactement  divise  aussi  le  produit  VQ,  et  s'il 
divise  en  même  temps  l'un  des  polynômes  U  et  R  il  divi- 
sera aussi  le  second.  U  résulte  de  là  que  les  polynômes  U 
et  V  admettent  les  mêmes  diviseurs  communs  que  les  po> 
lynômes  V  et  R;  donc,  en  particulier,  celui  des  diviseurs 
communs  à  U  et  V  qui  a  le  degré  le  plus  élevé  coïncide 
avec  celui  des  diviseurs  communs  à  V  et  R  qui  a  le  plus 
fort  degré  ;  en  d'autres  termes,  le  polynôme  D  que  nous 
cherchons  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes V  et  R. 
Nous  diviserons  donc  V  par  R,  et  si  la  division  se  fait 
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exactement,  R  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé. S'il  n'en  est  pas  ainsi,  désignons  par  R,  le  reste  de 
*  la  division  de  V  par  R;  le  raisonnement  que  nous  ayons 
fait  plus  haut  nous  prouve  que  le  polynôme  demandé  D 
sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  R 
et  Ri.  On  peut  continuer  de  la  même  manière  jusqu'à  ce 
que  Ton  arrive  à  un  reste  R    qui  soit  indépendant  de  z, 

et  cela  ne  peut  manquer  d'arriver  puisque  les  degrés  des 
restes  successifs  R,  Rj , . . ,  ,R„_,  i  R„  forment  une  suite 

décroissante.  Si  ce  reste  constant  R  est  zéro,  le  poly- 
nôme demandé  D  sera  égal  à  R  _  •,  mais  si  le  reste  con- 
stanlR    n'est  pas  nul,  les  polynômes  proposés  U  et  V 

n'auront  pas  de  diviseur  commun,  et  Ton  dit  alors  qu'ils 
sont  premiers  entre  eux^  ou  que  leur  plus  grand  commun 
diviseur  est  l'unité. 

Delà  résulte  cette  importante  proposition  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  équations  U  =  o ,  V  =  o  ont 
[j.  racines  communes  égales  ou  inégales^  on  pourra 
former  par  de  simples  div^isions  algébriques  une  équa- 
tion D  =  o  de  degré  (jl  qui  admettra  ces  fx  racines. 

48.  On  peut  tirer  de  ce  qui  précède  une  autre  propo- 
sition qu'il  convient  de  remarquer,  savoir  : 

Théorème  II.  —  Si  \]  et  \  sont  deux  fonctions  en- 
tières de  z,  sans  diviseur  conmiun,  on  pourra  trouver 
deux  autres  Jonctions  entières  de  z^\  et  Y,  telles  que 

Von  ait 

UX  —  VY  ^  I. 

En  efl'et,  si  Ton  exécute  l'opération  nécessaire  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  U  et  de  V,  on 
arrivera  à  un  reste  R    indépendant  de  z  et  différent  de 
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zéro.  On  aura  alors  une  suite  d'égalités  telles  que 

U  =  VQh-R, 
V  =  RQ.  -f-  R, , 
R=rR,Q,  H-R,, 

(0  /  

La  dernière  de  ces  égalités  peut  s'écrire 

(2)  R,^^-R^_,Q^^,-R^; 

tirons  de  Tavant-dernière  des  égalités  (i)  la  valeur  de 
R  _    pour  la  substituer  dans  l'égalité  (2),  il  viendra         % 

(3)  Q^_,R^_3-{«  +  Q^_aQ^_,)R^_,  =  -R^; 

considérons  pareillement  l'égalité  qui  précède  les  deux 
dernières  dans  le  système  (1),  tirons-en  la  valeur  de 
R     2  pour  la  substituer  dans  l'égalité  (3),  et  continuons 

la  même  série  d'opérations  :  il  est  évident  qu'on  formera 
de  cette  manière  une  suite  d'égalités  dans  lesquelles  le 
second  membre  sera  alternativement  -f- R    et  — R    et 

dont  le  premier  membre  sera  la  différence  de  deux  fonc- 
tions consécutives  prises  dans  la  suite 

R^_3,  R/.-4,   ■•,  R.  V,  U 

multipliées  Fune  et  l'autre  par  une  fonction  entière  com- 
posée avec  les  quotients  Q,  Qi,  Qs»  •  •  •  La  dernière  de 
ces  égalités  sera  de  la  forme 

MU  — NV=r±R^, 

^^)  en  désignant  par  X  et  Y  les  quotients  de  M  et  N  par  . 
'3  constante  d=    R,  on  aura 

UX  —  VY  —  I . 
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Des  fonctions  entières  dans  lesquelles  plusieurs  facteurs 

linéaires  sont  égaux. 

4?9.  Théorème  I.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  une  fonction  entière  f[z)  et  sa  dériuée  f'{z)  est 
égal  au  produit  des  facteurs  linéaires  multiples  qui  figu- 
rent dans  f[z)y  élet^és  chacun  à  une  puissance  moindre 
d'une  unité, 

La  fonction  f{z)  étant  décomposée  en  facteurs  li- 
néaires, soit 

/(z)  =  (z  —  a,)(z — «2).  ..{a  —  ûf«), 

on  sait  que  la  dérivée  y  (-z)  est  le  coefficient  de  la  pre- 
mière puissance  de  h  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion 

/{z-\-  Â)=z  [z  —  rt,  -h  li){z  —  a2-h  h).  .  '.(a—  a^  H-  h)\ 

le  quotient  sera  donc  le  coefficient  de  la  première 

puissance  de  A,  dans  le  développement  de 

f{z)  \  z—aj\  z  —  a^l         \  z  —  aa^l 

et  l'on  aura  par  suite 


Si,  parmi  les  racines  a^  a^, .  . .  ,«,„,  il  y  en  a  m^  égale, 
à  ai,  m,  égales  à  a,, ... ,  w„  égales  à  a„,  il  viendra 

f'{z)  /W,  Wj  ntn 


.  .  -I J 


J{z')        z  —  a,        z  —  «2  z  —  a, 

les  nombres  mj,  //îj,.  .  . ,  fn^  dont  la  somme  est  m  éiarm  • 
égaux  ou  supérieurs  à  Tunité.  Le  second  membre  de  cet  t<-^ 
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égalité  se  réduit  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  est 

et  dont  le  numérateur 

i|»(«)  z=  nti  (z  —  fla)...(z  —  an)  -f-  /w,(z  —  «,)...(«  —  ^„^  -f-. .. 

n'est  pas  divisible  par  l'un  des  facteurs  de(f(z)^  puisque 
toutes  les  parties  de  ^  (z)  contiennent  ce  facteur  à  l'ex- 
ception d'une  seule.  L'égalité  précédente  donne 

<f(z) 
et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  elle  montre  que 


m„ — I 


(f(z) 

est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 
/(z)  et  y  (z).  Le  degré  de  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur est  m,  -f-  mg  4- . . .  4-  //In  ' —  ^  ou  m  —  n. 

SO.  Théokeme  il  —  Si  une  fonction  entière  f[z)  a 
des  facteurs  linéaires  multiples^  on  peut  obtenir,  par  de 
simples  divisions  algébriques^  le  produit  des  facteurs 
linéaires  qui  figurent  dans  f(z)  a\^ec  un  même  expo- 
sant. 

D'après  ce  qui  précède,  si  y  (2)  et  sa  dérivée /^' (2) 

n'ont  pas  de  diviseur  commun,  le  polynômey(z)  n'aura 

que  des  facteurs  linéaires  simples.  Mais  s\f(z)  elf  [z) 

ont  un  plus  grand  commun  diviseur  yi  (^),  le  polynôme 

f(^)  aura  au  moins  des  facteurs  doubles,  et,  dans  tous  les 

cas,yj  {^z)  sera  le  produit  des  facteurs  linéaires  àe  f[z) 

^'e\és  chacun  à  une  puissance  moindre  d'une  unité.  On 

P^Ut  raisonner  sxxvf  (z),  comme  nous  venons  de  le  faire 

*  l'égard  àef[z)  ;  supposons  généralement  qu'on  trouve 
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un  plus  grand  com?nun  diviseur  y,  (-z)  à/,  (z)  et  à  sa  dé- 
rivée, qu'on  en  trouve  aussi  un /g  (z)  à /i  (2)  et  à  sa  dé- 
rivée, etc.,  qu'on  en  trouve  un  enfin y;,_i  (z)  à  /„_,  [z)  et 
à  sa  dérivée,  et  que  ce  dernier  plus  grand  commun  divi- 
seur soit  premier  avec  sa  dérivée.  On  conclura  de  là  que 
le  polynôme  y  (jî)  a  des  facteurs  linéaires  multiples  de 
l'ordre  ti,  mais  qu'il  n'en  a  aucun  d'un  ordre  supérieur 
à  71.  En  outre,  si  l'on  désigne  généralement  par  Z  le  pro- 
duit des  facteurs  linéaires  dej'[z)  d'ordre  /x,  pris  chacun 
une  fois  seulement,  il  est  évident  que  l'on  aura 

fn-x{z)  —  Z„, 

Jn—Z  (2)  ^=^  Z„  Z„.._|  Z„_5  , 


y  2  (  ^  j        ^n         ^n — I  •  •   •  ^3  » 


J\  \Z] ^n        ^11  -  I  •   .  «Zj  Zj  , 

y  (  î)         :=^L,^Ln       ...Z^Z^Zi. 

Si  l'on  fait 


/^-w 


Q„    et   /„_,(z)=Q,„ 


on  aura,  en  divisant  chacune  des  égalités  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  par  celle  qui  la  précède,  et  en  conservant 
la  première  d'entre  elles, 

Q„     =1  Z|,, 


Enfin,  en  divisant  encore  chacune  de  ces  équations  par 
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celle  qui  la  précède,  il  vient 

d'où  il  suit  que  les  polynômes  Zi,  Zi,...,  Z^»  s'obtiendront 
par  de  simples  di  y i  sions . 

Diaprés  l'hypothèse  que  nous  avons  faite^  il  y  a  certai- 
nement des  facteurs  linéaires  de  Tordre  /»  dans  f{z)<f 
mais  ceux  des  ordres  inférieurs  peuvent  faire  défaut,  et, 
dans  ce  cas,  les  valeurs  de  Z;i_i,"  ou  de  Z„_,,  ou  etc.,  doî- 
vent  se  réduire  à  des  constantes. 

Corollaire.  —  La  résolution  (Tune équation  quia  des 
racines  égales  se  ramène  à  celle  tTune  ou  de  plusieurs 
é(fuations  qui  nont  que  des  racines  simples. 

Propriété  des  dérivées  des  fonctions  entières. 

51.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière  y  (^) 
dans  laquelle  les  coefficients  soient  des  quantités  réelles, 
et  supposons  que  la  variable  z  reste  réelle.  Si  l'on  donne 
à  cette  variable  une  valeur  particulière  z^  pour  laquelle 
la  dérivée  y  (z)  ne  soit  pas  nulle,  et  que  l'on  pose 

/(3o-hA)-/(3o)__ 
^ — ; — /    l^oj  -4-60, 

on  pourra  (n**  40)  assigner  une  qiiantité  positive  r  telle, 
que  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre  — r  et 
+  r,  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  ait  le 
signe  dey  (zo).  Il  s'ensuit  que  si  /'[z^]  est  une  quantité 
positive,  la  fonction  y  (-z)  croîtra  constamment  quand  on 
fera  croître  z  depuis  z^  —  r  jusqu'à  z©  4-  r.  Au  contraire, 
^^/'(^o)  est  négative,  y  (z)  décroîtra  quand  z  croîtra  de 
^•  — r  à  Zo  -h  /'.  De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.   —  La  fonction  entière  f(z)  supposée 
I.  8 
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réelle  croît  as^ec  la  variable  réelle  z^  tant  que  la  déri- 
\^ée  J'  (z)  reste  positis^e^  et  elle  décroît  quand  on  fait 
croître  z^  tant  que  la  dérivée  f  [z]  est  négatis^e. 

Il  faut  remarquer  que,  z  croissant  de  —  oo  à  -f-  oo  »  la 
dérivée  y  [z)  peut  s'annuler  une  ou  plusieurs  foîs,  mais 
cette  circonstance  ne  peut  être  l'occasion  d'une  difficulté. 
Supposons,  par  exemple,  que/*'  [z)  s'annule  pour  z  =  z^^ 
et  prenons  une  quantité  g  assez  petite  pour  que  Zo  soit  la 
seule  racine  de/'(z)  =  o,  comprise  entre  Zq — g  et 
Zo  -\-  g]  désignons  en  même  temps  par  h  une  quantité 
positive  inférieure  à  g*  et  aussi  petite  d'ailleurs  que  l'on 
voudra.  Le  théorème  précédent  s'appliquera  sans  diffi- 
culté, quel  que  soit  7i,  aux  valeurs  de  z  comprises  entre 
Zq  —  g"  et  Zo  —  l^  ou  entre  Zo-\-h  et  Zq  -\-  g\.  or,  ces  deux 
intervalles  se  succèdent  à  la  limite  quand  on  fait  /z  =  o.  A 
l'énoncé  qui  précède,  on  peut,  si  l'on  veut,  substituer  le 
suivant  : 

La  fonction  entière  f(z)  supposée  réelle  croît  ai^ec  la 
variable  réelle  2,  tant  que  la  déris^ée  f  [z)  n*est  pas  né- 
gatii^e,  et  elle  décroît  quand  on  fait  croître  z^  tant  que 
la  dérivée  f  [z)  n  est  pas  positive. 

S2.  Nous  allons  établir  actuellement  un  théorème  ana- 
logue au  précédent  et  qui  se  rapporte  au  cas  général  où  les 
coefficients  de  la  fonction  y  (z)  sont  des  quantités  quel- 
conques réelles  ou  imaginaires,  et  où  la  variable  reçoit 
aussi  des  valeurs  quelconques. 

Posons 

z  n=  p  (cosw  H- /sinw), 

et  soit 

/(z)  =  Ao2'"-i-  A.z^-'-h..  .4-A„,,     . 

ou 

/(z)  =  Aof"*(cosm(ù  -h-  isin/ww)  -h  .  .  .  4-  A^,. 
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La  dérivée  y  {z)  a.  pour  valeur 

/'{z)=mAoZ'^-'  4-  (m  —  i)  A.z'"-'^-.  . ., 
d'où  Ton  conclut 

z/'  {z)=:  mX^z""  -\-  [m  —  i)A,z"-^'  H-.  .  •; 

d'un  autre  côté, ^ (2)  est  une  fonction  entière  de  la  va- 
riable réelle  p,  et  si,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on 
nomme  fi{z)  la  dérivée  de  /*(«),  on  aura 

p/J(z)  z=:  /w  Aop"'(cos/?2û)  H-  /sinw»)  -h.  . . . 
La  comparaispn  des  deux  formules  précédentes  donne 

z/'(z}^p/,(z),,    d'où    /'{z)  =  l/,{z). 

D'après  ceJa,  la  formule 

/{z  -h  h)  -f[z)  =  hf  [z)  4.  hz 
du  n**  42  deviendra 

(.)  f{z^h)-f{z)^^^f,{z)  +  h,, 

(désignant  toujours  une  quantité  qui  s'annule  en  même 
temps  que  h. 

Cela  posé,  supposons  que  l'accroissement  h  donné  à  z 
ne  change  pas  le  module  de  cette  variable  et  qu'il  ait  seu- 
lement pour  effet  d'accroître  l'argument  co  de  la  quan- 
tité d,  on  aura 

jz-H^  =:p  [cos(w  -h  ^)  -h  «sin  ;w  -h  <î)] 

=:p(coSû)-|-  isinw)  (cos^  -h  /sin^), 

d'où  d'en  tire  facilement 


-  =  sin  S  \  i  —  tani;  -  0  )  ; 
U formule  (i)  devient  alors 
/(z4-A)-/(z)z=psin(î(i--tangi(î^  [/.(«) -^-- H' 


h  1 

Le  module  de  -  est  a  sîn-  cï;  donc,  la  valeur  de  z  étan 
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OU 

(2)  ./(z  +  /z)-/{z)z=psin^[//.(z)r+->,], 

en  posant 

>î  =  —  lang  -  ^./,  [z)  -1-  (  ' —  tang-  ^  |  -  s. 

h 

z  a 

donnée,  on  pourra  prendre  à  assez  petit  en  valeur  absolu 

pour  que  le  module  de  h  soft  moindre  qu'une  quantit 

donnée  quelconque.  Dès  lors  la  même  chose  aura  lieu 

regard  de  e,  et  aussi  à  Tégard  des  modules  des  deux  pai 

ties  qui  composent  la  valeur  de  r/^  donc  enfin^  si  la  valeu 

absolue  de  à  est  suffisamment  petite,  le  module  de  »  ser 

inférieur  à  une  quantité  quelconque  donnée  r.  Posons 

/(z)  =  P-+-/Q, 
f[z  4-  /,)  z=r  (P  -4-  A  P)  -4-  /  (Q  -+-  AQ), 
/.(z)=:P'  +  /Q', 
»  =  a  4-  î6, 

l'équation  (a)  deviendra 

AP  -h  I  AQ  —  p  sin*  (—  Q'  -h  / P')  -h  p  sin^(a  -f-  /6), 

et  elle  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 

AP  =  (—Q'  •4-a)psin(y, 
AQ=r(-hP'  -h  6)psin^. 

Puisque  le  module  de  a  +  6i  est  inférieur  à  r  tant  que  ' 
valeur  absolue  de  5  reste  au-dessous  d'une  certaine  limit 
a  et  6  seront  compris  entre  —  r  et  -h  r.  D'ailleurs  r  e 
aussi  petit  que  l'on  veut,  donc,  si  P'  et  Q'  ne  se  n 
duisent  pas  à  zéro,  les  quantités  AP  et  AQ  seront  re 
pectivement  de  même  signe  que  —  Q'  sin  J  et  H-  P'  sin 
De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IT.  —   Soitfi^z)  une  fonction  entière  4 
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la  variable  imaginaire  z  :=  p  (cos  tt>  -f- 1  sin  «)  -,  posons 
/(^)  =  P-f-iQ,  P  eZ  Q  étant  des  fonctions  réelles  et 
entières  de  p  qui  dépendent  aussi  de  V argument  w,  et 
désignons  par  P',  Q'  les  dérivées  des  polynômes  P  ef  Q 
prises  par  rapport  au  module  p.  Si  Von  attribue  à  ce 
module  p  une  valeur  déterminée  et  que  Von  fasse  croître 
l'argument  tù  de  o  à^TZ^  la  fonction  Q  croîtra  tant  que 
V  sera  positive  et  elle  décroîtra  tant  queV  sera  néga- 
tive» Au  contraire  y  la  fonction  P  décroîtra  tant  que  Q' 
sera  positive  et  elle  croîtra  tant  que  Q'  sera  négatii^e. 

Théorème  de  Cauchj, 
53.  La  variable  imaginaire 

peut  être  figurée  géométriquement  (n°  44)  par  un  point 
mobile  M  ayant  pour  abscisse  x,  et  pour  ordonnée  j",  re- 
lativement à  deux  axes  rectangulaires  fixes  O a:  et  Oj,  Si 
pet  Cl)  désignent  les  coordonnées  polaires  du  même  point, 

on  aura 

j?  =  p  cosgi),    X  ^^  p  sin  û), 
el,  par  suite, 

(î)  z  =1=  p(cos»  H- /sinw), 

en  sorte  que  p  est  le  module  et  o)  l'argument  de  la  variable 
imaginaire  z. 

En  outre,  si  f(z)  désigne  une  fonction  entière  de  ^  d'un 
degré  quelconque  m  dans  laquelle  les  coefficients  soient 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires  données,  on  aura,  en 
remplaçant  z  par  la  valeur  (i), 

PetQ  étant  des  fonctions  réelles  et  entières  des  coor- 
données X  et  y]  d'où  il  résulte,  comme  nous  l'avons  déjà 
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dit,  que  la  recherche  des  racines  de  réquation 

équivaut  à  celle  des  points,  pour  lesquels  on  a  simultané- 
ment 

PzzrO.      Q=o, 

et  auxquels  nous  appliquons,  pour  abréger,  la  dénomi- 
nation de  racines. 

Enfin,  si  le  polynôme  f(z)  est  divisible  par  la  w'*"" 
puissance  de  z  —  2^,  sans  l'être  par  une  puissance  supé- 
rieure du  même  binôme,  nous  sommes  convenu  (n**  45) 
de  dire  que  réquationy(z)  =0  a  n  racines  égales  à  ^0? 
on  a,  dans  ce  cas, 

/(Zo)  =r  o,     f  (Zo)  =:  O,  .  .  .  ,      /'-'  [z,]  =  O, 

mais  la  dérivc*e  du  ^^'^'"*  ordre, y"  [z)  ne  s'annule  pas  pour 

z  =^=  Zq, 

54.  Ces  notions  rappelées,  nous  nous  proposons  d'éta- 
blir ici  une  proposition  importante  due  à  Cauchy  et  qui 
constitue  l'un  des  plus  beaux  théorèmes  de  l'Algèbre.  La 
démonstration  que  nous  allons  présenter  sera  fondée  sur 
le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Soient  z  =  x  -h  ij"  une  variable  iniagi" 
naire  etf(z)  ==  P  -+-  /Q  une  fonction  entière  de  z,  d^un 
degré  quelconque  m  ^  P  e/  Q  étant  des  quantités  réelles. 
Supposons  que  l'équation  f[z)  =0  ait  n  racines  égales 
à  Xq-{-  ij(^,  n  poui^ant  être  égal  à  i^  et  considérons  le 
point  G  dont  les  coordonnées  sont  x^  ^^Jay  relatis^ement 
à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Décrii^ons  une  cir* 
conférence  du  point  G  comme  centre  y  a^ec  un  rayon  p 
suffisamment  petite  et  désignons  par  o)  l'angle  formé, 
avec  la  direction  Oxy  par  la  direction  du  rayon  GM^  de 
manière  que  cet  angle  soit  nul  quand  GM  a  la  direction 
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de  Ox  et  quil  croisse  quand  le  rayon  GM  se  nieut  tou- 
jours dans  le  même  sens,  en  s^ élevant  de  Ox  vers  Oj, 
Cela  posé,  si  le  point  mobile  M,  partant  d*une  position 
quelconque,  décrit  la  circonférence  entière  pour  rev^enir 

à  sa  position  première,  c'est-à-dire  si  V angle  tù  aug- 

p 
mente  de  21:^  le  rapport  —  ?  qui  pour  chaque  position  du 

point  M  a  une  valeur  déterminée^  s'annulera  précisément 
autant  de  fois  quil  y  a  d'unités  dans  le  nombre  2  w,  et, 
en  s^ annulant,  ce  rapport  passera  toujours  d\me  valeur 
positive  à  une  valeur  négative. 


0 


On  pourrait  ajouter  que  le  rapport  —  devient  infini  un 

nombre  de  fois  égal  à  2^,  et  qu'à  chaque  fois  il  passe 
d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive;  mais  nous 
avons  voulu  réduire  notre  lemme  à  ce  qu'il  a  d'essentiel 
pour  l'objet  auquel  nous  le  destinons.  11  donnera  d'ail- 
leurs le  complément  dont. nous  venons  de  parler,  si  on 

l'applique  à  la  fonction  if(z)>  Faisons  encore  une  re- 

P 

marque  importante  :  pour  que  le  rapport— ait  en  chaque 

point  delà  circonférence  une  valeur  déterminée,  il  suffit 
que  le  rayon  p  ne  soit  pas  égal  à  la  distance  du  point  z^  à 
lun  des  autres  points  racines  de  l'équation /*( 2)  =  o; 
niais  rien  ne  limite  la  petitesse  de  p  et  ce  rayon  se  trou- 
vera assujetti,  dans  notre  démonstration,  à  être  moindre 
que  la  plus  petite  des  distances  dont  nous  venons  de 
parler. 
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Posons 
comme  on  a,  par  hypothèse, 

./{Zo)  =  0,      /'(2o)rz:0,...,      /•"'  (Zo)  =  O, 

et  que/*"  (z^^)  n*est  pas  nulle,  la  valeur  def(z)  ordonne 
suivant  les  puissances  de  h  sera 

I  .  2  .  •.  /I  1.2.  ..Ht 

Si  Ton  désigne  par  p  et  o)  le  module  et  l'argument  d 
la  variable  A,  on  aura 

/i  =  p(co5o)  -h  <sin6>); 
représentons  en  outre  par  C    et  a    le  module  et  Fargu 

/•M  /  \ 

ment  de  la  quantité —^7  de  manière  que  l'on  ail 

1  . 2  •  .  *  |X 

pour  toutes  les  valeurs  /»,  «  -f-  i , . . . ,  m  de  j:x, 

^^!M-  =  C   (C08«    +/sin«   ); 

I  .2.  .  .  fZ  '^  '^  '^^ 

l'expression  de/^(z)  deviendra 

/ /(z)  =irC„p»  [ces  (/!» -4- a„) -f-isin{/i&> -+-«„)] -f-... 
(2)  < 

■    C;„p'"[cos(m«-+-a;„)-4-fsin(//iw-ha„)], 


et  Ton  aura,  en  conséquence, 

r  P  =  C„p"  cos  («w  -h  a„)  -f- .  .  .  H-  C^p"  ces  (m  w  -h  a»),  . 
^       j  Q  =  C«p'*sin(/îw-ha„)-l-..  .-hC„p'"sin  (/ww-l-a^); 

on  aura  aussi,  en  désignant  par  Q'  la  dérivée  du  pol; 
nôme  Q  par  rapport  à  la  variable  p, 

(4)  Q'  ~  n  C„p"^'  sin  (/iw  -ha;,)  -+-.  .,4-  m C/np'^-'sin  (/tiai -f- og. 
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Cela  posé,  quel  que  soit  Tangle  o),  on  peut  faire 

(5)  /I  »  -h  a„  r=:  K h  /l  6, 

en  désignant  par  K  un  entier  positif  ou  négatif  et  par  ne 
un  angle  compris  entre  —  -^  et  4-  7*  Supposons  d'abord 
que  le  nombre  K  soit  impair,  et  posons 

les  formules  (3)  et  (4)  deviendront  alors 

!(  — i)*P  =  —  C„p"sin/îs  -h. . ., 
(  — l)*Q=:-f-C«p"COS/2s4-.  .., 
(  —  0*Q'=  -+-  ^  C„p'»-*  cos/ie  -4- 

Soit  maintenant  0  un  angle  positif  déterminé,  inférieur 

i  j-  et  aussi  petit  d'ailleurs  que  l'on  voudra  ^  on  pourra 

(n°  40)  assigner  une  quantité  positive  r  telle,  que  dans 
chacun  des  polynômes 

±  C„p»  sin  /î  Ô  -f-  C;h-,  p'*^'  -f- . . .  -h  C^p™, 
zfc  C„p"cos/ï  9  -h  C^,  p»+'  -h . . .  H-  C^^.p'», 
±:72C„p»cos/2Ô  -f-  [n  -f-i)C„+«  p"+'  -h. . .  +  /?IC«p^ 

le  module  du  premier  terme  soit  supérieur  au  module  de 
la  somme  de  tous  les  termes  suivants,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  p  comprises  entre  o  et  r.  Nous  donnerons  à  p  une 
valeur  déterminée  au-dessous  de  la  limite  r,  et  cette  valeur 
sera  le  rayon  du  cercle  que  nous  avons  à  considérer. 

D'après  cela,  e  étant  compris  entre  —  -t—  et  -h  y—^  si 

cet  angle  tombe  en  dehors  des  limites —  6  et  -h  6,  la  va- 
leur absolue  de  sin/^e  sera  supérieure  à  sin/»0,  et,  en 
eonséquence,  le  module  du  premier  terme  du  second 
Membre,  dans  la  première  des  formules  (6))  surpassera 
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le  module  de  la  somme  des  termes  suivants;  donc  P  ne 
peut  s'annuler  que  si  e  est  compris  entre  —  6  et  -\-  6. 
Mais  pour  les  valeurs  de  e  comprises  entre  — 6  et  4-  0, 
le  premier  terme  du  second  membre,  dans  chacune  des 
deux  dernières  formules  (6),  est  supérieur  au  module  de 
la  somme  des  termes  qui  suivent,  par  conséquent  ( — i)*Q 
et  ( —  i)*Q'  sont  positifs.  Alors  le  polynôme  ( —  i)*P  dé- 
croît constamment  (n*^  52)  quand  s  croît  de  — ^  à  -h  6; 
ce  polynôme  a  d'ailleurs  le  signe  +  pour  s  =  —  6,  et  il  a 
le  signe  —  pour  e  =  -|-  9;  donc  il  s'annule  une  fois,  et 
seulement  une  fois,  quand  t  croît  de  —  ô  à  -h  9.  On  voit 
aussi  que  ( —  i)*  P  passe  en  s'annulant  d'une  valeur  posi* 
tive  à  une  valeur  négative  *,  et  comme  ( —  i)*Q  reste  posi- 

P 
tif,  on  peut  dire  que  le  rapport  ~  s'annule  une  fois  en 

passant  du  positif  au  négatif,  quand  fi  croît  de  —  0  à  +  0. 
Si  le  nombre  K  est  pair  et  que  l'on  ait 

la  première  des  formules  (6)  devra  être  remplacée  par  la 

suivante  : 

(—  i)*P  =4-  Cnp^cosne  H-. . .  ; 

l'angle  6  défini  plus  haut  est  inférieur  ày— *,  il  en  est  de 

même  de  la  valeur  absolue  de  e  •,  d'où  il  résulte  que  cos/ifi 
est  supérieur  à  sin/zd,  et,  en  conséquence,  la  fonction  P 

ne  s'annule  pas  quand  e  varie  de  —  -7—  à  4-  -7— 

Maintenant,  si,  en  partant  d'une  valeur  quelconque 
de  0),  on  veut  décrire  la  circonférence  entière,  de  manière 
à  revenir  au  point  de  départ,  il  sera  nécessaire  et  suffisant 
de  donner  à  l'entier  K  4'*  valeurs  entières  consécutives 
quelconques,  o,  i,  2,  3, .  . . ,  (4'^  —  i)?  par  exemple.  A 
chacune  des  2?i  valeurs  impaires  de  K  correspondra  une 
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valeur  de  e  comprise  entre  — 6  et  -h  0,  pour  laquelle  le  rap- 

P    , 
port  —  s'annulera  en  passant  du  po'sitif  au  négatif,  ce  qui 

achève  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée.  Nous 
aurions    pu    abréger   cette    démonstration    en   prenant 

0=7—;  mais  le  procédé  que  nous  avons  suivi  a  Pavan- 

lage  de  montrer  que  les  valeurs  de  ww-Ha»  pour  les- 

P 

quelles  —  s'annule,  ont  pour  limites  les  multiples  impairs 

de  -j  quand  on  fait  décroître  indéfiniment  l'angle  9, 

S5.  Au  moyen  du  lemme  que  nous  venons  d'établir  et 
en  faisant  usage  de  considérations  ingénieuses  que  nous 
empruntons  à  une  Note  de  MM.  Sturm  etLiouville  (*), 
on  démontre  très-facilement  le  théorème  de  Caucliy  qui 
consiste  dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  z  une  ^variable  imaginaire 
^-{-iy,  f{z)  =  P-f-'Q  une  fonction  entière  de  cette 
variable^  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  et  en- 
tières  des  variables  x  et  y.  Traçons  dans  le  plan  des 
axes  rectangulaires  Oa:,  Oj^  un  contour  fermé  quelcon' 

(jue  qui  ne  passe  par  aucun  des  points  racines  de  Vcqua- 

p 

^^onf(z)  =  Oy  auquel  cas  le  rapport  -r^aura^  en  chaque 

point  du  contour^  une  valeur  déteiminée.  Si  Von  suit  le 

contour  ABCD  en  partant  d  ^un  point  quelconque  A  et  en 

^narchant  toujours  dans  le  même  sens  ABCD  jusqu'à  ce 

p 
yw  on  soit  rev^enu  au  point  de  départ ^  le  rapport  -rzprcn- 

^'Vi  diverses  valeurs^  et  il  passera  par  zéro  chaque  fois 
9^  P  sera  nul^  tandis  qu  il  dei^iendra  infini  lorsque  Q 

^^^^— ■^W— ^«^i^^^M^—^— —     ■  ■   ■  imn  Mil.— ■—  ■    ■■      I       II  m^m         ■  m»  i    mi   ■       ■       ij  ■— ^^— *^»^— ^^^ 

C*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquéeSy  l*'  série,  t.  I,  p.  278. 
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s'annulera .  Cela  posé,  soîl  k  le  nombi-e  dejois  que  le  rap- 

P  ,.  .  ,  ,       . 

port.  -  j  en   s  évanouissant  et   en  changeant  de  signe, 

passe  du  positif  au  négatif,  h'  le  nombre  de  J'ois  (jue  le 
même  rapport,  en  s'éwanouissanl  et  en  changeant  de 
signe,  passe  du  négatif  au  positif;  le  nombre  k  ne  sera 
jamais  inférieur  à  h'  et  l'excès  A  —  if  :=  A  sera  toujours 
égal  au  double  afi  du  nombre  [*  des  racines  égales  ou 
inégales  de  r<i(]uationf{s)  =:  o,  comprises  dans  la  por- 
tion du  plan  limitée  parle  contour  ABCD, 


Le  contour  fermé  ABCD  est  (juelconque,  convexe  ou 
non  convexe;  pour  bien  fixer  le  sens  dans  lequel  ce  con- 
tour doit  être  parcouru,  imaginons  un  cercle  d'un  rayon 
aussi  petit  que  l'on  voudra,  qui  touche  le  contour  au 
point  de  départ  A  et  qui  soit  (.■ntièreiueiii  situé  dans  l'es- 
pace limité  par  ce  contour;  en  même  temps  supposons 
que  l'on  ait  transporté  les  axes  Ox  et  Oy  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  centre  du  cercle.  Si  l'on  parcourt  la 
circonférence  du  cercle  en  marchant  de  l'axe  des  x  vers 
l'axe  des  y,  lorsqu'on  atteindra  le  point  À,  la  direction  du 
mouvement  sur  le  cercle  sera  aussi  celle  du  mouvement 
que  nous  considérons  sur  ]e  coulour  ABCD. 

Kemaii^uons  encore  que,  d'après  l'énonce  du  théorème, 
on  n'a  point  à  cousidérer  les  changements  de  signe  que 

peut  offrir  le  rapport  —  quand  il  devient  infini;  eu  outre, 
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il  peut  arriver  que  ce  rapport  s'annule  sans  changer  de 
signe,  mais  il  n'y  a  point  lieu  de  se  préoccuper  de  cette 
circonstance.  Ajoutons  que,  pour  abréger  le  discours, 
l'excès  A  sera  dit  r excès  relatif  au  contour  donné  A6CD. 
La  démonstration  que  nous  allons  présenter  se  compo- 
sera de  quatre  parties  : 

1®  Si  le  théorème  énoncé  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA  et  ADBA  qui  ont  une  partie  commune  AB,  il  a  lieu 
aussi  pour  le  contour  total  ADBCA  formé  par  leur  réu- 


nion. 


0 


Eu  effet,  soient  ^  le  nombre  des  racines  égales  ou  iné- 
gales comprises  dans  le  contour  total  ADBCA,  et  A  Texcès 
relatif  à  ce  contour;  soient  aussi  (j!  et  A\  [â"  et  A'^  les 
quantités  analogues  pour  les  contours  respectifs  ABCA  et 
ADBA.  On  a,  par  hypothèse, 

niais  la  somme  A^  +  A'^  se  compose  évidemment  de  l'excès 
à  augmenté  de  la  somme  des  deux  excès  qui  répondent 
l'un  à  la  partie  AB  du  contour  partiel  ABCA  et  Tautre  à 
'a  partie  6A  du  second  contour  ABDA;  il  est  évident 
<lUe  ces  deux  derniers  excès  sont  égaux  et  de  signes  con- 
^'*aires*,  donc  on  a 

A  =:  A'  4-  A", 


Il  résulte  de  là  que  : 

Si  le  théorème  énoncé  n  Up.u  pour  an  nombre  quelcon- 
que de  contours  juxtaposés^  il  a  lieu  aussi  pow  le  con- 
tour Jornié  par  leur  réunion . 

2"  Le  théorème  énoncé  a  lieu  lorsqu'il  ny  a  aucune 
racine  de  V équation  f  t^z)  ^  b,  dans  V espace  limité  par 
le  contour  donné.  En  d'autres  termes,  si  l'on  a  fi^=o, 
on  a  aussi  A  ^=  o. 

En  effet,  il  peut  y  avoir  dans  l'intérieur  du  contour 
donné  comme  sur  le  contour  nii^me  des  poiuts  pour  les- 
quels on  a  soitP  ^:  o,  soit  Q=:  o;  mais,  par  liypolbèse, 
il  n'en  existe  aucun  pour  lequel  on  ail  à  la  fois  P  =  o, 
Q  =  o.  Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  toujours  décompo- 
ser l'espace  limité  par  le  contour  donné  eu  plusieurs  par- 
ties telles,  que  chacune  ue  renferme  daus  son  intérieur  ou 
sur  son  contour  aucun  point  pour  lequel  on  ait  P  ^  o, 
on  auciui  point  pour  lequel  on  ait  Q=o.  Eu  outre, 
d'après  ce  qui  précède,  le  théorème  de  Cauchy  subsistera 
pour  le  contour  donné,  s'il  a  lieu  pour  les  divers  con- 
tours partiels  dont  nous  venons  de  parler;  il  suffit  donc 
de  considérer  ces  derniers. 

Si,  dans  l'intérieur  d'un  contour  et  sur  ce  contour,  on 
n'a  jamais  P^  o,  il  est  évident  que  l'on  a  A  =  o,  puisque 

le  rapport—  ne  s'annule  pas.  Si,  au  conlraire,  la  fonc- 
tion P  s'annule,  mais  que  l'on  n'ait  jamais  Q  =  o,  la 
fonction  Q  conservera  le  même  signe  aux  divers  points 

du  contour  et  le  rapport  ~  ne  pourra  changer  de  signe 
qu'en  s'évanouîssanl.  D'ailleurs,  comme  ce  rapport  re- 
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prend  sa  valeur  primitive  quand  on  a  parcouru  le  contour 
entier,  il  est  évident  que  s'il  s'est  annulé  k  fois  en  passant 
du  positif  au  négatif,  il  s'est  annulé  pareillement  A*  fois  en 
passant  du  négatif  au  positif.  On  a  donc  encore  A  =  o. 

3**  Le  théorème  énoncé  a   lieu  lorsque  Véquation 
/(z)  =  o  n*a  quunc  seule  racine^  d'un  degré  de  multi- 
plicité quelconque  n,  dans  V espace  limité  par  le  contour 
donné.  On  a,  en  conséquence^  A  =z  2.71, 


0 


Soient  ABCD  le  contour  donné  et  G  le  point  racine  flu 
degréw  de  multiplicité.  Si  du  point  G  comme  centre,  avec 
un  rayon  suffisamment  petit,  on  décrit  la  circonférence 
MINK,  puis  que  Ton  joigne  respectivement  les  deux 
points  M  et  Nde  cette  circonférence  à  deux  points  P  et 
Qdu  contour  donné,  le  théorème  de  Cauchy  aura  lieu, 
d'après  ce  qui  précède,  et  d'après  le  lemme  du  n**  54, 
pour  les  trois  contours  juxtaposés  KNQDAPMK,  MINKM 
etiMPBCQNI',  donc  il  a  lieu  pour  le  contour  proposé 
ABCD  qui  résulte  de  la  réunion  des  trois  précédents.  Les 
deux  premiers  des  contours  dont  il  vient  d'être  question 
ont  la  partie  commune  NKM,  et  leur  réunion  forme  le 
contour  NQDAPMIN  ;  celui-ci  a,  avec  le  dernier  des  trois 
considérés,  la  partie  commune  PMINQ,  et  leur  réunion 
forme  le  contour  ABCD. 

4°  Le  théorème  énoncé  a  lieu^  quel  que  soit  le  nombre 
^s  points  racines  compris  dans  le  contour  donné. 
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En  efiel,  on  peut  décomposer  l'espactf  lîmilé  par  le 
contour  en  plusieurs  parties  qui  ne  contiennent  chacune 
qu'un  seul  point  racine  ;  le  théorème  aura  lieu  pour  cha- 
cun des  contours  partiels  que  l'on  obtiendra  ainsi,  et  en 
conséquence  il  aura  également  lieu  pour  le  contour  pro- 
posé qui  résulte  de  leur  réunion. 

Le  théorème  de  Cauchy  est  donc  complètement  dé- 
montré. 

56.  Il  faut  remarquer  que  la  démonstration  précédenie 
ne  suppose  eu  aucune  façon  l'existence  du  principe  d'après 
lequel  toute  équation  a  une  racine,  et  j'ajoute  que  ce 
principe  n'est  qu'un  corollaire  du  théorème  de  Cauchy, 
lequel  peut  être  regardé  dès  lors  comme  le  fondement  de 
la  théorie  des  équations.  Voicî,  en  effet,  une  démonstra- 
tion nouvelle  du  principe  du  n"  44,  qui  est  analogue  À 
celle  du  lemme  du  n"  54. 

Etant  donnée  l'équation  J'(z)  =  o,  traçons  deux  axes 
reclangulaires  et  décrivons  de  leur  origine  comme  centre 
un  cercle  dont  le  rayon  p  soit  aussi  grand  que  l'on  voudra, 
SoJt 

(,)         /{z)  =  A„î"-h  AiS"-'  +.  ..-i-A„_,z-i-A„; 

si  l'on  désigne  par  C    et  a^le  module  el  l'argument  dit 
coefficient  A^,  et  que  l'on  pose 


/(=)= 

Cf  [».(""  +  «. 

+ 

sin 

-f- 

C.^,  [»,(„  +  .„ 

+ 

sin( 

C.(co!a.  +  (Bin. 

): 

Taisant 

, 

/■(=)  = 

p  + 

'Q, 
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il  vieodra 


\T= 


P  =  CiP"cos(iw«-f-  a,)-f-.  ..-f-C«,_,pcos((m-afl,_,)-hCfl,cosa«, 
Ctp"siD(iitai+  a«)  -f-...-hC«,_ipsiii  (w4r«j«_i)-hCa,sina«, 


et  en  désignant  par  Q'  la  dérivée  de  Q  par  rapport  à  /», 
on  aura  aussi 

(3)  Q'=:  iiiCtp*~*sin(iw«  H-  a«)-f-. . . -f- CU-i sîn (w  -h  a»^.). 
Quelle  qne  soit  la  valeur  cle  (ùy  on  peut  faire 

(4)  m«-|-at  =  K — h  we, 

2 

K  étant  un  entier  et  me  étant  un  angle  compris  entre 
—  -y  et  H- 7-  Si  K  est  un  nombre  impair  aAr-h-i,  les 
formules  (2)  et  (3)  deviendront 

( — i/P  = — Cap"8in/we -f-. . ., 

(5)  ^    J  (— i)*Q  =H- C«p"cos/we-4-.  . ., 
( —  i/Q*  =  -H  mCop^^'cGS/w»  -h. . .  . 

Soit  0  un  angle  positif  déterminé,  inférieur  à  j 

aussi  petit  d'ailleurs  que  l'on  voudra;  on  pourra  assigner 
une  quantité  positive  r  telle,  que  dans  chacun  des  po- 
lynômes 

± Cp-  sin/wO  -f-  C,p^'  -h . . .  -f-  C^y  p  -+■  C«, 
±  Cop'"cosmÔ  -f- C,  p*-'  -h. . .  +  C„_,  p  -h  C«, 
±/wC,p*-'cos/wô-i-(/w  — i)C,p'*-»-h. .  .-hC«--,, 

le  module  du  premier  terme  soit  supérieur  à  la  somme 
^es  termes  suivants,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  supé- 
rieures à  r;  nous  supposerons  que  la  valeur  choisie 
Pourp  soit  supérieure  à  cette  limite. 

Cela  posé,  e  étant  compris  entre  —  7 —  el  +  7 — 9  si  cet 

I-  9 


TT 

—   et 
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angle  tombe  en  dehors  des  limites  — 6  et  +6,  la  valeur 
absolue  de  sînniE  sera  supérieure  à  sin/H0,  el,  en  cousé- 
qucnce,  le  module  du  premier  terme  du  second  membre, 
dans  la  première  formule  (5),  surpassera  le  module  de 
la  somme  des  termes  suivants;  donc  P  ne  peut  s'annu- 
ler que  si  e  est  eomprîs  entre  —  Q  et  -h  d.  Mais,  pour 
les  valeurs  de  s  comprises  entre  — S  et  ~hQ,  le  pre- 
mier terme  du  second  membre,  dans  chacune  des  deux 
'  dernières  formules  (5),  est  supérieur  au  module  de  la 
somme  des  termes  (juî  suivent  ;  par  conséquent  ( —  i)*  Q 
el  { — >)'Q'  sont  positifs.  Alors  le  polynôme  { — i}'P 
décroit  constamment  (n"  52)  quand  s  croît  de  —  0  à  -}-  6; 
ce  polynôme  a  d'ailleurs  le  signe  +  pour  £  ^  —  d,  et  il  a 
le  signe  —  pour  t  =  +  0  ;  donc  il  s'annule  une  fois,  et 
une  fois  seulement,  quand  e  croit  de  —  6  à  -f-  6.  On  voit 


ussi  que  { —  i)'  P  passe  en  s'annulaut  du  pot 


îtifa 


galif,   et  comme    { —  i)' Q  reste  positif,  le  rapport   - 

e  fois  en  passant  du  positif  au  négatif. 

mbre  pair   aA,   la  première   des  for- 
m placée  par 

{— i)*P  =  -l-C,p''co5rae+..., 

on  a  évidemment  cos/n£  ^  sinmS,  el,  en  conséquence, 

la  fonclion  P  ne  s'annule  pas  quand  e  varie  de  —  -7— 


s'annule 

Si  K.  est  1 
mules  (5)  devra  être 


Maintenant  si  l'on  veut  décrire  la  circonférence  enlièrp 
de  rayon  p,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  de  donner  i 
l'entier  K,  dans  la  formule  {4)î  4"'  valeurs  consécutives 
quelconques,  par  exemple  o,   1,  3,3,...,  (4'"  —  t).  & — h 
chacune  des  2  m  valeurs  impaires  de  K  répondra  une  va^— 
leur  de  t  compiîse  enlre  —  9  et  -|-  6,  pour  laquelle  le  rap 1 
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p 

port  -  s'annulera  en  passant  du  positif  au  négatif.  On  a 

donc,  pour  le  cercle  considéré,  A  ==  am,  et  comme  le 
rayon  p  peut  être  choisi  aussi  grand  que  Ton  voudra,  on 
voit  que  : 

Une  équation  du  degré  m  a  précisément  m  racines. 

Transformation  des  équations. 

S7.  Le  problème  général  dont  il  s'agit  ici  consiste  k 
déduire  d'une  équation  donnée, 

une  nouvelle  équation  dont  les  racines  aient  avec  celles 
de  I4  première  une  relation  donnée.  JLe  cas  le  plus  simple 
est  c^l^i  où  chaque  racine  u  de  Téquation  demandée  est 
exprimable  par  nïie  Jbnciiçn  rationnelle  donnée  d'un£ 
radnç  z  de  la  prpposée,  c'^sjL-aTdire  par  uoc  fonction 
égale  au  quotient  do  deu^  fonction^  enjiières  f  (^),  ^{z)* 
On  a  alors 

Si  Téquation  proposée  est  du  degré  m,  ello  aura  m  ra- 
cines z«,  -Zi,.-.  •,  -^m-ij  et  il  en  résultera,  pour  m,  m  va- 
leurs correspondantes  i/^,  W|,...,  i/^«i,  4' où  l'on  peut 
conclure  que  Téquation  en  u  doit  être,  çon^me  la  pro^ 
posée,  du  degré  m.  Nous  reviendrons,  dans  la  deuxième 
Section  de  cet  ouvrage,  sur  l'importante  question  de  la 
transformation  des  équations;  ici  nous  nous  bornerons. à 
examiner  le  cas  particulier  où  les  polynômes  ?  (^)  et  ^j^  (z) 
sont  du  premier  degré;  la  formule  (2)  devient  alors 

a'z  H-  0 

^>  6,  o',  i'  étant  des  constantes  données.  On  tire  de  la 

9- 
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formule  (3) 

_  b'u  ~  b 

et  en  subslituanl  cette  valeur  de  z  dai 
obtient  l'équatiou  demaDdée,  savoir 


;  i'éijualîoii  (i), 


il  ne  reste  plus  qu'à  chasser   les  dénominateurs,   pour 
mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(5)  r(.)=o, 

F{h)  désignant  une  fonction  entière  de  )*. 

Il  faut  remarquer  que  la  transformation  esprimée  par 
la  formule  (3)  peut  èlre  réalisée  en  exécutant  successi- 
venienl  plusieurs  transformations  plus  simples  qui  se  pré- 
sentent trèa-frequemraenl  dans  l'Algèbre.  En  eifet,  si  d 
n'est  pas  nul,  la  formule  (3)  peut  être  mise  sous  la 
forme 


et  on   voit  qu'elle  résulte  de  l'élimination  di 
entre  les  quatre  équations 
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Lorsque  a!  est  nul,  la  formule  (3)  résulte  de  rélimina- 
tion  de  z'  entre  les  deux 

Z   rr:  —  2. 
h'    ' 

,        h 

ML  Z     -4-    —  • 

11  résulte  de  là  que  les  trois  formules 

I 
z 

qui  sont  comprises  dans  la  formule  générale  (3),  expri- 
ment des  transformations  élémentaires  dont  la  combinai- 
son produit  le  même  effet  que  la  transformation  linéaire 
la  plus  générale. 

58.  La  transformation  u  =  a^r  a  pour  objet  de  former 
uoe  équation  dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  la 
proposée  multipliées  par  un  nombre  donné  a  \  Téquation 
proposée  étant /'(^).=  o,  la  transformée  sera 

/(^)=o,    ou    /(^)=o, 

en  écrivant  z  au  lieu  de  u» 

On  peut  toujours  supposer  que  le  coefficient  de  la  plus 
liante  puissance  de  z  dans  y* (^)  soit  égal  à  r;^  alors  si, 
dans  Téquation  proposée 

/(z]=:o,      OU      3'"+.A,Z'^*  -h.  .  .-h  Afl,«,Z   -i-A«=:o, 

les  coefficients  Ai,  A»,. . .,  A«  sont  des  nombres  com- 
^ensurables  ou  des  expressions  algébriques  de  forme 
f**aclionnaire,  la  transformation  précédente  permettra  de 
•"ainener  ces  coefficients  à  la  forme  entière,  en  disposant 
convenablement  de  r indéterminée  a.  Effectivement,  après 
^voir  chassé  les  dénominateurs,  la  transformée  devient 

*^  -f  A,  a  z"^'  -f-  A,a'  «'»-'  -4- .  :%  4-  A«_,  oe'"-'  z  -+-  A;,,  a"  rrr  o, 
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et  it  suflîra,  pour  remplir  l'objet  demandé,  de  donner 
à  a  une  vali?ur  telle,  que  les  produits  A  a'* -ne  ren- 
ferment plus  de  dénominateur. 

Il  faut  remarquer  le  cas  Je  «  ^  - —  i  ;  alors  la  transfor- 
mation a  pour  objet  de  changer  les  signes  des  racines  de 
l'équation  proposée.  Pour  avoir  la  transformée  en  —  z  de 
l'équation  f  {z)  =  o,  il  sufËl  de  cLanger  les  signes  de 
tous  les  termes  de  degrés  impairs,  ou,  si  l'on  veut,  les 
signes  de  tous  les  termes  de  degrés  pairs.  En  faisant  le 
premier  changement,  si  l'équation  est  de  degré  pair,  et 
le  deuxième,  si  l'équation  est  de  degré  impair,  le  premier  i 
terme  sera  toujours  le  même  dans  la  proposée  et  dans  la 
transformée. 

59.    La  deuxième   des  transformations  élémentaires     . 

dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  saToir  u  =  -,  a  pour  objet 

de  former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  în-     i 
verses  des  racines  de  la  proposée.  Si  celle-ci  est 

(i)  A.  a"  4- A,  «"-•-(-.  .  .  4- A^_,  ï  +  A„  =  o, 

la  transformée  s'obtiendra  en  remplaçant  z  par  - 1  ou,  si 

l'on  veut,  par  -;  faisons  ce  changeuieol,  multiplions  en-     ' 

suite  par  z™,  et  ordonnons  par  rapport  aux  puissances     l 
descendantes  de  z,  il  viendra 

(a)  A„  î'" -t- A„_,  j— '  -I-..  .+  A,3-t- A,  =  o. 

C'est  ici  l'occaiion  de  présenter  une  remarque  impor — 
tante  relativement  aux  racines  qui  peuvent  devenir  ïnii^-; 
nies.  Supposons  que  les  coefGcîeuts 

A.,  A„  A.,...,  A,  4 

dépendent  d'uuc  quantité  t  susceptible  de  recevoir  di  —• 
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verses  valeurs,  et  que,  pour  la  valeur  t  ±=  fo»  les  modules 
des  n  derniers  coefficieuls  deviennent  nuls.  Alors,  parmi 
les  m  racines  de  Téquation  (i),  il  y  en  a  /}  qui  se  rédui- 
sent à  zéro  pour  t  =  Iq,  et  par  conséquent  les  modules 
de  leurs  inverses  deviennent  infinis;  donc  quand  t  tend 
vers  la  limite  to)  les  modules  de  n  des  m  racines  de  Té- 
qaation  (a)  tendent  vers  Tinfini;  à  la  limite,  cette  équa- 
tion  (2)  se  réduit  au  degré  m  —  n,  et  elle  n^a  plus  que 
m^n  racines  finies. 

60.  Il  peut  arriver  que  les  équations  (i)  et  (2)  du  nu- 
méro précédent  coïncident.  Dans  ce  cas,  Téquation  pro- 
posée est  dite  réciproque  ;  l'inverse  d'une  racine  quel- 
conque est  aussi  une  racine. 

D'après  ce  qui  précède,  si  y  (^)  =  o  est  une  équation 
réciproque  du  degré  m,  on  aura  identiquement 


/{»)  =  X.»/(i) 


i  étant  un  facteur  indépendant  de  z.  Faisant  ^  =  H-  i, 
pais  z  =  —  I ,  il  vient 

.       /(i)  =  X/{i),    /(_,)  =  (_,)«X/(-i). 

Si/(i)  ety( — i)  ne  sont  pas  nuls,  c'est-à-dire  s\f(z) 
n  est  <livisible  par  aucun  des  binômes  z  -i-t^  z  —  i ,  on 
voit  que  X  =  i  et  que  le  degré  m  de  l'équation  est  un 
nombre  pair  2fx.  L'identité 

nionire  que  l'on  a  alors 

,  .  l  /(z)=:Ao z^l"  -h A,  z^/*^  '  -h . . . 

^û  sorte  que  les  coefficients  de  deux  termes  également 
^*oignés  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même  signe. 
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Supposons  mainienaiii  que  F  (s)  ^  o  soit  une  ^ua- 
tion  réciproque  pouvant  admettre  les  racioes  +  i  el  —  i, 
et  soit 


(3) 


rM  =  l 


-l)'(z 


!)'/(»), 


f{z)  n'étant  pas  divisible  par  s  ±  i;  il  est  évident  que 
réqualioiiy(z)  :=  o  est  réciproque,  et  en  conséquence  le 
premier  memhre  J" (z)  a  la  forme  indiquée  par  la  for- 
mule (a).  Maintenant,  à  cause  des  formules  (i)  et  (3),  on 
a  l'identiié 


il  en  résulte  que  si  p  est  pair,  les  coeiBcients  des  termes 
également  distants  des  extrêmes  dans  F(z)  sont  encore 
égaux  et  de  même  signe.  Mais  lorsque  p  est  impair,  les 
coefficients  des  termes  également  distants  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  signes  contraires;  dans  ce  dernier  cas, 
lorsque  q  est  impair,  l'équation  proposée  est  de  degré 
pair,  et  le  terme  du  milieu  doit  avoir  un  coeflicient  nul. 

61.  Les  équations  réciproques  sont  susceptibles d'aioiï- 
semenl,  c'esl-à-dire  que  leur  résolution  peut  se  ramener  k 
la  résolution  d'équations  de  degré  moindre.  Comme  on. 
peut  toujours  supposer  qu'une  équation  réciproque  aiK; 
été  débarrassée  des  racines  -I-  i  et' —  i  qu'elle  peut  avoir.^ 
elle  sera  nécessairement  d*uu  degré  pair  ifi,  el  on  pourra 
lui  donner  la  forme 


•■(-^)-{--^)- 
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et  généralement 


V„  — z»-h\. 


z« 


puis  que  Ton  multiplie  V„_i  =  s"~*  H-  -^^  parx  =  ^  H — » 
on  trouvera 

OU 

V„  rr:  x  V„->i  —  ▼„— a  • 

Ona 

V,r=x,     Vo  =  a, 

et  en  faisant  usage  de  la  formule  précédente,  on  pourra 
eiprimer  successivement  V^,  Va,  V4, . . . ,  par  des  fonc- 
tions de  j:;  il  est  évident  que  V„  sera  une  fonction  en- 
tière <le  X  du  degré  /i.  On  trouve 

V  2  ■!   JP      —""    2  y 

V3 x^  —  O  X  y 

V4  =  X<  — 4x»-h2, 
Vsrrrar»  — 5x«-h5x, 


D'après  cela^  Féquation  proposée  pourra  être  ramenée 
i  une  équation  du  degré  ^  en  x,  et  les  racines  z  de  la  pro- 
posée seront  données  par  la  formule  générale 


z'  —  xz-i-iz=o,     d'où     Z=:-±i/  7 I. 

a        V  4 

l' faut  remarquer  aussi  que  le  premier  membre  de  Féqua- 
l'on  proposée  est  égal  au  produit 

^fi'i  X'if , . ,  fX   _j  désignant  les  fx  racines  de  l'équation 

«'A  JC. 
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62.  La  transformation  u  =  z  -+-  a.  a  pour  objet  de 
former  une  équation  dont  les  racines  soient  égales  à 
celles  de  la  proposée  augmentées  d'une  quantité  donnée  a  ; 
,  l'équation  proposée  étant  f[z):=o^  la  transformée  sera 
f[u  —  a)  =  o  ou  f{z  —  a)  ==  o ,  en  écrivant  z  an  lieu 
de  u.  Si  l'on  ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  ^ , 
cette  transformée  sera 

^  I  1.2  I  .  2  .  .  .  Af? 

On  pourra  disposer  de  l'indéterminée  a  de  manière  à 
faire  évanouir  l'un  des  termes  de  cette  équation.  Ainsi, 
l'on  fera  disparaître  le  terme  en  -8"*"^  si  Ton  détermine  a 
par  l'équation 

/— (-a)  =  o. 
Supposons  par  exemple  que  l'équation  proposée  soit 

Z^-l-  Pz*  +Qz_^.R  —  o, 


on  a 


/(z)  =  z^-h  Pz»  -f-  Qz  -f-  R, 


I 

I  .2 


=  3z  -f-  P, 


p 

L'équation  y' («)  =  o  donne  z  =  —  -;  si  donc  on  veut 

P 

faire  disparaître  le  terme  en  2',  il  faudra  prendre  a  =  ^- 

Les  formules  précédentes  donnent 

^f       P\        2P^       PQ       ^ 


/       P\  P' 


3 
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et  la  transformée  sera 

63*  La  transformation  linéaire  générale  exprimée  par 

la  formule 

az-\-  h  h'  u  —  h 

u  =  —. 77      ou      ZZ=z T— 

a  z  -\-  o'  a  —  au 

fournit  le  moyen,  à  cause  des  indéterminées  a,  £,...,  de 
faire  disparaître  deux  termes  d'une  équation .  Considé- 
rons par  exemple  l'équation  du  troisième  degré 

z3-hP«»-f-  Qz-f-R  =  o; 

la  transformée  en  u  sera 

Ao  tt*  -f-  A|  w^  -+-  Al  «  -f-  Aa  =  o , 

en  posant,  pour  abréger, 

Ao  =  h'^  —  P«'^'»  -f-  Qa'^ft'  —  Rfl'S 

A,  =  6'[—  Zbb'  -h  P(«è'  -f-  W)  —  Qtffl'] 
-^a'[9bb'  —  Q(fl^'  -f-  ba')  -4-  3Rflfl'], 

A,=  — ^[— 3è^'-f-P(û6'-hè«')  — Qûû'] 
—  a[^bb'  —  Q(fl^'  -f-  ba')  -f-  3R«fl'], 

.  Aj  =  —  ^»  H-  Pûft»  —  Qfl2^  -f.  Rfl». 

Déterminons  maintenant  les  arbitraires  a  et  a!  de  ma- 
nière que  Ton  ait 

Al  =  o ,    A2  =  o  ; 

comme  on  ne  peut  admettre  que  ai'—  ba!  soit  nul,  puîs- 
^u'alors  u  ne  dépendrait  pas  de  ^,  les  deux  équations  pré- 
sentes se  réduiront  à 

—  3  ^^'  +  Ç{ab'  -^-ba')  —  Qaa'  =  o, 
Vbb'-r(l(ab'-hba')-h3Kaa'  =  o; 

^*  on  les  résout  par  rapport  à  bb'  et  ai'  -+-  ba',  on  trouvera 

à    b' _       3PR  — Q»       b       b'_       PQ  — 9R 


a    a'  p>— 3Q  »      a    '    a'  P^  —  3Q  ' 
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b        b^ 
eu  conséquence,  -  et  —  sont  les  racines  de  Téquation  du 

deuxième  degré 

(P*  —  3Q)r»  —  (PQ  -  9R)^  -h  (Qï  ~  3PR)  =  o. 

Désignons  par  t  et  t'  les  racines  de  cette  équation  et 
^dLvf(z)  le  premier  membre  de  Téquation  proposée^  les 
quantités  a  et  a'  restant  indéterminées,  nous  ferons 
a'  =  a  =  —  I ,  la  transformée  en  u  se  réduit  alors  à* 

ses  trois  racines  seront  exprimées  par  la  formule 


V/(0 


)' 


et  celles  de  la  proposée  seront  données  par  la  suivante 


V/Cl 


WAn 

m 
\ 

Cette  formule  peut  être  ramenée  à  une  expression  plus 
simple,  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  sujet  qui  seH 
plus  tard  Fobjet  d'une  étude  approfondie  ;  il  nous  suffit  id 
d'avoir  montré  comment  la  transformation  linéaire  peut 
conduire  à  la  résolution  générale  des  équations  du  troi- 
sième degré.  Ajoutons  que  la  même  transformation  fonrDit 
aussi  la  résolution  générale  des  équations  du  quatrième 
degré,  car  elle  permet  de  faire  disparaître  la  première  et 
la  troisième  puissance  de  Finconnue,  au  moyen  d'une 
équation  du  troisième  degré.  La  proposée  se  trouve  alors 
remplacée  par  une  transformée  que  l'on  sait  résoudre, 
puisque  celle-ci  peut  être  abaissée  au  deuxième  degré. 


i 
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CHAPITRE  IV. 

DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  ET  DE  L'ÉLIMINATION. 


De  V élimination. 

6i.  Après  avoir  exposé  les  propriétés  générales  des 
A>nctions  entières  d'une  variable  et  des  équations  à  une 
Seule  inconnue,  nous  devons  parler  des  fonctions  entières 
de  plusieurs  variables  et  des  équations  algébriques  simul- 
tanées. 

X^ViÇ^  fonction  entière  de  plusieurs  variables  est.  un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  relativement  à  chacune  des 
Variables,  et  Ton  nomme  équation  algébrique  toute  équa- 
l.ion  qui  peut  être  ramenée  à  la  forme  V  =  o,  V  dési- 
gnant une  fonction  entière. 

Un  système  de  n  équations  algébriques  admet,  en  gé- 
néral, comme  on  le  verra,  un  nombre  limité  de  solutions, 
quand  le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  n.  Mais  si  ce 
dernier  nombre  est  seulement  n  —  i ,  les  équations  pro- 
posées n'admettront  point  de  solution,  à  moins  qu'une 
certaine  équation  de  condition  ne  soit  satisfaite  :  les  pro- 
cédés par  lesquels  on  parvient  à  former  cette  équation 
de  condition  constituent  ce  qu'on  nomme  l'élimination, 
et  Téquation  obtenue  est  dite  équation  finale. 

Supposons  que  Tou  ait  n  équations  algébriques  entre 
^  inconnues 

6t  que  ces  n  équations  soient  satisfaites  par  les  valeurs  si- 
ntiultanées 
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regardons  z  comme  une  quantité  connue,  les  équations  pro- 
posées ne  renfermeront  plus  que  n  —  i  inconnues  ^  elles 
admettront  d'ailleurs  un  système  de  solutions  communes  si 
Ton  donne  à  z  la  valeur  a  ;  donc  l'équation  finale  en  z  ob- 
tenue par  l'élimination  de  jZi,  ^t9  •  •  •  )  ^n-i  entre  les  pro*» 
posées  devra  admettre  la  racine  a.  D'après  cela  on  peut 
dire  que  f  équation  finale  qui  résulte  de  r élimination  de 
n  —  I  inconnues  ^t,  ^s, . . . ,  z^^i  entre  n  équations  con^ 
tenant  en  outre.  V inconnue  z,  a  pour  racines  les  ^diverses 
"Valeurs  de  z  qui  concourent,  avec  des  valeurs  convena- 
bles des  autres  inconnues,  à  former  les  systèmes  de  solu- 
tions des  équations  proposées. 

Il  faut  remarquer  que  l'élimination  n'a  pas  d*autre  objet 
que  la  formation  de  l'équation  finale;  la  résolution  d'un 
système  d'équations  simultanées  constitue  un  problème 
distinct.  A  la  vérité,  pour  traiter  ce  dernier  problème,  on 
peut  et  on  doit  même  en  général  faire  usage  de  l'élimi- 
nation, mais  on  conçoit  aussi  que  l'on  puisse  aborder  la 
solution  par  d'autres  voies. 

Sur  le  nombre  des  termes  que  peut  contenir  une  fonction 

entière  d 'un  degré  donné. 

65.  Considérons  d'abord  une  fonction  homogène  et 
entière  des  n  +  i  variables 

et  du  degré  m.  Si  cette  fonction  est  la  plus  générale  de 
son  degré,  elle  renfermera  tous  les  termes  qui,  abstraction 
faite  d'uu  coefficient  constant,  seront  de  la  forme 

I       a  n      /H-i  ' 

la  somme  des  exposants  «j,  «,,...,  a„^.i  étant  égale  à  m- 
Le  nombre  total  des  termes  dont  il  s'agit  est  précisément 
celui  des  combinaisons  complètes  m  Si  m  des  /i  +  i  lettres 
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^19  ^9  •  •  •?  ^iH-19  combinaisons  dans  lesquelles  une  même 
letti*e  peut  6gurer  plusieurs  fois.  On  sait  que  le  nombre 
de  ces  combinaisons  complètes  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  simples  de  /z  -h  m  lettres  m  k  m^  et  voici 
d'ailleurs  comment  on  peut  établir  Fégalité  de  ces  deux 
nombres.  Supposons  que  Ton  ait  écrit  toutes  les  combi- 
naisons complètes  des  n  + 1  lettres  z^,  Zf^..,j  Zn^i^  m  à  m, 
de  manière  que  dans  chacune  déciles  Tindice  d'une  lettre 
ne  soit  jamais  supérieur  à  l'indice  de  la  lettre  suivante  ; 
désignons  par  A  Tensemble  de  toutes  ces  combinaisons. 
Supposons  que  l'on  ait  formé  en  même  temps  toutes  les 
combinaisons  simples  des  72 4-m  lettres  Zi^Zf^,.,^z,^^ym  à 
m,  de  manière  que  dans  chaque  combinaison  les  indices 
des  lettres  forment  une  suite  croissante,  et  désignons  par 
B  l'ensemble  de  ces  combinaisons.  H  est  évident  que  si, 
dans  chaque  combinaison  B,  on  retranche  respectivement 
Jes  nombres  o,  i,  a,  3,...,  (m  —  i)  des  indices  des  lettres 
successives,  on  obtiendra  une  combinaison  Â  ;  réciproque- 
ment, chaque  combinaison  A  se  changera  en  une  combi- 
naison B,  si  Ton  augmente  respectivement  les  indices  des 
lettres  successives  des  nombres  o,  1,2,...,  (m —  1).  D'ail- 
leurs,  par  l'opération  dont  il  vient  d'être  question,  deux 
combinaisons  différentes  de  l'un  des  systèmes  A  et  B  se 
changent  en  deux  combinaisons  nécessairement  distinctes; 
donc  les  deux  systèmes  renferment  le  même  nombre  de 
combinaisons. 

Il  résulte  de  là  qu'une  fonction  entière  et  homogène  du 
degré  m  dépendant  de  //  -h  i  variables  a ,  dans  le  cas  le 
plus  général, 

(/i  H-  1)  (/i  -h  2). .  .(/i-f-m) 
I .2.3. .  .m 

^rmes.Si,dans  cette  fonction  homogène,  on  pose  r^,  =  i  ^ 
^n  obtiendra  la  fonction  entière  la  plus  générale  de  n  va- 
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riables  et  du  degré  m  \  le  nombre  total  des  termes  cUune 
telle  fonction  est  donc  aussi  représenté  par  Texpression 
précédente. 

66.  Nous  désignerons  généralement  par  le  symbole 
N  (n,  m)  le  nombre  des  termes  contenus  dans  la  fonction 
entière  la  plus  générale  de  n  variables  et  du  degré  m  \  on 
aura  alors 

(I)  JN(/i,/it)  — 5 

I ,2.ô • . tm 

le  second  membre  de  celte  formule  ne  change  pas  quand 

on  échange  entre  elles  les  lettres  n  et  m,  car  on  peut  lui 

donner  la  forme 

1.23.  ,(n  H-  m) 

I.2.3..  ./iX  1.2.3. ../w' 
on  a  donc  aussi 

L'expression  (i)  se  réduit  à  i  pour  n  =  o,  et  la  même 
chose  a  lieu  à  Tégard  de  Texpression  (a)^  quand  on  y  fait 
m  =  o  ^  on  a  donc 

(3)  N{o,/w)  =  i,     N(/i,o)  =  i, 

ce  qui  est  conforme  à  notre  définition  du  symbole 
N  (n,  m)  ]  on  doit  admettre  que  les  formules  (3)  subsistent 
quand  on  fait  m  =  o  dans  la  première,  et  n  =  o  dans  la 
seconde,  et  nous  aurons 

N(o,  o)  =  i, 

ce  qui  exprime  simplement  une  convention.  Enfin,  dans 
ce  qui  va  suivre,  l'entier  m  pourra  recevoir  dés  valeurs 
négatives,  et  nous  conviendrons  que,  pour  de  telles  va- 
leurs, on  a 

N  (/i,  wî)  =  o, 

lors  même  que  n  aurait  la  valeur  zéro. 
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Si  Ton  remplace  m  par  m  —  i  dans  la  formule  (ti),  on 


£àura 


„.  ,        m  [m -\- i) , ,  Am -\- n  —  i) 

N  (/»,  /«  —  i)  =  — i i — -^ '-y 

,  par  suite,  en  supposant  n  ^  i, 

{»     m^  Nr«     m  ,^  _  (/W  -h  l)  (/W  -f-  a  )  .  .  .  (/W  -+-  7»  —  i  ) 


mi 


N(/i,  m)  —  N  (/»,  m  —  i)=N(/i  —  i,'w). 


Cette  formule  a  été  établie  dans  Thypothèse  de  m  posi- 
t.îfet  de  n  >•  i;  mais,  d'après  notre  définition  du  symbole 
^ï,  on  reconnaît  qu'elle  subsiste  quand  m  est  nul  ou  né- 
gatif, et  quand  n  est  égal  ai.  Si  l'on  y  remplace  m  suc- 
ciessivement  par  m,  m  —  i,  m  —  a, . . . ,  (m  —  /Wi  -h  i), 
^t  qu'on  ajoute  les  rrii  équations  résultantes,  il  viendra 

W(h,  m)  — N  (/i,  m  — /w,)  =rN(/i  —  i,ot)-+-N(«  —  i,m  — 1)-+-... 

-4-  N  («  —  I,  iw  ^—  w,  -h  i), 

formule  qui  subsiste  évidemment,  quelque  soil  le  nombre 
entier  m^  supposé  positif. 
Si  l'on  pose 

la  formule  précédente  pourra  s'écrire  comme  il  suit 


=  /». — 


/*i  =  '"i 


(5)  A^N  (;,,/»)=:     21     N(«-i,'w-f*.)> 

'c  signe  y*  du  second  membre  indiquant  qu'il  faut  donner 

successivement  à  j:xi  les  valeurs  o,  i,  2,...,  {rn^  —  i)  dans 
''expression  N  («  —  i ,  m  —  «1  ),  et  faire  ensuite  la  somme 
^es  résultats. 

I.  10 


I 


(6) 
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.  Soient  mi,  ma,. . .,  m^  des  nombres  podlîfii  qodcoii- 
ques,  et  posons  encore 

Am,X,  N  (/!,  m)  =  Afl,,  N  (/?,  m)  —  ^„,^  ^[n,m  —  /w,), 
A,«,  A„,  A;„^  N  (/i,  w)  =  A™,  A™,  N  (/i,  /w  )  —  A»,  A„^  N  (/i,  /«  —  w,). 

Si  Ton  suppose  que  h  ne  soit  pas  supérieur  à  n,  on  aura, 
eu  appliquant  successivement  k  fois  le  théorème  exprimé 
par  la  formule  (5), 

(7)     A„^A«.^_^...A„,A«^N(«, /»}r=2^('*~^>'""— f*«~l*'— •••  f 

le  signe  "V  exprimant  qu'il  faut  faire  la  somme  de  toute^s 

les  valeurs  que  prend  N  («  —  /c,  m  —  [k^  —  jutj — ...  —  /^â^^  j 
quand  on  emploie  successivement  tous  les  systèmes  ^B.e 
valeurs  nulles  ou  positives  des  indéterminées  /it,  jXf.  •  ;  -*., 
|ut,  tels  que  Ton  ait 

Le  nombre  des  termes  contenus  dans  le  second  meml^-ve 
de  la  formule  (7)  est  ainsi  égal  au  produit  i/ii  m|. .  «  tr^i. 
Si  le  nombre  h  est  égal  à  n^  chacun  des  termes  dont  no  lis 
venons  de  parler  se  réduira  à  i  ou  à  o.  Supposons  quHls  £e 
réduisent  tous  à  i,  la  formule  (7)  donnera 

(8)  A;„  A,„^_^.  .  .A„,  N(/î,  /w)  — /77,/w,..  ./w„. 

Mais  pour  que  cette  formule  (8)  subsiste,  il  faut  que     la 
quantité  m  —  fXi  —  p.,  —  ...  —  (Xn?   qui   figure  sous      Je 

signe  \^î  dans  la  formule  (7),  ne  soit  jamais  négative^   et 

la  condition,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  est 

(g)     /w  =:  ou  ]>-  (w,  ^-  i)  -f-  (/w,  —  i)  -h.  .  .  -f-(A/?„  —  l). 

I 

Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  comme  les  ind<''- 


\ 


tGtm\nét9  Pu  jEjij^é  é .  varient  de  o  k  rtii  —  1,  de  o  à 
/y»,— I,...,  respectivement,  la  somme /uti -f-|!Zj -}-... -f- p., 
prendra  au  moins  une  fois  chacune  des  m  4-1  valeurs 
o,  I,  a,.* '9  f^'t  donc,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (7),  où  l'on  supposé  A  =  ^i,  il  y  a  plus  de  m  termes 
^;^aux  à  t«  et  l'on  a  alors 

(mo)       •  A;„^i;„^^  «.  .A;„,N(/i, /w)>/»i. 

671  J^établirai  encore  ici  une  inégalité  qui  nous  sera 
milîle  dans  Ce?  qui  vd  ^îvre,  et  que  Ton  conclut  très-faci- 
lement des  formules  (4)  6i  (6).  Le  nombre  que  représente 
l€  symbole  N  n'étant  jamais  négatif,  il  en  est  de  même  des 
^expressions  dont  la  valeur  est  fournie  par  la  formule  (7)^ 
alors  les  formules  (4)  et  (6)  nous  donnent 

N(/i,  m)>  A«,,N(#ï,  /w)>A„i,A„,N(/ï,  /w)> 

^in^i  on  aura  g^énéralenlent 

€n  changeant  1»  en  m  —  m*,  et  en  écrivant  dans  le  second 
membre 

au  lieu  de  N  [n,  m  —  m^t),  on  aura 

Cela  posé,  On  a  Tidentité 

N  (/i,  /?!  —  m,)  ±r:  1^  {rty  m)  —  A«,  N  («,  m), 

et  en  donnant  à  h  les  valeurs  2,  3, . . . ,  A*,  dans  l'inégalité 
que  nous  venons  d'obtenir,  il  vient 

N(/ï,  /w  — wO>A^,  N(«,  m)  —  A„,A;„,N(/î,  w), 

N  (n,  OT  —  iwj)  >  A^,  A;^,  N(/ï',  m)  —  A^,,  A«,  A„,  N  (/ï,  /w), 

* '••> 

10. 


i48  COURS  d'algIsbre  supÉaiEuae. 

Si  Ton  ajoute  ces  inégalités  avec  Tégalité  qui  les  preoèd* 
on  aura 

N(/i, /7t  — /w,)  -4-  N(/?,  /w  —  /Wj)  -4-. .  .-4-]V(«,  m  —  iwj 
>N(/i,  m)  —  A„^. .  .A,„,A;„,N  (w,  m), 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  avions  en  vue.  Il  faut  r< 
marquer  que  le  signe  '^  n'exclut  pas  ici  l'égalité. 

Du  nombre  des  termes  (Tune  fonction  entière^  qui  t^ 
sont  pas  dwisibles  par  des  puissances  données  de, 
variables, 

68.  Soit  V  une  fonction  entière  et  complète  du  degr 
m  des  n  variables 

et  cherchons  combien  il  y  a,  dans  le  polynôme  V,  d 
termes  qui  pe  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes 

■I.  Wj  w. 

/rii,  m2, . .  • ,  m;^  étant  des  exposants  entiers  quelconques 
dont  le  nombre  A"  est  égal  ou  inférieur  à  n. 

Si  mi  est  inférieur  à  m,  la  partie  de  V  qui  est  divisibi 

par  ^^'  est  égale  au  produit  de  ce  monôme  par  une  fonc 

tion  entière  du  degré  m  —  Wj,  laquelle  doit  être  un  pol] 
nôme  complet,  car  autrement  la  fonction  V  ne  serait  pa 
complète;  donc  le  nombre  des  termes  de  V  qui  sont  di 

visibles  par  2^'  est 

N  («,  m  —  m,), 

et  ce  résultat  subsiste  quand  m^  est  supérieur  à  m,  pui 
qu'alors  l'expression  précédente  est  nulle.  Il  résulte  de 
que  le  nombre  des  termes  de  V  qui  ne  sont  pas  divisibi 


I 
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par  z^  •  est 

N  («,*») —  N  (a,  m  — /»i), 

ou,  d'après  notre  notation, 

I^eprésentons,  pour  un  moment,  par  X  (n,  m)  le  nombre 
des  termes  de  Y  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  mo- 

ï^^mes 

2,    >     2,    >  •  *  •  I    «i_,  ; 

la  partie  de  Vqui  est  divisible  par  ^J*  est  le  produit  de  zj^^ 

Jïar  une  fonction  entière  du  degré  m  —  m^,  et  dans  cette 
lV)nciion  il  y  a  X  (n,  m —  m*)  termes  qui  ne  sont  divisi- 

tles  par  aucun  des  monômes  z"^', . . . ,  2"^-'  5  ce  nombre  ex- 
prime aussi  combien  il  y  a,  dans  V,  de  termes  qui  ne  sont 
pas  divisibles  par  les  mêmes  monômes,  mais  qui  le  sont 

parz^*.  Il  résulte  de  là  que  le  nombre  des  termes  de  V  qui 
^e  sont  divisibles  par  aucun  des  monômes 

«81  ^al  à 

X  (  /»,  /w  )  —  X  (/l,  /w  —  /w*), 

^u,  si  l'on  veut,  à 

Mais  nous  avons  vu  qu'il  y  a,  dans  la  fonction  V, 
^,n,N  (fî,  m)  termes  non  divisibles  par  -z^*,  donc  il  y  en  a 

^if,,A^jN  (n^m)  qui  ne  sont  divisibles  lii  par  z['  ni  par 
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-^r'î  pareillement  A^^A^^A^^  N  {/i,  m)  est  le  nombre  de* 
termes  non  divisibles  par  l'un  des  lioîs  monômes  «"*,  ^"S 
^^S  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'expression 

représente  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  V  qu       Jx 
n'admettent  pour  diviseur  aucun  des  monômes 

Réduction  d'une  Jonction  entière  dçplu^ieur^  çuantitt 
assujetties  à  satisfaire  à  un  pareil  nombre  d^éguatioi 
données, 

69.  Soient 

(i)  V,  =  0,     V,  =  0,...,     Va=o 

k  équations  algébriques  des  degrés  respectifs  fii|,  m^^ . . . , 
entre  les  variables 


*i>   ^a>  •  •  •  >    *i 


n> 


dont  le  nombre  n  est  au  moins  égal  à  k. 

Nous  supposerons  non-seulement  que  ces  équations 
soient  complètes,  mais  encore  que  les  coefficients  de  ch»-^- 
cune  d'elles  demeurent  indéterminés,  en  sorte  qu'il    ^^ 
puisse  exister  entre  eux  aucune  relation.  Cela  posé,  no ^^ 
établirons  la  proposition  suivante  :  Soit  S  une  fonctf^f^ 
entière  quelconque  des  variables  Zi,  z^^. , .,  il  sera  tc^^' 
jours  possible  de  tirer  des  équations  (i)  les  valeurs  d^^ 
puissances 

•  I 

qui  seront  ainsi  exprimées  par  des  fonctions  entières  ne      j 


j 

f 
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contenant  z,,  ^j,...,  Zj,  quai^ec  des  exposants  inférieurs 
à  m,,  /w,,...,  m^  respectivement.  En  outre ^  parla  susbti- 
tidion  de  ces  valeurs^  on  pourra  faire  disparaître  de  la 
^yhnction  S  tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des  mo- 
nômes (2). 

Cette  proposition  est  évidente  quand  le  nombre  k  est  égal 
h  Tanîté;  dans  ce  cas  le  système  (1)  se  réduit  à  une  seule 

équation  de  laquelle  on  pourra  tirer  la  valeur  de  z"*^  la 

substitution  de  cette  valeur  abaissera  le  degré  de  S;  si  ce 
degré  reste  supérieur  à  /w, ,  de  nouvelles  substitutions 
pourront  évidemment  le  réduire  au-dessous  de  m,.  Au 
surplus,  la  réduction  peut  être  opérée  immédiatement  en 
divisant  S  par  V,  ;  si  l'on  désigne  par  — Tj  le  quotient  de 
*îeite  division  et  par  S'  le  reste  qui  est  de  degré  inférieur 
à/7ii,  on  aura 

S-f-T,V.:=S'; 

en  sorte  que  pour  atteindre  le  but  proposé,  il  suBira  d'a- 
jouter à  S  le  produit  T,  V^ . 

Lorsque  le  nombre  k  est  supérieur  à  i,  si  les  degrés 
''*!,  m,,.. .,  mi,  des  équations  (1)  sont  égaux  entre  eux,  on 
Voit  tout  de  suite  que  l'on  pourra  résoudre  ces  équations 

par  rapport  à  z^",  ^™%. . .,  zj%  puisque  nous  leur  suppo- 
sons la  plus  grande  généralité  possible,^ mais  on  aperçoit 
moins  facilement,  même  dans  ce  cas  particulier,  la  marche 
qu  il  faut  suivre  pour  faire  disparaître  de  la  fonction  S  les 
termes  divisibles  par  Tun  des  monômes  (2)5  le  procédé 
est  pourtant  le  même  que  dans  le  cas  de  /r==i,  mais  il 
faut  l'appliquer  d'une  manière  convenable,  afin  qu'au- 
cune des  substitutions  qu'on  exécute  ne  fasse  reparaître 
^€s  termes  déjà  disparus  par  des  substitutions  précédentes. 
Quels  que  soient  le  nombre  A  et  les  degrés  m^ ,  m^, .  •  'y^ht 
.1^  dis  qu'on  peut  trouver  des  polynômes  T^,  T,, .  .  . ,  T^ 


tuls  que  la  somme 

(3)  S  -(-  T,  V,  +  T,V,  +  . . .  +  TtV*=  S' 

ne  renferme  plus  aucun  terme  divisible  par  l'un  des  mo 

nômes  (a)  ;  j'ajouie  qu'en  général  ces  polynômes  ne  seron 

pas  comptéLement  déterminés  et  qu'ils  pourront  en  consc 

quence  être  choisis  de  plusieurs  manières  diirérenles.  El 

effet,  désignons  par  m  le  degré  de  la  fonction  S  et  pre 

nons  pour  Tj,  T,, ..  .jTj  les  fonctions  entières  les  plu 

générales  des  degrés  respectifs 


chacune  de  ces  fonctions  devant  toutefois  être  réduite  i 
zéro,  lorsque  le  nombre  qui  doit  exprimer  son  degré  es 
négatif. 

Le  nombre  des  coefficients  arbitraires  contenus  dans  \< 
premier  membre  de  la  formule  (3)  sera  évidemment 


d'ail 

dud 


ce  premier  membre  est  un  polynôme  comple 
ïiqui  renferme  N  (h,  m)  termes,  et  parmi  cens 

a(n"68) 


A-  i»_ 


i,.N(n,m) 


qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  monàmes  (a).  L 
nombre  des  termes  de  l'expression  (3)  qui  sont  divisible 
par  l'un  des  monômes  (2),  termes  que  nous  voulons  fair 
disparaître,  est  donc 


(5) 


N  {n,m)  ^  A„  i 


-a  («,'")> 


or  on  a  vu  au  n"  67  qup  le  nombre  (4)  n'est  jamais  !■ 
féi'it.'ur  au  nombre  (5)  5  donc  les  arbitraires  contenu. 
dans  la  formule  (3)  seront  Imijoursen  nombre  suHisa~ 
pour  l'évannuissemeni  dp  mus  les  termes  divisibles  p- 
l'iin  des  monômes  (a). 
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La  fonction  S  est  quelconque^  si  on  la  réduit  succes- 
sivement aux  monômes  (!i),  on  voit,  par  ce  qui  précède, 
que  chacun  de  ces  monômes  sera  exprimable  par  une 
fonction  entière  qui  ne  contiendra  les  variables  ^i ,  ;?s ,...,  Z;( 
qu'avec  des  exposants  inférieurs  à  //ii,  Wj,  ...,7/1*  respec- 
tivement. 

Élimination  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  algé- 
briques»  —  Théorème  de  Bezout  relatif  au  degré  de 
V équation  finale. 

70.  C'est  en  partant  des  considérations  qui  précèdent 
que  Bezout  est  parvenu  à  établir,  comme  nous  allons 
l'expliquer,  le  principe  fondamental  de  la  théorie  de  l'é- 
limi  nation. 

Soient 

fi)  V.=:o,     V,  =  o,...,     V;,=:o 

^équations  algébriques  des  degrés  m,,  w^,. . .,  m,^  res- 
pectivement et  contenant  n  inconnues 

iious  supposerons,  comme  au  n*'  69,  que  chacune  des 
équations  proposées  est  la  plus  générale  possible,  et  qu'il 
li' existe  aucune  relation  entre  les  coefficients. 

Considérons  les  n  —  i  premières  équations  (1);  d'a- 
près ce  qui  a  été  dit  au  n*'  69,  on  pourra  tirer  de  ces 
équations  les  valeurs  de 

2,    >    ^a    >  •  •  •  '    K-\  ' 

Cl  ces  valeurs  seront  exprimées  par  des  fonctions  entières 
^i  ne  renfermeront  les  inconnues  z^^  2r,,...,  2„_, 
qrfavec  des  exposants  inférieurs  à  w,,  twj,.  . . ,  m„_i  res- 
P^ciivemenl. 

Cela  posé,   soit  T„  un  polynôme  complet  d'un  degré 
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indéterminé  que  je  représenterai  par  m  —  f»i„.  Si  Toi 
mulliplie  par  T„  la  dernière  des  équations  (i)  qui  est  di 
degré  niny  elle  deviendra 

(2)  T„V„  =  o, 

et  je  dis  qu'on  peut  réaliser  Télimi nation  des  «  —  i  in 
connues  Zi,  ^2,. . .,  if„«i,  par  le  moyen  des  arbitraire 
contenues  dans  T^,  et  avec  le  secours  des  n  —  i  preniiètf 
équations  (1).  Les  arbitraires  ayant  été  ainsi  déterminées 
Téquation  (2)  deviendra  Téquation  finale  et  le  nombre  fi 
exprimera  son  degré. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (2)  est  un  polynôm 
complet  du  degré  m,  et  il  renferme,  en  conséquence 
N  («,  m)  termes;  mais  quand,  au  moyen  des  n  —  i  pre 
mières  équations  (i),  on  aura  fait  disparaître  (n°  69 
tous  les  termes  divisibles  par  l'un  des  monômes 


(3)  <•,<%...,<-, 
il  n'en  restera  plus  que 

par  conséquent,  pour  que  Télimination  puisse  s'exécuter 
il  faut  que,  par  le  moyen  des  arbitraires  contenues  dai 
T„,  tons  ces  derniers  termes  disparaissent,  à  l'exceptic 
des  m  H-  I  qui  ne  renferment  que  la  seule  inconnue  c 
Ainsi  le  nombre  des  termes  qu'il  faut  faire  évanouir  est 

(4)  A^^_^.  .  .  A^,A;„,N(w,  m)  —  (/w  -h  i). 

Le  polynôme  T„  étant  complet  et  du  degré  m  —  /w„, 
renferme  N  [n^  m  —  /n„)  termes;  mais  le  nombre  d 
coefficients  dont  on  peut  disposer  pour  l'élimination  € 
beaucoup  moindre.  En  effet,  il  est  évident  qu'avant  d'c 
fcctuer  le  produit  T„  X  V„  qui  doit  former  le  premî 
membre  de  Téquation  (2),  rien  n'cmpêclie  de  faire  dî 
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paraître  de  T„  tous  les  termes  divisibles  par  Tun  des 
monômes  (3);  il  n'y  aura  d'arbitraires  daus  T„  que  les 
coefficients  des  termes  restants  dont  le  nombre  est 

en  sorte  que,  pour  plus  de  simplicité,  on  doit  supposer 
tous  les  autres  nuls,  puisqu'il  est  possible  de  les  faire 
disparaître.  Enfin,  on  peut  choisir  arbitrairement  Tun 
des  coefficients  du  polynôme  T„  ainsi  réduit,  car  cela  re- 
vient à  multiplier  Téquation  (2)  par  une  constante*,  donc 
le  nombre  des  arbitraires  utiles  pour  Télimination  est 
seulement 

(5)  A„^_^ .  .  .  A„, Afl.,]V  (w,  w  —  /w„)  —  I . 

On  voit  d'après  cela  qu'on  pourra  faire  disparaître  les 
inconnues  Zi,  ^,,...,  «„_i  de  l'équation  (2),  en  résol- 
vant simplement  uu  système  d'équations  du  premier  de- 
gré entre  un  pareil  nombre  d'inconnues,  si  les  expres- 
sions (4)  et  (5)  sont  égales  entre  elles.  En  écrivant  que 
'Ces  expressions  sont  égales,  il  vient 

«iz=A«        .  .  A„  A;„^N(/î,  /w)  —  ii,„      ...  A^,A;„,N  («,  /w  — w„) 

ou 

or,  le  second  membre  de  cette  formule  n'étant  pas  su- 
périeur à  m,  il  est  nécessairement  égal  au  produit 
f^im^.l.m^j  d'après  la  formule  (8)  du  n°  66;  car  la 
condition  (9)  que  suppose  cette  formule  sera  évidem- 
ïxient  remplie.  On  a  doue 


m  rzr.  m  y  fyî2  •  .  .  //?„, 


et  on  peut  dès  lors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  degré  de  V  équation  finale  qui  résulte  de  r  élimina- 
tion de  n  —  I  inconnues  entre  n  équations  à  n  incon- 
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mœs  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations, 
lorsque  celles-ci  sont  complètes  et  que  leurs  coefficients 
demeurent  indéterminés. 

71 .  La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter 
repose  sur  ce  fait,  que  les  coefficients  arbitraires  du  po* 
lynôme  T„  sont  complètement  déterminés  par  les  équa- 
tions du  premier  degré  auxquelles  ils  doivent  satisfaire. 
Or,  bien  que  le  nombre  de  ces  équations  soit  ^al  à  celui 
des  arbitraires,  et  que  lès  équations  proposées  aient  b 
plus  grande  généralité  possible,  on  pourrait  craindre  d< 
se  trouver  ici  dans  Tun  des  cas  d*incompatibilité  donl 
l'existence  est  bien  connue  ;  il  est  facile  de  montrer  qu'i         1 
n'en  peut  être  ainsi. 

En  effet,  supposons  que  les  équation^  prppQ|S|ées  se  ré-    <-• 
dulsent  à 

Z,  •—  «  =  0,    Z^'— Z,  =  0,    «^•— Za=0,...,     «^«—Z»-,  =CZ=D, 

a  étant  une  constante  donnée.  Dans  ce  cas,  on  a 

V„  =  z"*«—  z^,. 


et  la  fonction  qui  réalise  l'élimination  peut  être  détei 
minée  à  priori.  Si,  en  eifet,  on  pose 

m 


m  zzz.  /w,  Wj .  , .  nin,      tn'  =  — 9 


le  polynôme  T„  aura  pour  valeur 

car,  en  employant  cette  valeur  de  T„,  on  a 


T»V„=<-C.'  ^  Î 


m  m' 


ou,  à  cause  des  n  —  i  premières  équations  proposées,  [ 


T„V„=:2^   —a. 
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Il  est  évident  que  si  l'on  applique  à  ce  cas  particulier 
la  méthode  générale  du  n^  70,  on  obtiendra  cette  même 
valeur  de  T„  que  nous  venons  de  former  ;  il  en  résulte  que 
les  équations  qui  déterminent  T„  ne  peuvent  offrir  d'im- 
possibilité en  général,  puisqu'elles  n'en  présentent  pas 
quand  on  donne  certaines  valeurs  particulières  aux  coeffi- 
cients des  équations  proposées. 

Nous  ajouterons  encore  une  remarque  fort  importante» 
Le  raisonnement  du  n^  70  a  conduit,  pai*  Télimi nation  de 
«  —  I  iDConnues  entre  n  équations,  à  une  équation  finale 
dont  le  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 
proposées  ^  mais  on  peut  se  demander  si  ce  degré  ne  serait 
pas  susceptible  de  s'abaisser  par  Févanouissement  de  quel- 
cjues  termes,  ou  s'il  ne  serait  pas  possible,  en  suivant 
une  voie  différente,  de  déduire  des  équations  proposées 
une  équation  finale  de  degré  moindre.  Il  est  aisé  de  voir 
<ju'il  n'eu  est  rien,  tant  qu'il  s'agit  d'équations  générales  5 
cfTeclivement,  dans  l'ex^emple  que  nous  venons  de  consi- 
<iérer,  on  reconnaît  à  priori  que  l'équation  finale  est 


m 

z   —  a  =  0, 


et  son  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  proposées. 
Or,  ces  dernières  sont  comprises  dans  les  équations  géné^ 
''aies  du  n"70^  donc  l'équation  finale  qui  en  résulte  est 
i^écessai rement  comprise  dans  Téquation  finale  qui  se  rap- 
porte au  cas  général. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  considérant  n  équa- 
tions des  degrés  mj,  /Wj,..  .,  m„  respectivement,  dont 
chacune  soit  décomposable  en  facteurs  linéaires  de  la 
forme  . 

<*jî  a,, . . . ,  étant  des  coefficients  indéterminés.  Le  système 
^e  ces  équations  peut  évidemment  être  remplacé  par 
"^  ^  /«,  m^ .  • .  m„  systèmes  formés  de  n  équations  du  pre- 
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mier  degré,  chacun  de  ceux«-ci  fournit  une équàtiotl  finale 
du  premier  degré,  et  le  produit  des  m  équations  finales 
ainsi  obtenues  est  l'équation  finale  relatite  àu  système 
proposée 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  citer,  W  eêi  évi^  ^ 
demment  impossible  de  tirer  des  éqnatious  proposées^^ 
une  équation  en  ^„, 

^  (^n)  ^  Oj 

dont  le  degré  soit  inférieur  à  m\  donc  la  même  chose  e 
également  impossible  dans  le  cas  des  équations  gén 
raies. 

72.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  mouti 
qu'on  n'obtiendrait  pas  la  véritable  équation  âtiale,  dai 
le  cas  où  le  nombre  des  équations  est  supérieur  à  2, 
au  lieu  d'éliminer  les  inconnues  à  là  fois,  comtne  nor    -- 
l'avons  fait,  on  voulait  procéder  par  éliminations  succc.       s 
sives.  Car  supposons  le  cas  de  trois  équations  général ^^^e 
des  degrés  respectifs  m,,  m,,  m^  entre  les  incotinu    -^s 
-^i,  22,  z^.  Si  l'on  élimine  z^  entre  la  première  équaticr>/? 
et  chacune  des  deux  autres,  on  obtiendra  deux  équ ci- 
tions finales  des  degrés  m^  m^  et  nii  m^y  puis  réliminaticr// 
de  Zf  entre  ces  deux  dernières  fournirait  une  équation 
dont  le  degré  pourrait  s'élever  jusqu'à  m^m^trt^^  tandis  que 

la  vraie  équation  finale  est  seulement  du  degré  mitri^mi. 
Le  cas  des  équations  du  premier  degré  est  le  seul  OÙ  l'on 
puisse  procéder  par  éliminations  successives. 

Sur  la  résolution  des  équations  algébriques  simultanées. 

73.  Lorsqu'on  sait  former  l'équation  finale  qui  résulte 
de  Télimination  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations 
données,  on  j)eut  aussi,  d'après  une  remarque  due  k 
M.  Lîouville,  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  éli- 
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minées  qui  répondent  à  chaque  racine  de  Féquation  fi- 
nale. G^est  ce  que  nous  allons  développer. 
Reprenons  les  n  équations 

(1)  V,  =  0,       V,=:0,...,       V„=0, 

des  degrés  respectifs  mi,  m^, . .  #,  i7i„  entre  les  inconnues 
*u  ^t)«  •  T  9  ^nj  et  supposons,  comme  nousTavons  fait  jus^ 
qu'ici,  que  ces  équations  aient  la  pins  grande  généralité 
possible. 
Posons 

(2)  z  r=  a,  s, -h  a,  «2 -h  .  .  .  H- a»_,  z„_, -h  3„, 

«1,  «I, . . . ,  a„_i  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  pre- 
nons z  pour  Inconnue  à  la  place  de  z„,  il  faudra,  dans  les 
équations  (i),  remplacer  z^  par  la  valeur 

cette  substitution  ne  changera  pas  le  degré  des  équations, 
et  celles-ci  deviendront 

(3)  Uï=0,      Ur==:0,...,       Uft=rO. 

Si  Pon  élimine  <3,,  5^2, . . . ,  z„_i  entré  les  équations  (3), 
on  obtiendra  une  équation  finale  en  z  dont  le  degré  m 
sera 

et  qui  contiendra  dans  ses  différents  termes  les  n  —  i  in- 
tfélcrmînées  «i,  «j, . .  . ,  a„_i.  On  peut  chasser  les  dénomî- 
naieurs  qui  seraient  fonctions  deaj,  «25  •  •  •  ^U  en  ordon- 
Dani  le  premier  membre  par  rapport  à  ces  indéterminéc*s, 
'  équation  finale  en  z  sera 

M)  /(a)  -f-  [a.Ft  (z)  -f-  0L,F,(z)  H-  ...  -h  a;,_,F^,(z)]-f-. .  .=  o. 

On  retrouvera  l'équation  finale  relative  aux  équations 
P'^oposéesen  attribuant  la  valeur  zéro  aux  indéterminées 


lôo  coui(s  d'algèbre  supérieure. 

a;  on  a  eilectivement  alors  z  =  2„,  et  l'équation  (4)  ^ 
réduit  h 

(5)  /(Zn)  =  o; 

mais  l'indétermiiiation  des  quantités  a  va  nous  fournir 
des  résultats  plus  étendus.  Si,  dans  Téquation  (4)  ^  on 
remplace  z  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (a)  et  que 
Ton  fasse  usage  des  formules  connues 


•  •  •> 


/W=/W  H 1 f    i^n)  -f- 

F.(z)  =  F,  («„)+..., 


il  viendra,  en  ordonnant  par  rapport  aux  a, 

^  1  -f- a„_.[z„_./'(z„) -h  F;^,(z«)]|  -«-...=  O- 

Cette  équation  (6)  résulte  de  la  combinaison  des  équa — 
tions  (i)  entre  elles,  et  elle  est  nécessairement  satisfaite  .^ 

quelles  que  soient  les  indéterminées  a,  par  tous  les  sys 

tèmes  de  valeurs  des  inconnues  susceptibles  de  vérifier  1&  ^ 
équations  proposées.  Si  Ton  suppose  que  ces  indétermm.  ^ 
nées  soient  nulles  à  l'exception  d'une  seule  a  ,  le  premic^^r 
membre  de  la  formule  (6)  se  réduira  à  un  polynôme  o^^r- 
donné  suivant  les  puissances  de  a    et  il  ne  pourra  et  -^<e 

identiquement  nul,  à  moins  que  les  coefficients  des  c^^i- 
verses  puissances  de  a    ne  soient  nuls.  Ainsi,  en  par   -^i- 

culier,  on  aura,  outre  l'équation  (5), 

pour  toutes  les  valeurs  i ,  a, . . . ,  (n  —  i)  de  l'indice  ^i^    ce 
qui  donnera 

,   ,  F.(z„)  F,(2„)  __      F^.  (  ag J 
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Dans  le  cas  particulier  où  le  premier  membre  de  cha- 
cune des  équations  (i)  est  un  produit  de  facteurs  du  pre- 
mier d^ré  à  coefficients  indéterminés,  l'équation  (5)  n'a 
point  de  racines  égales,  et  par  suite  elle  n'en  peut  avoir 
dans  le  cas  général.  Donc,  si  l'on  remplace  z„  par  Tune  des 
racines  de  Téquation  finale  (5),  la  dérîvéey'(z„)  ne  sera 
pas  nulle  et  les  formules  (7)  ne  deviendront -point  illu- 
soires, à  moins  que  Ton  n'attribue  des  valeurs  détermi- 
nées aux  coefficients  des  équations  proposées. 

74.  La  méthode  précédente  conduit  à  d'autres  formules 
qu'il  convient  de  remarquer  et  qu'on  obtient  en  égalant  à 
zéro  les  termes  que  nous  n'avons  pas  considérés  dans  la 
formule  (6)  et  qui  contiennent  en  facteur  soit  une  puis- 
sance supérieure  à  la  première  de  l'une  des  indétermi- 
nées a,  soit  uq  produit  de  puissances  de  plusieurs  d^ 
ces  indéterminées.  Par  exemple,  si  l'on  représente  par 
F    (z)  le  coefficient  de  «««^  dans  le  premier  membre 

de  l'équation  (4)9  les  indices  /i  et  v  pouvant  être  égaux. 
Cl  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  de  a'   et  de  ol^^ol,^ 

dans  l'équation  (6),  il  viendra 
La  seconde  de  ces  formules  (8)  donne  cette  valeur  de  r.^^ 


Les  formules  (8)  et  (9)  sont  plus  composées  que  les 
'ormules  (7),  mais  quand  on  passe  du  cas  des  équations 
Sénérales  à  celui  des  équations  particulières,  les  for- 
^tiles  (7)  peuvent  devenir  illusoires,  et  dans  ce  cas  les 
^•^rinulcs  (8)  et  (9)  les  suppléeront.  Celles-ci  peuvent  à 
L  II 
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leur  tour  devenir  illusoires  et  exiger  l'emploi  d'autres 
formules  qu'on  pourrait  pareillement  tirer  de  Téqua* 
tion  (6)  ;  mais  il  n'est  pas  utile  d'insister  davantage  sur 
ce  sujet. 

75.  Les  équations  (5)  et  (7)  sont,  d'après  notre  ana — . 
lyse,  une  conséquence  nécessaire  des  équations  propo«-^. 
sées;  soit  V   =  o  l'une  quelconque  de  celles-ci ,  et  dési-^ 

gnons  par  V^  le  résultat  que  l'on  obtient  quand  on  rem-  ^« 
place  dans  V  ,  ^1,  z„. . .,  z„_i  par  les  valeurs  (7). 
fonction  V  sera  de  la  forme 

A* 

V'  -    *«('•) 


/*       r  /*'/-  \T» 


[/'  («»)]> 


4>   (zA  étant  une  fonction  entière.  Effectuons  la  divisic 
de  4>    (Zn)  par/  (  z„)  de  manière  à  obtenir  un  reste  y   ( 
de  degré  inférieur  à  m,  et  désignons  par  ÎT  {«„)  le  qcL_  o- 
tient  de  cette  division,  on  aura 

Cela  posé,  puisque  les  équations  (7)  résultent  des  propo- 
sées, il  en  sera  de  même  de  l'équation  V  =  o,  laquelle 
se  réduit  a 

Or  celle-ci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  9(2»)  est  identique- 
ment nul  ,  car  ce  polynôme  est  au  plus  du  degré  m  —  i ,  et 
nous  savons  qu'on  ne  peut  tirer  des  équations  proposées 
une  équation  finale  en  z„  d'un  degré  inférieur  à  m.  La 
précédente  valeur  de  \'  se  réduit  donc  à 
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(1  OU  il  résulte  que  les  équations  proposées  sont  satisfaites 
par  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  tirés  des 
équations  (5)  et  (7)  ;  ce  qui  est  la  réciproque  de  la  pro- 
position établie  au  n**  74.  Ainsi  se  trouve  démontré  cet 
important  tliéorème  ; 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  communes  à  plu-- 
sieurs  équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'incon^ 
nues  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations^  lors^ 
que  celles-ci  sont  complètes  et  que  leurs  coejfficients  de- 
meurent  indéterminés* 

En  particulier,  deux  lignes  des  degrés  m^  et  m,  5e  cou- 
pent en  77*1  mt  points  ;  trois  surfaces  des  degrés  mi^m^^  w^ 
se  coupent  en  m,  m^  m%  points. 

On  dit  qu'une  courbe  algébrique  plane  ou  gauche  est 
de  Tordre  m,  lorsqu'elle  est  rencontrée  en  m  points  par 
un  plan  quelconque.  L'intersection  de  deux  surfaces  des 
degrés  nii  et  m,  est  donc  en  général  une  courbe  de  l'ordre 
'^i  '^s?  ^^^  1^  nombre  des  solutions  communes  à  trois 
équations  des  degrés  mj,  m,  et  1  est  m,  X  w,  X  i .  Ainsi 
I  intersection  de  deux  surfaces  du  deuxième  degré  est  en 
général  une  courbe  du  quatrième  ordre;  mais  il  peut  arri- 
ver, dans  les  cas  particuliers,  que  cette  courbe  se  réduise, 
soit  à  une  courbe  du  troisième  ordre  et  à  une  droite,  soit 
à  deux  courbes  du  deuxième  ordre,  c'est-à-dire  à  deux 
coniques. 

Remarque  sur  la  méthode  d"* élimination  de  Bezout.  — 

Méthode  d'Euler. 

76.  La  méthode  d'élimination  de  Bezout,  exposée  au 
^°  70,  consiste  à  multiplier  l'une  des  équations  pro- 
posées, 

(')  V.=rO,       V,=:0,...,       V„  =  0, 
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par  un  certain  polynôme,  et  à  employer  les  autres  éqaa->-  ,^ 
lions  pour  faire  disparaître  quelqu^-uns  des  termes  con*  ««». 
tenus  dans  le  produit;  l'élimination  s^acbève  ensuite  en  ^s;;^ 
disposant  convenablement  des  arbitraires  que  renferm&g^  ^ 
le  polynôme  multiplicateur.  Mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
n^  69,  cette  manière  d'opérer  revient  à  ajouter  entre  ellea 
toutes  les  équations,  après  les  avoir  multipliées  par  cer-  — ^ 
tains  facteurs;  donc,  si  l'on  représente  par 

l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  -Ci,«8,..         ., 
Zn^i  entre  les  équations  (i),  on  aura  identiquement 

Ti,  Tj, .  . . ,  T„  étant  des  fonctions  entières  des  inconnu< 
convenablement  cboisies. 

77.   DausV Introduction  à  V Analyse  inJinitésimaU 
Euler  a  indiqué,  pour  le  cas  de  deux  équations,  une  m     -^- 
tbode  qui  revient  au  fond  à  celle  de  Bezout.  Représento  '"■ns 
les  deux  inconnues  par  jc  et  j^  et  supposons  que  les  é(^am-~  a- 
tions  soient  Tune  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n\  c^es 
équations  ayant  été  ordonnées  par  rapport  à  j*,  représ^  Je- 
tons par 

leurs  premiers  membres.  La  méthode  d'Euler  consista  à 
multiplier  respectivement  les  polynômes  Vi  et  V|  par  les 
facteurs  indéterminés  -| 

M,  —  P'j"-'  -h  A'j"-'  -h  B'j"-^  -h  C'j"-^  -t- . . . ,  I 

M,—  P j'*^'  H-  A  r*""'  -H  B/"-»  4-  C jT"'  -f- . . . ,  ^ 

à  exprimer  ensuite  que  les  coefficients  des  mêmes  puiV         / 
sanci's  An  y  sont  égaux  dans  les  produits  MjV,,  Mj  V,,  el  a 


\ 
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^Jiffliner  enfin  les  m  +  tz  —  2  indéterminées  A,  B, . . . , 
A',  B',, . . ,  entre  les  m  -f-  n  —  i  équations  du  premier 

degré 

PA'-hQP'=rP'A-+-PQ', 

PB' H-  QA'  4-  RF^  P'B  -h  Q'A  H-  R'P, 

PC'4-  QB'-+-  RA'-f-  SP'  =  P'C  -h  Q'B  H-  R'A  -h  S'P, 

ainsi  obtenues. 

Les  m  4-/1  —  2  premières  des  équations  précédentes 
donnent  pour  les  indéterminées  A,  B,. .  .^  A^,  B', .  *  •? 
des  valeurs  fractionnaires  auxquelles  on  peut  supposer 
le  même  dénominateur  A  ^  les  facteurs  Mi  et  M3  auront 
donc  la  forme 

T,  —  T. 

T,  et  T,  étant  des  fonctions  entières  de  x  et  j^,  et  il  esl 
évident  que  notre  équation  finale  sera 

T.V.-hT,V,=ro. 

78.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d'éliminer  j  entre  les  deux 
équations  du  deuxième  degré 

on  sera  ramené  par  le  procédé  d'Euler  à  éliminer  A  et  A' 
entre  les  trois  équations 

PA'— P'A  =  (PQ'— QP'), 
QA'—  Q'A  =  —  (RP'  —  PR'), 
RA'— R'A  =  o, 

ce  que  l'on  peut  faire  en  ajoutant  ces  équations  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

QR'  —  RQ',     RP'  —  PR',     PQ'  -^  QP'j 
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ii  vient  ainsi 

(PQ'-~  QP')  (QR'—  RQ')  —  (RP'  —  PRO*=  ^• 

Si  l'on  tîre  des  équations  qui  précèdent  les  valeur 
des  indéterminées  A  et  A^,  on  en  conclura^  comme  il 
été  indiqué  plus  baut,  les  polynômes  par  lesquels  il  fac. 
multiplier  les  équations  proposées,  pour  obtenir  l'équ; 
tion  finale  d'après  la  méthode  de  Bezout.  Ces  polynôm» 
sont  respectivement 

-  (PQ'  —  QPO  (P'z  -^  Q')  —  P'  (RP'  —  PR') 
et 

H-  (PQ'  —  QP')  (P j  -H  Q)  -t-  P  (RP'  —  PR'). 


Remarquons  encore  que  l'équation  finale  peut  ici  s'c^c=7iK 
tenir  immédiatement  en  résolvant  les  équations  pro|  tp- 
sées  par  rapport  à  ^  et  à  j^',  ce  qui  donne 

RF  —  PR^  ^QR^^RQ^ 

•^~PQ'  — QP''      -^  ^PQ'  — QF' 

et  en  égalant  ensuite  la  seconde  expression  au  carré  d^^  la 
première. 

Cas  de  trois  équations  du  deuxième  degré 
à  trois  inconnues, 

79.  Pour  donner  un  exemple  des  simplifications  cjue 
comportent  les  applications  de  la  méthode  de  Bezo'*ï^ 
nous  considérerons  le  cas  de  trois  équations  générales  à^ 
deuxième  degré  entre  les  trois  inconnues  Xjj^  z.  Soi  ^^^ 

Ia  y'^-\-  7.  hyz  -h  c  z^  -\-i  fljr -h  2  ez  -h /"  =:Of 
a'y^-\-  2byz-\-c'z^-{-ady-\-  le' z-\-/'=  o,  j 

a'y  -h  2  byz  -H  c''z^  4-  2  dy  4-  2  e^z  -^f"  iri  o  ! 

i 

les  équations  proposées  ordonnées  par  rapport  à  j^  et  à  ^i 
dans  chacune  d'elles  les  trois  premiers  coefficients  soiii 
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des  constantes,  les  deux  coefficients  suivants  sont  des  fonc- 
tions linéaires  de  x  \  enfin  le  dernier  terme  est  une  fonc- 
tion entière  de  x  du  deuxième  degré. 
Nous  poserons 

(2)  e  =  a  [b'c"—  b''c')  -f-  a'{h"c  —  bc")  -v- a"  {bc'  --  b' c) 

et 

D  =  d{b'e''--b"c')-\-d'[b''c  —  bc")^d"{bc'  -  b'c] , 

"i  =f{b'c"-b''c')^,f{W'c—bc")^r[be--b'cy, 

(3)  {  W  ^e{^  a!'  --e*  a!)^  é  {d' a  •^ca*')-\'e^'  {ca'  --c'a), 

\^''=d[a! b''---^a" b')^d' [a!'b  --ab")^d" \ab' ---a! b), 
YJ'zzze[a'b"^a"b')^e'[a"b---ab")-^e"{ab'  -^a'by, 
Y''=f{a'b"--n"b')-\-f'[a"b^ab")-^f"[ab'---a'bY 

Alors,  en  éliminant  successivement  deux  des  quantités 
y^^yZy  z*  entre  les  équations  (i),  on  obtiendra  les  sui- 
vantes : 

IHjr*-t-  2D  j-f-aE  z-hF  =r  o, 
lEyz  4-  aD'jH-  2E'z  -h^'==o, 
H  «»  -h  2DV  -h  2E"z  -4-  F"=  o, 

^{ui  pourront  suppléer  les  proposées  ^  mais  nous  leur  dou- 
terons une  autre  forme  qui  permettra  de  faciliter  les  cal- 
^^Is  ultérieurs.  Si  Ton  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

(R  =HF  -h2(D'*E— DE')  -f-(E"— 4EE'0, 
(5)|r'  =  HF'  H-4(D'^E  —DE")  —  2(D'E'— 2D"E  — 2DF/), 
(  R'^  =  HF*' 4- 2(D^E'- D'E") -4- (D'»- 4DD''), 

et  que  Ton  multiplie  les  équations  (4)  par  H,  on  pourra 
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leur  donner  la  forme  suivante  : 

(Hj  -f-  E')  (H/  -f-  2D  —  E')  -f-  2E  ( H z  -t-  aE"  —  D')  -f-  R  = 

(6)  {  2(Hj-t- E')(Hz-hD')  — 8D''E-f-R'  =  o, 

(Hz  -+D')(Hz-f-2E"— D')-f-2D"(Hjr-t-2D  — E')-t-R''= 

nous  représenterons  respectivement  par 

▼  i>  Vj,  V3 

les  premiers  membres  de  ces  équations  (6). 

Pour  former,  d'après  la  méthode  de  Bezout,  le  pre- 
mier 'membre  de  l'équation  finale  demandée,  nous  mul- 
tiplierons la  fonction  Vj  par  un  polynôme  indéterminé 
Tf  du  sixième  degré  qui  ne  renferme  aucun  terme  cB- 
visible  par  j^'  ou  par  2*^  les  équations  Vi=  o,  Vt=:  o, 
seront  ensuite  employées  pour  faire  disparaître  du  pro- 
duit Tj  Vj  tous  les  termes  qui  contiendront  en  facteurj^^* 
ou  -z*.  Construisons,  pour  cet  objet,  les  formules  sui- 
vantes : 

(ezH-D')V,— 2E  V3=:(Hr-t-E')(H7-f-2D  — E')(Hz-4- 

—  4D"E(H:r-+-  2D  — E') 
-f-R(Hz-f-D')  — 2R"E, 

(Hj-t-E')V3— 2D''V,=r(Hz-hD')(Hz-f-2E"'  — D')(H^^- 
— 4D''E(Hz-h2E''— D') 
-f-R''(Hjr-f-D')  —  2RD", 

(Hz  -f-D')  (Hz  -h  2E''—  D')  V,  —  [2E  (H2-4-  2  E''—  T/)-^! 

—  (H7-+-E')  (Hjr-h  2D  —  E')  (Hz  -f.  D')  (Hz  H-  2E''—  D') 

—  4D''E(H/  -f-  2D—  E')(Hz  4-  2E''  —  D') 

—  2RD''(Hr-4-2D  — E')  — 2R''E(H:5  4-2E"— D')  — RR"; 

en  égalant  à  zéro  leurs  seconds  membres,  nous  obtien- 
drons les  équations  nécessaires  pour  l'évanouissement  des 
termes  que  nous  aurons  à  faire  disparaître. 


(:) 


(8) 
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Nous  donnerons  au  polynôme  T,  la  forme  suivante  : 

IT,=  !8X(Hr-f- 2D  — E')(Hz-f- 2E"  — D') 
-4-2(T-f-E'X)(H2  -I-2E''— D') 
-f-  2  (Z  -f-  D'X)  (H/-»-  2D  —  E')  -h  U, 

X,  Y,  Z,  U  désignant  des  fonctions  entières  et  indétermi- 
nées de  jc;  la  première  de  ces  fonctions,  X,  est  du  qua- 
trième degré;  Y  et  Z  sont  du  cinquième;  enfin  U  est  du 
siiième  degré.  U  est  presque  superflu  d'ajouter  que  c'est 
uniquement  pour  les  convenances  du  calcul  que  nous  écri- 
vons Y  +  E'X  etZ  +  D'X  au  lieu  de  Y  et  Z,  Comme  nous 
Tavons  dit,  les  formules  (7)  et  (8)  seront  employées  à 
faire  disparaître  du  produit  TsVt  les  termes  divisibles 
parj^*  ou  par  z*  ;  il  est  facile  de  voir  qu'on  produira  cet 
effet  en  ajoutant  au  produit  TfV,  les  seconds  membres 
des  trois  formules  (7)  et  (8)  respectivement  multipliés 
par  les  facteurs 

—  4(Z-4-D'X),     —  4(Y-f-E'X),     -4X, 

ce  qui  revient  a  ajouter  à  TjV,  les  produits  T,  Vj,  Tj  V« 
dans  lesquels  les  facteurs  Ti ,  T3  ont  pour  valeurs 

T.  =  — 4X(Hz-f-D')(Hz-t-2E''— D') 

8D''(Y-+.  E'X)  -^4(Z-t-D'X)  (Hz  -f-D'), 


(loj 

"Ts=:  — 4X[2E(a2-f-2E"  — D')-f-R] 

—  4(Y-f-E'X)(Hjr4-E')-f-8E(Z-f-D'X). 

Effectivement,  si  Ton  pose 

(n)  0  =  T.V.H-T,Va-f-TsV„ 

puis  que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

,  (  HP=:4D''RH-(2E"  — iy)R'  — 2E'R", 

HQ  ^  4  ER'^  H-  (2  D  ~  E')R'  ~  2D'R, 
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et 

^'    ^  5  •  4(E'»— 4EE")R"-+-(R'*-4RR''), 


l'expression  (11)  de  0  deviendra 

e  =  (u-t-R'X)v, 

2H  (HPX  -+■  R'Z  —  2R^T)/ 


(i4) 

^  ^'  '  2H(HQX-«-R'Y--2RZ)z 

H(2PY-+-2QZ— HNX), 

Maintenant,  pour  que  cette  expression  devienne  celle 
premier  membre  de  Tëquation  finale  demandée,  il  fa 
que,  par  le  moyen  des  polynômes  indéterminés,  les  teri 
en  jrz^  enj  et  en  z  disparaissent  de  la  formule  (i 
Gomme  le  terme  en  yz  ne  fi^re  que  dans  V9,  il  n 
faut  poser 

(i5)  U-f-R'X  =  o, 

et 


^4 


.  _.  ,  HPX  -h  R'Z  ~  2R" Y  =t  o;  .  ^^ 

(16)  {  .  *H 

^     '  ^  HQX-hR'Y— 2RZ  =  o;  ^e 


rexpression  de  0  se  réduit  alors  à 

(17)  e  =  2HPY  -f^  2HQZ  —  H'JSX. 

On  tire  des  équations  (16) 

(2PR  -f-  QR')HX  —  —  (R'»  —  4RR") Y, 
{2QR"  -f-  PR') HX  —  —  (R'»  —  4RR'")  Z  ; 

ces  formules  montrent  que  le  polynôme  X  est  divisible 
par  R'*  —  4R^''  q^*  est  une  fonction  entière  de  x  du 
quatrième  degré;  le  quotient  de  la  division  est  donc  une 
constante  que  Ton  peut  choisir  à  volonté.  Nous  prendrons 
pour  cette  constante  l'inverse  de  la  quatrième  puissance 


ï» 


«te 
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de  H,  changée  de  signe^  en  sorte  que  l'on  aura 

(18)  ^  H«Y=i:aPR-f-QR', 

H»Z=r2QR''-f-PR'; 

les  polynômes  X,  Y,  Z  étant  connus,  la  formule  (i5) 
fera  connaître  U.  Enfin,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes, on  obtiendra  cette  expression  de  0, 

(19)  e  =  ^ tN(R'*  —  4RR*')  -h  4(PR  -h  PQR'  H-  Q'R")], 

qui  fournit  la  solution  de  la  question  proposée. 

Les  valeurs  de  P  et  Q  données  par  les  formules  (12) 
renferment  en  dénominateur  la  constante  H,  et  la  valeur 
de  N  tirée  de  la  formule  (i3)  a  le  dénominateur  H'; 
mais  on  peut  démontrer  que  ce  dénominateur  doit  dispa- 
raître des  expressions  de  P,  Q,  N,  lesquelles  sont  ainsi 
des  fonctions  entières  des  coefficients  des  équations  (i). 
Le  dénoâiinateur  H' .  disparaît  également  de  Fexpres- 
sion  (19)  de  6,  et  celle-ci  devient  alors  une  fonction  en- 
tière et  homogène  du  douzième  degré,  relativement  aux 
dix-huit  coefficients  des  équations  proposées^  mais  nous 
De  démontrerons  pas  cette  proposition  qui  s'écarte  un 
peu  de  notre  sujet. 

80.  Il  faut  remarquer  que  l'analyse  précédente  ne 
donne  pas  seulement  l'équation  finale  demandée  @  =  o, 
Btais  qu'elle  fait  connaître  aussi  les  valeurs  des  inconnues 
/et  2  qui  répondent  à  chacune  des  huit  racines  de  cette 
équation  finale.  Efi^eclivement,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs finies  que  l'on  attribue  aux  indéterminées  X,  Y, 
Z,  U,  dans  la  formule  (14)9  l'expression  de  @  que  l'on 
obtiendra  se  réduira  nécessairement  à  zéro,  pour  tous 
1^  systèmes  de  valeurs  de  x,  7,   z  qui  satisfont   aux 
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équations  proposées.  Or,  si  Ton  fait  successivement 

U  =  o,     X  =  o,     T  =  -,     Z  =  -, 

et 

»T  -«r  -«r  -^  r.  2  R 

U  =  o.     X  =  o,     T=_,     Z  =  —  , 

la  formule  (i4)  donnera  ces  deux  valeurs  correspondan 
de  0  : 

0  =  (R'*  —  4RR")jr  -H  (2PR  -f-  QR'), 

0  =  (R"  —  4RR'') z  -t-  (2QR''  H-  PR'), . 
qui  Tune  et  T autre  sont  nulles  ;  on  a  donc 

—  _-  ^PR"«-QR'  _  _  2QR^-4-PR^ 

^■~       R'»  — 4RR'''      ^~^       R'»  —  4RR''* 

et  Ton  peut  écrire  aussi 

(S  Y  z 

(.0)  ^=Hx'     '=^HX' 

X,  Y,  Z  désignant  ici  les  fonctions  déterminées  par  les 
formules  (18).  Il  est  évident  que  si  Ton  substitue  ces 
valeurs  (20)  de  ^  et  de  ^  dans  les  premiers  membres  des 
équations  (6),  ceux-ci  se  réduiront  à  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  X  dont  les  numérateurs  seront  divisibles 
par  0;  au  surplus,  il  est  facile  de  vérifier  qu'il  en  est 
ainsi,  en  se  servant  des  formules  que  nous  avons  obte- 
nues. 

81.  Si  l'on  suppose  que  x^y^  z  représentent  des  coor- 
données rectilignes,  le  problème  que  nous  venons  de  ré- 
soudre coïncidera  avec  celui  qui  a  pour  objet  la  recherche 
des  points  communs  à  trois  surfaces  du  deuxième  d^ré 
données.  La  discussion  des  cas  particuliers  de  ce  pro- 
blème met  en  évidence  diverses  circonstances  intéres- 
santes qu'il  n'entre  pas  dans  notre  plan  d'analyser  d'une 
manière  complète^  mais  nous  indiquerons  succinctement 
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Jes  principales,  afin  de  faciliter  l'intelligence  des  consi- 
dérations générales  que  nons  aurons  à  présenter  en- 

Les  coefficients  des  équations  proposées  ne  seront  plus 
c].âns  ce  qui  va  suivre  des  constantes  indéterminées,  et 
<3.oas  examinerons  les  cas  principaux  dans  lesquels  la 
CVnction  0  se  réduit  identiquement  à  zéro. 

Supposons  d^abord  qu'il  n'existe  entre  les  coefficients 
«i^ucune  relation  autre  que  celles  qui  sont  nécessaires  pour 
1.^ réalisation  de  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons.  Dans 
c^cas;  la  fonction  X  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  et  la  substi- 
"t-ulion  des  valeurs  (ao)  de  j^  et  de  z,  dans  les  premiers 
vnembres  des  équations  (6),  donne  des  résultats  identi- 
quement nuls;  cela  exige,  comme  on  le  reconnaît  aisé- 
ment, que  les  fonctions  rationnelles  substituées  k  y  et  k  z 
se  réduisent  a  des  fonctions  linéaires  de  a?,  et,  par  suite, 
que  T  et  Z  soient  divisibles  par  X.  On  voit  alors  que  nos 
trois  surfaces  ont  une  droite  commune,  savoir,  t^cUe  qui 
est  représentée  par  les  équations  (20)*,   mais  elles  ont 
aussi  d'autres  points  communs  qu'il  est  facile  de  déter- 
miner. Effectivement,  les  formules  (20)  ont  été  obtenues 
en  remarquant  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y^  z 
qui  satisfont  aux  équations  proposées,  les  deux  fonctions 
entières 

s'annulent.  En  égalant  à  zéro  le  second  facteur  de  l'une 
et  de  l'autre  expression,  on  retrouve  les  équations  (20); 
mais  on  voit  que  l'on  a  en  outre  la  solution 

X=o,     ou     R'>— 4RR"r=o, 

laquelle  fournit  les  coordonnées  a:  de  ceux  des  points 
communs  aux  trois  surfaces  qui  ne  se  trouvent  pas  sur  la 
droite  commune 
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Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  bien  que  les  équR 
lions  proposées  soient  indéterminées,  on  est  condui 
à  considérer  une  équation  finale  qui  est,  en  général,  d 
quatrième  degré. 

82.    Supposons  maintenant  que  les  coefficients   d 
équations  proposées  soient  tels  que  l'on  ait  identîqu^^ 
ment,  non-seulement  0  =  o,  maïs  encore  X  =  o  ;  coma 
au  numéro  précédent,  nous  exclurons  toute  relation  in 
tile  pour  la  réalisation  de  nos  hypothèses.  Les  équatio 

•  HXj  — Y  =  o,     HXz  — Z  =  o, 

obtenues  au  n**  80,  montrent  que  Ton  a  identiquem^M^ 
Y  =  o,  Z  =  o  ;  le  cas  où  les  trois  fonctions  R,  R',  R^   se 
réduisent  à  zéro  sera  examiné  plus  tard,  et  nous  l'^x-. 
cluons  en  ce  moment;  alors  Tune  au  moins  des  fonctions 
R  et  R"  étant  différente  de  zéro,  nous  supposerons  que  R 
ne  soit  pas  nulle.  Enfin  l'identité  X=:  o  nous  donne- 

R'=2>R,     R''=X»R, 

et  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  ^  est  une  con- 
stante ou  une  fonction  de  x. 

Admettons  d*abord  la  première  hypothèse.  Les  iden- 
tités Y  =  o,  Z  =  o,  0  =  0  s'accordent  à  donner 


PH-XQ      0; 

si  donc  on  fait 

on  aura 

!k-      '^' 

et  il  viendra,  à  cause  des  formules  (12), 

—  XHÇ  =:  2D''  +  (2E"  —  D')X  —  Ea% 
H?i=2EX'-h(aD—  E')X  —  D', 
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d'où,  par  réliminatiou  de  ^, 

ly  -4-  (E*'  —  D')\  4-  (D  —  E')V  -4-  EV  =  o; 

on  voit  que  |  est  une  fonction  linéaire  de  x. 

Si  l'on  continue  à  représenter  par  Vj,  V,,  Vj  les  pre- 
miers membres  des  équations  (6),  on  trouvera,  au  moyen 
des  formules  qui  précèdent, 

i V,  -  X  V.  =  e  (Hj  -f-  E'  -  aXE)(*  -  Xr  -  «)> 

40 

V,  —  ^  V,=  H  (hz  4- D'  — Jd")  («  -  Xr  -  Ç). 

V 

On  voit  par  là  que  les  équations  Vi  =  o,  ¥3  =  0  sont 

satisfaites  par  toutes  les  valeurs  de  x,  jr^  z  qui  satisfont 

aux  deux 

Va=o,     a  — >j  — Ç  =  o; 

la  dernière  de  ces  équations  est  celle  d'un  plan  :  donc, 
les  trois  surfaces  que  nous  considérons  ont  une  conique 
commune.  Ces  surfaces  ont  aussi  deux  autres  points 
communs,  lesquels  appartiennent  à  la  droite  représentée 
par  les  deux  équations 

H  j  -♦-  E'—  2>E  =  0,     Hz  -t-  D'  —  ^  D''  =:  o  ; 

si  ron  lire  de  celles-ci  lies  valeurs  de  y  et  de  ^  pour  les 
substituer  dans  les  équations  (6),  on  trouvera  les  résul- 

tau 

Rz=0,      R'=i:0,      R"i=:o; 

é 

ces  équations  sont  en  général  du  deuxième  degré  et  Tune 
quelconque  d'entre  elles  peut  être  regardée  comme  Ve- 
xation finale  qui  convient  au  cas  particulier  que  nous 
examinons. 

Le  cas  où  la  constante  X  se  réduit  à  zéro  n  introduit 
aucune  particularité  nouvelle.  Les  fonctions  R  et  R'^ 
sont  alors  identiquement  nulles,  et  comme  nous  excluons 
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le  cas  de  R  =  o,  l'hypothèse  0  =  0  exige  que  l'on  ait 
D''*=  o.  Alors  les  lieux  que  représentent  les  deux  der- 
nières équations  (6)  ont  un  plan  commun. 

83.  Supposons  que  X  soit  une  fonction  de  x^  et  po- 
sons 

s 

r  et  s  étant  des  fonctions  entières  premières  entre  elles. 

Gomme 

R'_     r        R''       H 

on  aura 

R  =  ^s\     R'  =  2  Ars,     R"  =  Xr», 

d'où  il  suit  que  le  degré  de  r  ou  de  5  ne  peut  surpasser 
l'unité^  et  comme  Tune  de  ces  fonctions  au  moins  ne  se 
réduit  pas  à  une  constante,  la  quantité  A:  sera  nécessaire- 
ment indépendante  de  x. 

D'après  les  résultats  obtenus  au  numéro  précédent,  orn 
aura 

Supposons  que  s  ne  se  réduise  pas  à  une  constante;  l'i- 
dentité précédente  prouve  que  E  est  divisible  par  5,  d'ail- 
leurs E  est  du  premier  degré  ;  on  a  donc 

a  étant  une  constante.  En  substituant  à  E  cette  valeur  et 
divisant  par  s^  il  vient 

D''s'  -h  (E''  —  D')  rj  -h  (D  —  E'  H-  ar)  r>  ==  o; 

on  voit  de  même  que  D  —  E'  -h  ar  est  divisible  par  5,  et 
en  désignant  par  6  une  constante,  on  aura 

D  —  E'r=  —  «r-h  €sy 
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puis  Inéquation  précédente  divisée  par  s  deviendra 

enfin,  la  fonction  E"  —  ly  -H  Sr  est  encore  divisible  par  s 
et,  en  désignant  par  y  une  nouvelle  constante,  on  aura 

pois 

En  résumé,  nos  hypothèses  nous  ont  donné  les  ré^ 

sultats 

E  =  xSy     D  —  E'  =3  —  ar  -f-  65, 

E''  — D'=:  —  6r-+-7*,     D''=  — 7/-; 

et  Ton  aurait  évidemment  obtenu  les  mêmes  formules,  si 
l'on  avait  supposé  r  fonction  de  x^  s  pouvant  être  une 
constante. 

Au  Heu  de  la  constante  A:  qui  entre  en  facteur  dans  les 
expressions  de  R,  R',  R'^,  nous  en  introduirons  une  autre  g 
déterminée  par  Téquation 


l=:(6î«— 4a7)  — ^%     d'où     g'  =  dbv^(6»  — 4a7)  — X-; 

alors  les  équations  (6)  de  nos  trois  surfaces  deviendront 

+2'+(^H-6)^][Hr-f-E'— 2ar— (^— 6)j]-f-îia4H2-hD'-4-(g'— 6)r]=:o, 
+ï'+(^4-(5>](Hz-HD')-(gr-f-e)4Hs  +  D'H-(g'~e^r]— o, 

Ces  équations  sont  satisfaites  en  même  temps  que  les 

deux 

H^  -I-  E'  -I-  (^  H-  6)  ^  =  o, 

dans  lesquelles  g  a  Tune  ou  l'autre  des  deux  valeurs 

±  V(6' —  4*7)  — ^5  J^s  surfaces  que  nous  considérons 
ont  donc  deux  droites  communes  non  situées  dans  le 
même  plan.  On  voit  aussi  que  le  reste  de  l'intersection 
I.  12 
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de  deux  des  trois  surfaces  se  compose  de  denx  autre 
droites*,  chacune  de  celles-ci  coupe  les  deux  premièr^j 
droites  en  deux  points  qui  sont  sur  la  troisième  surface, 
et  en  conséquence  elle  ne  peut  rencontrer  celte  troisième 
surface  en  d'autres  points. 

Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  il  n'y  a  plus  d'équA- 
tion  finale. 

84.  Considérons  enfin  le  cas  où  Ton  a  identiquement 
R  :=  o,  R'  os  o,  R'^  =2  o.  Les  prencMers  memj>resdes  éqia- 
tions  (6)  deviennent  alors 

V»  =  (H/  +  E')  (Hj+  2D  —  E')  -f-  aE  (Hz  -f-  2E"  —  jy), 

y,=z[Ey  -f-  E')  (Hz  -4-  D')  -  4D^E, 

V3=  (H  z  +  D')  (Hz  +  2E''  —  D')  -h  2D''(Hj  -h  2D  —  E'), 

et  il  en  résulte 

(Hz  H- DOV,-- (Br-f- aD -£')¥,- aBV,z:;;0, 
(Hr-hE')  V,^  (Hz -4^  aE''~  D')Y»- aP^V,:^:  o, 

La  droile  qui  a  pour  équations 

H^-f-E'^iro,     E  =  o 

appartient  aux  deux  surfaces  Vi  et  Vs,  et,  diaprés  les 
identités  qui  précèdent,  le  reste  de  Tintersection  de  ces 
deux  surfaces  appartient  à  la  troisième  surface  Vj.  Pa- 
reillement, la  droite  déterminée  par  les  équations 

Hz-4-D'=:o,     D^  =  o 

appartient  aux  surfaces  V,  et  Vs,  et  le  reste  de  Tinterçeç*- 
tion  est  sur  V^  Elnfin,  la  droite 

HJ-+-2D— E'  =  o,     Hz-l-aE^'-^D'^o 

appartient  aux  surfaces  Vi  et  Vs,  et  le  reste  de  TinterMC^ 
tion  appartient  à  Vf  II  résulte  de  là  que  les  trois  sur- 
faces considérées  ont  une  courbe  du  troisième  ordrç 
commune. 
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Les  trois  droites  qui  complètent  les  intersections  des 

surfaces  deux  à  deux  ne  se  rencontrent  pas  en  gênerai,  et 

en  conséquence  elles  rencontrent  la  courbe  du  troisième 

ordre.  Dans  le  cas  qu'on  vient  d'examiner  il  n'y  a  point 

d'équation  ânitle. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discussion,  et 
nous  remarquerons  en  terminant  que  nous  n'avons  pu 
reneoutrer  le  Cas  où  les  surfaces  données  ont  une  courbe 
da  quatrième  ordre  commune,  parce  que  nous  avons  exclu 
les  hypothèses  dans  lesquelles  la  constante  H  se  réduit  à 
zéro. 

Sur  les  équations  simultanées  dans  lesquelles  les  coeffi^ 
cients  ont  des  valeurs  particulières  déterminées. 

85.  Eu  ne  considérant  jusqu'à  présent  que  des  systèmeA 
formés  d'équation  s  générales  dans  lesquelles  les  coefficients 
sont  indéterminés,  nous  nous  sommes  affranchi  de  toutes 
les  difficultés  auxquelles  les  cas  particuliers  peuvent  don- 
ner naissance.  Nous  allons  présenter  ici  quelques  consi- 
dérations relatives  à  ces  cas  particuliers^  mais  il  n'entre 
pas  dans  nos  vues  d'approfondir  en  ce  moment  cettô 
partie  importante  de  la  théorie  des  équations;  nous  re- 
viendrons sur  ce  sujet  dans  la  deuxième  Section  de  cet 
Ouvrage. 

Les  systèmes  formés  de  plusieurs  équations  simultanées 
enire  un  pareil  nombre  d'inconnues  peuvent  être  distin- 
gués en  deux  genres,  suivant  qu'ils  admettent  un  nombre 
limité  ou  un  nombre  illimité  de  solutions.  Dans  le  pre- 
DÛer  cas,  l'équation  finale  relative  aux  équations  propo- 
>éesdo]t  évidemment  être  comprise  dans  l'équation  finale 
^se  rapporte  au  système  composé  d'équations  générales, 
®n  même  nombre  que  les  proposées,  et  respectivement  de 
"ïÉmes  degrés  que  celles-ci.  Dans  le  deuxième  ras,  il  n'y 

12. 
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a  plus^  à  proprement  parler,  d^équation  finale;  cepen- 
dant, il  peut  arriver  que,  parmi  les  solutions  des  équa- 
tions  proposées,  solutions  dont  le  nombre  est,  par  hypo» 
thèse,  illimité,  il  y  en  ait  quelques-unes,  en  nombre  fini, 
qui  se  distinguent  des  autres  par  une  propriété  particu- 
lière et  dont  la  détermination  mérite  d'être  Tobjet  d'une 
recherche  spéciale*,  cette  recherche  conduira  donc  à  une 
équation  finale  d'une  nature  particulière.  Nous   avons 
rencontré  un  exemple  de  ce  cas  (n^''  81  et  82)  dans  le  pro* 
blême  qui  a  pour  objet  la  recherche  des  points  d'interseo 
tion  de  trois  surfaces  du  deuxième  degré  qui  ont  une 
droite  commune  ou  une  conique  commune. 

86.  Soient,  comme  an  n**  70, 

(l)  V|=0,      V,=:0,...,      V«=0, 

n  équations  générales  des  degrés  ttii,  m,, . . . ,  727^  respecti- 
vement, entre  les  n  inconnues 

et 

Téquation  finale  du  degré 

m  =  /7?|  171% •  .  .  177^  , 

obtenue  en  éliminant  z^ ,  ^s , . . .  ,r„_i  entre  les  équations  (i). 
On  aura  identiquement^  comme  on  l'a  vu, 

(3)  /(z„)  =T,V.  +  T,V,H-. .  .-4-  T„V„, 

l^it  Tt, . .  •  ,T„  étant  des  fonctions  entières  des  inconnues. 
On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les  coefficients  de  ces 
polynômes  soient  des  fonctions  entières  des  coefficients 
des  équations  (i),  et  nous  admettrons  qu'ils  aient  été  ra- 
menés à  celte  forme,  en  sorte  que /*{«„)  sera  une  fonction 
entière  de  z^  et  des  coefficients  des  équations  (i).  Rap- 
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pelons  encore  que  la  méthode  exposée  au  n®  73  donne  le 
moyen  de  former  les  m  systèmes  de  solutions  des  équa- 
tions (i)  qui  répondent  respectivement  aux  m  racines 
de  Téquation  (a). 
Gela  posé,  donnons  aux  coefficients 

Af      0|      \Âf  •    »    »  y 

des  équations  (i)  les  valeurs  particulières 

et  soient 

I 

ce  que  deviennent  alors  les  équations  (i).  Désignons  aussi 

par/(*>  (z„),  T|*\...,  les  valeurs  que  prennent,  dans  la 

même  hypothèse,  les  polynômes /(z«),  Ti,.  •  •;  l'équa- 
tion (2)  deviendra 

(î)  /(•)(zO  =  o, 

et  Ton  aura 

(6)    /(•)  (zn)  =  t[*^  vî*^  -h  tI'^  y['^  4- ...  -h  T^*^  vi*^ . 

Supposons  d'abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5)  Jie  se  réduise  pas  identiquement  à  zéro.  Il  est  évi- 
dent, par  la  formule  (6),  que  les  seules  valeurs  finies  de 
l'inconnue  z„  qui  puissent,  avec  des  valeurs  convenables 
des  autres  inconnues,  constituer  des  systèmes  de  solutions 
pour  les  équations  (4)1  sont  les  racines  de  l'équation  (5)^ 
et  celle-ci  sera  l'équation  finale  relative  au  cas  particulier 
que  nous  considérons. 

Dans  le  passage  des  équations  générales  aux  équations 
particulières,  le  degré  de  l'équation  finale  peut  s'abaisser 
par  l'évanouissement  de  quelques-uns  des  premiers  termes 
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de  la  fonction  f(Zn)  \  si  ce  degré  se  réduit  à  m  —  fx,  !*&  , 
quation  finale  (2)  sl  fi  racines  qui  deviennent  infini^ 
quand  on  fait  tendre  les  coefficients  A,  B,  •  •  • ,  vers  1^^ 
limites  A^^\  B^°^, ....  Il  est  essentiel  de  tenir  compte  «2^ 
ces  racines  infinies  et  de  ne  point  abaisser  au-desso\i5 
de  m  le  nombre  des  systèmes  de  solutions  des  équations 
proposées.  Ces  m  systèmes  de  solutions  nous  sont  don- 
nés par  les  formules  des n°* 73  et  74 ;  les  formules  (7)  du 
n^  73  suffisent  toujours  quand  l'équation  finale  { 5  )  n'a  pas 
de  racines  égales;  autrement  il  faut  avoir  recours  aux  for- 
mules (8),  (9),  etc.  {n**74).  Le  cas  où  F  équation  finale  ac- 
quiert des  racines  égales  mérite  d'arrêter  notre  attentioa; 
parmi  les  m  systèmes  de  solutions  des  équations  (4)j  il 
s'en  trouve  alors  plusieurs  qui  fournissent  la  même  vt* 
leur  pour  l'inconnue  ^„.  Il  peut  même  arriver  que  k  de 
ces  systèmes  coïncident  entièrement,  et,  dans  ce  cas,  ils 
constituent,  pour  les  équations  proposées  (4))  ce  qu'on 
nomme  une  solution  multiple  d'ordre  A. 

L'équation  finale  relative  aux  équations  générales  (1) 
nous  donne  ainsi  la  véritable  équation  finale  qui  se  rap- 
porte aux  équations  particulières  (4  )  ;  mais  quatid  on  veut 
obtenir  celle-ci  par  une  voie  directe,  il  est  essentiel  de 
maintenir  à  chaque  racine  le  degré  de  multiplicité  qui  lui 
convient. 

87.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  y* (^o)  se 
réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  fait  A  =  A^^^ 
B  =  B^®^, ....  Nous  poserons 

A  =  A(»)  -4-  e AC),     B  HT  B(*)  -+-  «B(0,     C  =  C<*)  -+-  eCO),. . .; 

A^*^,  B^*^,  C^*\ . . . ,  étant,  ainsi  que  s,  des  constantes  ia- 
déterminées,  en  sorte  que  la  généralité  des  équations  (i) 
ne  sera  point  altérée.  En  faisant  cette  substitution  dans 
les  polynômes  V*  et  T^  et  en  ordonnant  ensuite  les  résul- 
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tau  pur  rapport  aux  puissances  croissautes  de  e,  on  aura 

et 

V|'^ et  T^'*^ étant  des  polynômes  indépendants  de  c.   La 
foDClîony(z„)  prendra  donc  la  forirte 

Par  hypothèse,  le  terme  y  ^^^  (z„)  est  nul  ;  quelques-uns 
dès  Coefficients  des  ptiissahces  de  e  peuvent  aussi  se  ré^ 
dairé  à  zéro,  mais  ils  ne  peuvent  pas  tous  s'évanouir,  car 
l'exp^ssiôA  plrécéd^tite  def(za)  se  rapporte  toirjours  à 

an  système  d'équations  générales.  Désignons  par/^^  (z^) 
le  premier  des  coefficients  qui  sont  différents  de  zéro,  on 
aura  alors  identiquement 

et  l'expression  de  y  (-2„)  deviendra 

en  conséquence,  l'équation  finale  relative  au  système  gé- 
néral (i)  prendra  la  forme 

Maintenant,  pour  passer  ded  équations  générales  aux 
Rations  particulières  (4)^  il  suffit  de  faire  tendre  £  vers 
^ro,  et  à  la  limite  réqualion  finale  se  rédu^ira  à 

L'analyse  qui  précède  nous  conduit  donc  totijours  à 
^^  équation  limite^  soit  q[ue  les  équations  proposées  ad- 
''^^Uent  des  solutions  en  nombre  limité,  soit  que  ces 


i.(«)^^ 
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équations  constituent  un  système  indéiei-minë, 
mettent  en  conséquence  une  infinité  de  solutions. 

Lorsque  le  premier  cas  a  lieu,  il  y  a  pour  les  équations 
proposées  une  certaine  équation  finale 

»(-.)  =  o, 
qui  est  indépendante  des  quantités  arbitraires  Af'Ç 
C',...  et  dont  le  premier  membre  est  évidemment  uq 

diviseur  de  /'•'^'{z,,)  ;  on  a  donc 

4>(2„)  étant  une  fonction  entière  de  z„  et  des  arbi- 
traires A''',  B'*',. . . . 

Lorsque  les  équations  proposées  admettent  une  iulÎDit4 
de  solutions,  il  n'y  a  plus  d'équation  finale;  l'équatio^ 
limite 

correspond  à  ce  qu'on  nomme,  dans  la  Géométrie,  uac 
eni/eloppe.  Elle  fournit  les  valeurs  limites  qui  convien- 
nent à  l'inconnue  z„,  dans  le  cas  d'un  système  variable 
que  l'on  fait  tendre,  suivant  une  loi  quelconque,  vers 
un  système  composé  d'équations  indéterminées. 

88.  Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter 
peuvent  se  résumer  par  les  propositions  suivantes  ; 

Le  degré  de  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation de  n  —  I  inconnues  entre  n  équations  algébri- 
ques quelconques  à  n  inconnues  est  au  plus  égal  au 
produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Dans  le  passagf!  d'un  système  d'équations  générales 
à  un  sjslème  d'équations  particulières  respectivement 
de  mêmes  degrés,  le  degré  de  l'équation  finale  peut 
s'abaisser,  soit  par  l 'évanouissement  de  quelques  te/mes, 
soit  par  la  suppression  d'un  Jacleur, 
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Il  serait  facile  d'établir  par  notre  analyse  que  Téqaa- 
tioQ  finale  relative  aux  équations  (4)  peut  toujours  se 
meure  sous  la  forme  i 

S,  V[*^  -+-  S, V[*^  -h ...  4-  S„  vi*^  =  o , 

Si,  Ss,  • . .  9S»  étant  des  fonctions  entières.  La  détermina- 
tion directe  de  ces  polynômes  multiplicateurs,  dans  les 
différents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  est  le  problème 
que  Bezout  s'est  proposé  de  résoudre,  et  dont  le  déve- 
loppement forme  l'objet  de  la  Théone  des  équations 
algébriques^  que  nous  lui  devons.  La  solution  n'est  pas 
exemple  de  difficultés,  et  l'application  de  la  théorie  est 
fort  laborieuse^  aussi  nous  n'entrerons  à  ce  sujet  dans 
aucuns  détails,  et  nous  renverrons  à  la  Section  suivante 
où  l'on  trouvera  l'exposition  d'une  nouvelle  méthode 
d^élimination. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  en  terminant,  de  présenter  un 
exemple  simple  dans  lequel  le  degré  de  l'équation  finale 
s^abaisse  par  la  suppression  d'un  facteur.  Je  choisirai, 
i  cet  effet,  le  cas  de  deux  équations  du  deuxième  degré 
que  nous  avons  déjà  considéré  au  n^  78.  Les  inconnues 
étant  xel^y  soient 

j  V,  =  P/'  H-Qr  -+-R  =0, 
I  V,=:P'7»-+-Q'r-f-R'  =  o, 

«eux  équations  générales  du  deuxième  degré;  P  et  P 
^oiit  des  constantes,  Q  et  Q'  sont  des  fonctions  linéaires 
^^  or,  R  et  R'  sont  des  fonctions  entières  du  deuxième 
"^gré.  Les  facteurs  T^,  T,,  par  lesquels  il  faut  multiplier 
'^Bpectivement  Vi  et  V»,  ont  ici  pour  valeurs 

(^x     I  T.=  -(PQ'-QP')(P>  +  Q')-F(RP'~PR') 
I  T,=:-+-(PQ'-QP')(P7-hQ)  -f-P(RP'-PRO, 
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et  le  premier  membre  de  l'équation  filiale  66t 

(3)     T.V.-+-T,V,  =  (PQ'-QP')(QR'~RQ')  — (tlF— Pft')=a= 

Ce  premier  membre  se  réduit  à  zéro,  ainsi  que  les  polj^ 
nômes  Tj  et  T„  lorsqu'on  suppose  P  c=  o,  F  =  o.  V^m 
sons,  conformément  à  ce  qui  a  é lé  dit  précédemment, 

les  formules  (a)  et  (3)  donneront 

0 

7  =  - (;'Q'-/''Q)Q'-«[(A'Q'-/''Q>>+/''(/''a-/>R'  ;j 
7  =  +{;'Q'-/''Q)Q  +  «[(/'Q'-/Q)/'j'  +/»(/»  -p^')], 

et 

îl  V,  +  ïî  V,  =  {pÇ^  -  ^'Q)  (QR'  -  RQ')  -  «(/»'R  -/«R')'- 

Faisons  tendre  maintenant  e  vers  zéro  et  désignons 
par  V|^  V^*\  T|'\  T|'^  les  limites  de  V,,  V.,'  ïî  «t  î-', 

on  aura 

et 

x|'>v|*^  +  T^^yf  =  {pQ;^p'q)  (qr'  --  rq')  . 

Si  Ton  remplace  dans  cette  dernière  formule  TJ*^  et  T|* 

par  leurs  valeurs,  les  denx  membres  contiendront  le  fac' 
teur  pQ^  —  p'Qf  et  en  supprimant  ce  facteur  il  viendra 

—  Q'V|*^  H-  QVf  ^  =  QR'  —  RQ'; 

Téquation  finale  se  réduit  donc  à 

QR'— RQ'  =  o, 
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et,  comme  on  le  voit,  elle  s'est  abaissée  au  troisième  degré 
par  la  suppression  d^un  facteur. 

Si  l'on  suppose  que  x  et  y  représentent  des  coordon- 
nées rectilignes,  les  équations  proposées  seront  celles  de 
deux  coniques.  L'équation  finale  que  nous  venons  d'ob- 
tenir fera  connaître  les  abscisses  de  trois  des  points  d'in- 
tersection, mais  les  deux  coniques  doivent  être  regardées 
comme  ayant  un  quatrième  point  commun  situé  à  l'iu- 
fini*,  l'ordonnée  j^  de  ce  quatrième  point  est  infinie^  mais 

1  abscisse  x  est  complètement  indéterminée. 
L'existence  de  solutions  indéterminées  se  manifeste 

même  chez  les  équations  du  premier  degré.  Effectivement, 

les  deux  équations 

ajr  -h  bx  -h  cz=Of     a' y  -f-  b' x  -f-  c'  m  o 

représentent  deux  droites  qui  deviennent  parallèles  lors- 
qu'on suppose  a  =  o ,  a'  =  o .  L'ordonnée  du  point  d'in- 
tersection est  alors  infinie,  mais  l'abscisse  est  indéter- 
minée. 

Théorème  relatif  au  degré  de  multiplicité  des  solutions, 
de  deux  équations  simultanées  à  deux  inconnues. 

89.  Il  existe  à  l'égard  des  solutions  multiples  d'un  sys- 
tème d'équations  simultanées  un  théorème  analogue  à 
celui  qui  concerne  les  racines  multiples  des  équations  h 
une  inconnue.  Nous  allons  établir  ici  ce  théorème  en  nous 
bornant  au  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues  x  elj. 

Soient 

(i)  f{x,y)  =  o,     V{x,x)  =  o 

"eux  équations  des  degrés  m  et  n  respectivement  et  aux- 
<luelles  nous  supposons  la  plus  grande  généralité  possible, 
bourdonner  à  ces  équations  la  solution  x  =  x^^j  =/o^ 
*'  suffira  d'assujettir  les  arbitraires  contenues  dans/" et  F 


(3) 
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aux  deux  conditions 

(2)  /(a:.,7o)  =  o,     F(x„j.)  — 0-. 

Cela  étant,  ordonnons  y*(j:,j'),  F(Xyy)  par  rapport  à 
X  —  ^,o^t,y  — j^<j,  puis  posons 

r  — Jo  =  ^(^  — -îPo)  : 

il  esl  évident  que  les  premiers  membres  des  équations  (1) 
prendront  la  forme 

/{^9  r)  =  (^  —  •'^o)  ffi{t)-h  [x  —  j?o)>i  (0  -♦-••.-♦-(« — «•)*f«i 

F(ar,jr)=i:  (x  —  Xo)^t{t)  -+■  [x  —J?o)'*2(0-^-»»^^- (•*  —  •*•)"*•' 

f    (f  ),  4>  (t)  étant  des  fonctions  entières  de  ty  la  première 

du  degré  fx  et  la  seconde  du  degré  v  *,  dans  ce  qid  va  suivre, 
les  indices  fx  et  v  pourront  surpasser  m  et  re  respective* 
ment,  mais  dans  ce  cas  on  fera  9„(^)  =  0,  4>^  (t)  =  o. 
Désignons  par 

une  fonction  entière  arbitraire,  d'un  degré  quelconque  5, 
des  deux  variables  xeij  et  que  nous  ordonnons  de  la 
même  manièrequeles  fonctions^et  F.  On  aura  identique- 
ment 

(4)  ¥[x,x)'-/[x,y)^{x,y)=z{x^x,]T,-hix'-x,YTt'¥-..., 
en  posant,  pour  abréger, 

T,  =*i{/)  —  CT«(0?.(0» 

• •.... • I 

et  si  Ton  dispose  des  arbitraires  contenues  dans  les  fonc- 
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tionsy*et  F,  ainsi  que  de  celles  contenues  dans  ^,  de  ma- 
nière que  Ton  ait  identiquement 

(5)  T,  =  0,     T,  =  o,   ..,    Tt»,  =  o, 

la  formule  (4)  deviendra 

(6)  Y(x,x)  -/(^,  yr)^  (or,  r)  =  (^  -  •r.)*Ti  -f-  (x  -x.)*+'T*^,  -f- 

Cela  pose,  supposons  qu  on  veuille  donner  aux  équa- 
tions proposées  la  solution  x  =  x^,  y  =yi  5  il  suflSra  que 
le  second  membre  de  la  première  formule  (3)  et  celui 
de  la  formule  (6)  se  réduisent  à  zéro  pour  x^=-x^  et 

t  — :  Zl — Zl  •  ces  valeurs  de  a:  et  de  t  devront  donc  satisfaire 

x^ ^0 

aux  deux  équations 

(p,(r)  -h(^  — X,)ya(/)H-..  .  =  0, 

Ta  -f-  (a:  —  X.)  Ti^i  -+-...=10. 

Mais  si  Ton  fait  varier  x^  et  j^i  de  manière  que  ces  quan- 
tités tendent  vers  les  limites  x^  et  y^^  les  deux  conditions 
imposées  aux  arbitraires  se  réduiront  à  une  seule  à  la 
limite,  car  il  suffira  que  les  deux  équations 

y,(r)  =  o,    Ti=:o 

soient  satisfaites  par  la  même  valeur  de  t\  cette  valeur 

sera  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  ^^ 


ar. 


quand  j^i  etXt  tendent  versj^^  et  x^.  Comme  la  première 
des  équations  précédentes  est  du  premier  degré,  la  con- 
dition dont  nous  venons  de  parler  équivaut  à  celle  de  la 
divisibilité  de  T*  par  c^i  (f  )  ;  enfin,  parce  que  Tj.  renferme 
le  terme  xsi^^  [t)  fi(t)  et  que  les  conditions  (5)  laissent 
^k^\  (f)  indéterminée,  on  peut  supposer  cette  fonction 
choisie  de  manière  que  Ton  ait  identiquement 

On  voit  donc  que  si  Ton  dispose  des  quantités  qui  res- 


tent  arbitiaîres  de  manière  à 

on  augmiMiiera  d'une  imité  (11°  86)  le  degré  de  inulû)>ii- 

tité  de  la  solution  [x^^  j^)- 

Il  résulte  de  là  que  les  formules  (5)  donnent  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  degré  de  mul- 
tiplicité de  la  solution  {XaiYa)  soit  égal  à  k;  ces  mêmes 
formules  expriment  qu  il  existenne  fonction  ififj",^)  telle, 
que  l'équation  (6)  ait  lieu  identiquement.  Il  faut  remar- 
quer que  le  polynôme  Tj  n'est  pas  divisible  par  œ,  (i),  à 
moînsque  le  degré  de  multiplicité  de  la  solution  {.»"„,_>'») 
ne  soit  supérieur  à  A";  en  outre  il  est  évident  qu'en  dis- 
posant de  la  fonction  indéterminée  ti(_,  (i),  on  pourra 
réduire  T(  à  une  constante  différente  de  zéro. 


R™pl,ço, 

viendra 


-,1a  formule  (6)  dcr 


X(-r,J")  étant,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  Uti 
polynôme  de  la  forme 

{9)  xi.^>:r)=0{^-^,)t-i-'^G,.,{^~^.)''[x-y,y: 

où  G  et  Gp^5  désignent  des  coefficients  constants  et  où  le 
signe  V  embrasse  un  nombre  limité  de  termes  dans  cha- 
cun desquels  le  degré  p  -f-  ç  est  supérieur  à  k. 

Nous  emploierons  les  caractéristiques  D„  Dj,  pour  re- 
présenter les  dérivées  de  nos  polynômes  prises  par  rapport 
à  xelk  Y  respectivement;  ainsi  D,F  (:»,•,  j),  D,F(x,  r) 
désigneront  les  dérivées  de  F{t,j)  relativement  à  x  et 
ày.  Cela  posé,  si  dons  l'identité  (8)  ou  remplace  x  par 
X  4-  A,  et  qu'on  égale  les  coefficients  de  la  première  puis- 
sance de  h  dans  les  deux  membres,  il  viendra 

{^o)  T),V{.r,  }-}  -/{J-,  X}-D.^^,  y)^^{.r,  j)D,Aj;  r)^J>.x{^ 
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OQ  aura  aussi,  en  opérant  de  la  même  manière  à  regard 

'')i>/F(j^,/)~/(^,j)ïV4'(j^,rJ-4'(^,r)i>//(^,r}=i>rx(-^>r). 

Nous  poserons 

(ia)F.(;c,j).=D^/(^,jr).D.F(j:,r)-^I>./(x,jr).I>,F{4:,j), 
et  nous  ferons  en  même  temps,  pour  abréger  Técriture, 

i {*,  jr)  =  D,/(y,  x) . D,>>  (or,  j)  -  D,/{x,  x)  l>x^  (^,  7), 

Alors,  en  ajoutant  entre  elles  les  équations  (lo)  et  (i  i)  res- 
peetivement  multipliées  par-f-D^y(a!r,^)  et — Dj,f[Xyj)y 
on  trouvera 

(i3)  F»  (or,  jr)  — /(.^,  r)  +1  i^>  X)  =  X'  (^>  r)- 

Les  termes  du  premier  degré  en  j:  —  x^  eiy  — y%  dans 
/(x,j^)  ont  pour  somme  (x  —  Xp)^i  (0>  ^^  '^  dérivée  de 
celle  somme  par  rapport  ky  est  égale  au  coeflScient  gdet 
dans  (fx  (/),  coefficient  que  toute  notre  analyse  suppose 
différent  de  zéro.  11  en  résulte  que  Xi  (^j  j)  contiendra  le 
terme  kgG(x  —  J^o)*~*  avec  d'autres  termes  qui  seront 
tous  d'un  degré  supérieur  hk  —  i  par  rapport  k  x  —  x^ei 
/— jo)  cette  fonction  Xi  (^)  y)  atira  doncla  forme 

H  et  Hp^  étant  des  constantes,  et  la  somme  p  -^  q  étant 
supérieure  kk  —  i . 

Les  formules  (i3)  et  (14)  montrentque  (^ojJ^o)  est  une 
^hiti on  multiple  d'ordre  A —  i  pour  les  équations  simul- 
tanées 

Ce  résultat  subsistera  lorsqu'on  donnera  des  valeurs  par- 
ticulières aux  quantités  qui  restent  arbitraires  dans  F  et 
"*^sy,  lors  même  que  ces  valeurs  feraient  disparaître  t  de 
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(ji|  {(),  pourvu  cependant  cfue  i,  (()  ne  se  réduise  pas  à 
zéro.  Oq  évitera  efFeclivement  ce  cas  si  l'on  reprend  l'ana- 
lyse «pii  précède  après  y  avoir  cliangé  les  lettres  oc  eijr 
l'une  dans  l'autre. 

Mais  si  <f,  (  f  )  se  réduit  ideuliquemcnl  à  zéro,  la  conclu- 
sion précédente  n«  peut  pas  être  maintenue-,  danïQ 
les  deux  équations 

admettent  la  solution  x=^cc^,j  =^j'i,. 

Comme  rien  ne  dislingue  les  équations  (i)  l'une  de 
l'autre,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivaut  que  noaa 
avions  en  vue  : 

Théobèwe.  —  Soient /(x,  }):=  o,  F(x,j)=o 
lieux  équations  simultanées,  et  Fi(j',  t)  la  différence 
D,/(.r,j)D,F(i,  7)~D,/(.T,  .r)"D_,F(x,  r).  Si 
les  équations  proposées  admettent  la  solution  x=:Xt, 
y  ^y^  avec  un  degré  de  multiplicité  k,  les  équations 
Fj  (x.,y)  =  o,y  (x,j')  ^  o  admettront  la  même  solu- 
tion avec  un  degré  de  midlip/iciié  précisément  égala 
k — 1,  à  moins  que  cette  solution  n'appartienne  aux 
deux  équations  TisJ(x,j)  :=  n  ,  D,/(ar,j-)  =  o.  Pa- 
reillement  les  équations  Fi  {x,y)  =  o,  F{j",  r)^o  ad- 
mettront la  solution  x=;  Xo,  y^yt  avec  le  degré  de 
multiplicité  It  —  i ,  «  moins  que  les  deux  équations 
D,  F(x,j-)  :=:o,  i),F  [x,j)  =^o  n'aient  cette  même 
solution . 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  une  solutinn  mulliple 
des  équations/ (x,_>')  =  o,  F  {x,j)  =  o  satisfait  néces- 
sairement à  l'équalion 

D^/(^',J-).I>.F(j:,  ^)-D./(:r,^).D,F(T,j')  =  0. 

90,  La  proposition  que  noua  venons  d'établir  compreud 
le  théorème  qui  se  rapporte  aux  racines  multiples  dc^ 
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équations  à  une  seule  inconnue,  car  si  on  l'applique 
aux  deux  équations  f{x)  =  o,  j"  =  o,  dont  la  première 
a  k  racines  égales  à  Xq,  elle  indiquera  que  Téquation 
/'(r)  =  o  a  A  —  1  racines  égales  h  x^. 

Mais  le  nouveau  théorème  n'a  pas  une  étendue  aussi 
grande  que  le  premier,  car  nous  avons  exclu  le  cas  d'une 
solution  multiple  qui  satisferait  aux  quatre  équations  ob- 
tenues en  égalant  à  zéro  les  dérivées  relatives  kxetky 
des  premiers  membres  des  équations  proposées.  Ce  cas 
est  celui  dans  lequel  la  solution  que  Ton  considère  est 
une  solution  multiple  de  chacune  des  équations  prises 
séparément.  En  effet,  si  Ton  pose,  comme  au  n^  89, 

j  — ro  =  ^(^  —  ^o), 

et  que  la  fonction  f(^x^j)  du  degré  m  puisse  se  mettre 
sous  la  forme 

/(*>  .r)  =  («^  --  -^o)*?* (r)  H-. . .  -f-  (j;  —  ^o)'"fm(0> 

fi(f)  étant  d'un  degré  égal  à  le,  parmi  les  racines  de 
Téquation 

f* (0  -+-...  -4-  (a:  —  x^Y-^tfrn  {i)  ==  o, 

il  y  en  aura  k  qui  tendront  vers  des.  limites  finies  quand 
on  fera  tendre  x  vers  Xo,  d'où  il  résulte  que  k  solutions 
de  1  équation  y  (a:,  j^)  =  o  viendront  se  confondre  à  la 
limite  avec  la  solution  (jToî/o)»  Si  Ton  suppose  que  x  ety 
représentent  des  coordonnées  reclilignes,  on  pourra  dire 
que  le  point  [Xo^Jo)  est  un  point  multiple  d'ordre  k  pour 
la  courbe  représentée  par  réquationy(x,j^)  =  o. 

Nous  avons  cru  utile  de  faire  cette  indication,  mais 
nous  n'entrerons  point  dans  l'examen  des  détails  du  cas 
singulier  dont  il  vient  d'être  question.  Remarquons  seu- 
lement que  si  deux  équations 

'ineilent  la  solution  (x^^yo)  avec  le  degré  de  mullipli- 
I.  i3 
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cité  ft,  maïs  que  cette  solution  soit  simple  pour  chaque 
équation  prise  séparément,  on  pourra  remplacer  Tune  des 
équations  par  une  autre  pour  laquelle  la  solution  (^09^0) 
ait  le  degré  de  multiplicité  h.  Il  est  évident  en  effet  qu^à  la 
dernière  des  deux  précédentes  équations  on  peut  substi- 
tuer la  suivante 

qui  remplira  la  condition  requise  si  l'on  détermine  la  fonc- 
tion ^  (•^)/)  comme  on  Ta  expliqué  au  numéro  précédent. 

^application  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  dii^i- 
seur  à  la  recherche  des  solutions  communes  à  deux 
équations  à  deux  inconnues , 

91 .  La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  fournit 
une  méthode  très-simple  pour  ramener  la  résolution  de 
deux  équations  à  deux  inconnues  à  celle  d'un  ou  de  plu- 
sieurs systèmes  dans  lesquels  l'une  des  équations  ne  ren- 
ferme qu'une  seule  inconnue.  Nous  allons  exposer  ici 
cette  méthode. 

Soient 

(i)  V.  =  o,     V,i=o 

deux  équations  algébriques  entre  les  inconnues  x  et  y. 
Si  les  polynômes  Vi  et  V,  sont  décomposables  en  facteurs, 
de  manière  que  l'on  ait 

il  est  évident  que  la  recherche  des  solutions  du  sys- 
tème (1)  se  ramènera  à  celle  des  solutions  des  p.v  sys- 
tèmes 

les  indices  supérieurs  i  et  j  pouvant  recevoir  les  valeurs 
i^  2, . . . ,  fx  et  1 ,  2, . . . ,  V  respectivement. 
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Si  les  équations  qui  composent  T un  des  systèmes  (a) 
rentrent  l'une  dans  Tautre,  ce  système  sera  indéterminé 
et  la  même  chose  aura  lieu  à  Tégard  du  système  proposé. 

Si  les  équations  (2)  ne  renferment  Tune  et  Tautre 
qu'une  seule  inconnue,  x  par  exemple,  elles  seront  in- 
compatibles et  elles  ne  fourniront  aucune  solution  des 
équations  proposées,  à  moins  que  leurs  premiers  mem- 
bres n'aient  un  diviseur  commun.  Alors,  si  l'on  prend 
l'une  des  valeurs  de  x  qui  annulent  ce  diviseur  commun, 
avec  une  valeur  arbitraire  de  j",  on  satisfera  évidemment 
aux  équations  (i);  ce  cas  est  compris  dans  le  précédent. 

Si  les  équations  (2)  renferment  seulement-,  Tune  Tin- 
connue  x^  l'autre  l'inconnue  j",  chacune  d'elles  aura 
autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré,  et  en 
combinant  successivement  chaque  racine  x  avec  chaque 
racine  j^  on  obtiendra  tous  les  systèmes  de  solutions  des 
équations  (2). 

Enfin,  si,  l'une  des  équations  (2)  renfermant  les  deux 
inconnues,  l'autre  n'en  contient  qu'une  seule,  x  par 
exemple,  celle-ci  admettra  une  ou  plusieurs  racines,  et  la 
première  équation  fournira  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  j  correspondantes  à  chaque  racine  x,  La  recherche 
des  solutions  des  équations  simultanées  (2)  n'offre  donc 
alors  que  les  difficultés  du  problème  de  la  résolution  d'une 
équation  à  une  inconnue. 

En  général,  avant  de  procéder  à  la  recherche  des  solu- 
tions des  équations  proposées  (i),  il  conviendra  de  dé- 
barrasser leurs  premiers  membres  des  facteurs  fonctions 
de  X  ou  fonctions  de  j  que  ces  polynômes  peuvent  ad- 
mettre. On  appliquera  a  cet  effet  la  méthode  du  n°  47  ; 
p3r  exemple,  pour  avoir  les  facteurs  de  V,  qui  ne  dé- 
pendent que  de  x,  on  ordonnera  ce  polynôme  par  rap- 
port à  j^  ensuite  on  cherchera  le  plus  grand  commun 
^'viseur  de  deux  des  coefficients,    puis   le  plus    grand 

i3. 
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commun  diviseur  entre  ce  premier  plus  grand  commun 
diviseur  et  un  troisième  coefficient,  et  ainsi  de  suite. 
Cette  opération  ayant  été  exécutée,  on  sera  ramené,  d'a- 
près ce  qui  précède,  au  cas  de  deux  équations  dont  les 
premiers  membres  n'ont  aucun  diviseur  fonction  d'une 
seule  inconnue. 

92.  On  est  naturellement  conduit,  comme  on  va  le 
voir,  à  appliquer  la  méthode  du  plus  grand  commun  di- 
viseur dans  la  recherche  des  solutions  communes  à  deux, 
équations. 

Soient 

(i)  V^  =  o,     V,  =  o 

les  équations  proposées  entre  les  inconnues  x  et  y,  Con. — 
formément  à  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  nou^ 
admettrons  que  les  polynômes  Vi  et  V,  n'ont  aucun  divi — 
seur  commun  5  ces  polynômes  ayant  été  ordonnés  par  rap — 
port  aux  puissances  décroissantes  de  jr^  supposons  que  1 
degré  de  Vj  par  rapport  kjne  soit  pas  inférieur  au  degr^ 
de  V,.  Divisons  Vt  par  Vj,  et  désignons  par  Qt  le  quo- 
tient, par  Va  le  reste  delà  division*,  on  aura 

Si  la  division  n'a  introduit  aucun  dénominateur  fonction 
de  x,  Qi  et  V3  seront  des  fonctions  entières  ;  par  suite,  les 
valeurs  simultanées  de  x  et  de  j  qui  annulent  Vj  donne- 
ront 

et,. en  conséquence,  le  système  proposé  (i)  admettra  les 
mêmes  solutions  que  le  système  formé  des  équations  • 

(2)  Y^  —  o,     V3  =  o, 

qui  est  évidemment  plus  simple. 
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Sapposons,  d'après  cela,  que  Ton^  opère  sur  les  poly- 
nômes Vf  et  Ys,  comme  s'il  était  question  de  chercher  leur 
plus  grand  commun  diviseur^  ou  sera  conduit  à  une  suite 
d'égalités  telles  que 


n—7 


—   ▼  »— i  Qn— a  '^~    •  n  5 


V„  V4, . . .  ,V„  sont  des  fonctions  entières  de  y  dont  les 
degrés  formeront  une  suite  décroissante,  et  la  dernière 
fonction  V„  est  indépendante  de  y.  Si  aucune  des  divi- 
sions qu'on  vient  d'exécuter  n'a  introduit  de  diviseurs 
fonctions  de  x,  en  sorte  que  Qi ,  Qj,  • .  •  ,Q»  soient  des 
fonctions  entières  de  x  et  de  y^  ainsi  que  V^,  V4, . .  •  ,V„, 
il  est  évident  que  les  solutions  du  système  (  1  )  seront  les 
mêmes  que  celles  du  système 

(î)  V«..  =  o,     V,i=o, 

dans  lequel  Tune  des  équations  ne  renferme  que  Tin- 
connue  a:,  et  celle-ci  sera  Téquation  finale  qui  résulte  de 
Télimination  de  y  entre  les  proposées. 

Mais,  le  plus  souvent^  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  Vi  et  V,  introduit  des 
dénominateurs  fonctions  de  x  ;  dans  ce  cas,  les  conclusions 
précédentes  ne  subsistent  pas.  Si,  par  exemple,  la  division 
de  Vj  par  Vj  introduit  de  tels  dénominateurs,  le  quo- 

tient  Qi  sera  de  la  forme  =r9  N  et  D  étant  des  fonctions 

entières  5  on  aura 

N 
V,  =  V,--f-V„ 

®^  l'égalité  Vi  =  Vs  n'aura  plus  lieu  nécessairement  pour 
les  valeurs  de  a:  et  j)^  qui  annulent  V,,  parce  que  le  dé- 
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nominatcur  D  peut  alors  se  réduire  aussi  à  zéro.  Toute- 
fois, on  évitera  les  dénominateurs  fonctions  de  or,  si,  avan^ 
de  commencer  la  division,  on  multiplie  le  polynôme  V^ 
par  une  fonction  entière  X  de  a:,  convenablement  choisie 

on  aura  alors 

XV,  — V,Q. -I-  V3. 

Les  solutions  des  équations  V»  =  o,  Vj  =  o  sont  com- 
prises parmi  celles  des  équations  Vj  =  o ,  Vj  =  o  ;  mais 
ces  dernières  admettent  en  outre  les  solutions  des  équa- 
tions X  =  o,  Va  =  o 5  donc,  quand  on  remplacera  le  sys- 
tème (i)  par  le  système  (2),  on  ne  supprimera  aucune  des 
véritables  solutions,  mais  on  pourra  en  introduire  qui 
soient  étrangères  à  la  question. 

Il  était  important  d'éviter  ces  solutions  étrangères  in- 
troduites par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur. 
M.  Labatie  a  fait  connaître  en  i832  un  théorème  que 
nous  allons  exposer  et  qui  remplit  cet  objet  de  la  manière 
la  plus  heureuse. 

»  Théorème  de  M.  Latatie. 

93.  Soient  V,  et  Vj  deux  fonctions  entières  de  x  et 
de  j  qui  n  ont  pas  de  diViséur  commun  et  qui  ne  ren- 
ferment aucun  facteur  indépendant  de  y  ,•  ordonnons 
Vj  et  Vj  par  rapport  à  y  et  opérons  sur  ces  polynômes 
comme  s'il  était  question  de  chercher  leur  plus  grand 
commun  div^iseur^  en  ayant  soin  :  i^  de  multiplier  cha^ 
que  dividende  par  une  fonction  entière  de  x,  choisie  de 
manière  à  éditer  les  dénominateurs  fonctions  de  cette 
inconnue^  2°  de  débarrasser  chaque  reste  des  facteurs 
indépendants  de  j  qii il  peut  as^oir^  aidant  de  le  prendre 
pour  dii^iseur. 

Soient  Ml,  Uf,  ,..^  u„  les  multiplicateurs  ainsi  em- 
ployés^ Qi,  Qj,...,  Qrt  les  quotients  obtenus  dans  les 


SECTION    I.   —    CHAPITRE    IT.  1 99 

divisions  successives,  et  Vgi'i,  Y^i^fy-,  ^n-\.i^n-~i^  ^n  '«-^ 
restes  de  ces  divisions  ;  le  dernier  veste  Vn  est  indépen- 
iantdej^  et^  dans  ceux  qui  le  précèdent^  ^'u  ^'«^•••i  ^'n-i 
désignent  des  facteurs  fonctions  de  x  seule  ^  de  manière 
(jUG^iy  V4,...,  V„^_i  ne  renferment  aucun  facteur  indé^ 
pendant  de  y. 
Soient  encore  d^  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

Mj  et  de  Ui,  di  celui  de  -V-  ^^  de  v^^  d^  celui  de    '   \  ^ 
et  de  v^^,..^  dn  celui  de     '   "  "  '       et  de  Vn» 

C^i  M]  .  •  •  (lu I 

Cela  posé  y  on  obtiendra   toutes  les  solutions  com- 
munes des  deux  équations 

(l)  V,=:0,      V,  =  0, 

sans  aucune  solution  étrangère^  en  prenant  les  solutions 
de  chacun  des  n  systèmes 


3^  _    .    I  V? 

d' 


On  a  les  égalités 

«.V,  i=r  V,Q.  -+-  Va^,, 
(3J  !  ^aVj—  V4Q3-I-  Vjf^a, 


• 


Un      Vn        =  V„+,  Q„ -+-  P„, 

9^i  seront  toutes  comprises  dans  la  suivante  : 

**  l'on  attribue  à  (*  toutes  les  valeurs  i,  a,. . .,  n  et  que 
^n  prenne  V,^.j  égale  à  l'unité. 
Les  multiplicateurs  u^  peuvent  être  choisis  de  ma- 
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nière  que  u^  et  v^^  n'aient  aucun  diviseur  commun  5  par 
exemple,  si  le  plus  grand  commun  diviseur  d^  de  u^  et  de 
1^1  ne  se  réduit  pas  à  lunité,  le  produit  VgQi  sera  divi- 
sible par  rfj,  d'après  la  première  des  égalités  (3),  et  ce 
produit  s'annulera  si  l'on  prend  pour  x  l'une  des  racines 
de  l'équation  rf,  =  o  •,  mais  le  polynôme  Vj  ne  peut  être 
nul,  puisqu'il  n'a  aucun  diviseur  indépendant  dej^j  donc 
il  faut  que  Qi  s'annule,  et  en  conséquence  Qi_est  divi- 
sible par  rf,,  quel  que  soit^.  Il  résulte  de  là,  qu'au  lieu 

du  multiplicateur  Uj,  on  aurait  pu  choisir  -^;  dans  les  ap- 

plications  du  théorème  de  M.  Labatie,  il  conviendra  tou- 
jours d'adopter  les  multiplicateurs  les  plus  simples,  ce- 
pendant la  démonstration  que  nous  allons  présenter  ne 
suppose  point  que  l'on  ait  pris  cette  précaution. 

Si,  entre  les  fx  —  i  premières  des  égalités  (3),  on  éli- 
mine Vg,  Vs,.  ..,  V^_i5  il  est  évident  que  le  produit 
M1W2. .  .M„__,Vi  se  trouvera  exprimé  par  la  somme  des 
polynômes  V  ,  V  ^,,  multipliés  chacun  par  une  fonc- 
tion entière,  et  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  divise  par 
d^di» ,  ^<i»_,  l'égalité  ainsi  obtenue^  elle  prendra  la  forme 

G„«.,  et  Gn—z  désignant  des  fonctions  entières.  D'abord, 
pour  fx  =  2,  cette  formule  devient 

et  elle  coïncidera  avec  la  première  des  égalités  (3  ),  si  l'on 
divise  celle-ci  par  r/i,  et  que  l'on  pose 

(5)  Go=:l,       G,r:=^;    . 
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cette  valeur  de  d  est  entière,  car,  ainsi  que  nous  Pavons 

montré  plus  haut,  Qi  est  divisible  par  r/j.  D'après  cela, 

pour  établir  la  formule  (4)j  il  suffit  de  montrer  que  si 

elle  a  lieu  pour  une  valeur  de  /x,  elle  subsiste  encore  pour 

la  même  valeur  augmentée  de  i.  Â  cet  effet,  multiplions 

u 
la  formule  (4)  par  -^  et  remplaçons  ensuite  w^V^  par  sa 

valeur  tirée  des  égalités  (3),  savoir  : 


%  V/.  -  v^^ 

1 Q/*  "^  v+^^'/ii' 

sî  Ton  pose 

,  pour  abréger, 

(6) 

il  viendra 

didf  • . 

U           u 

d       d  ^'      ^i 

V         -4-  G         V 

V 
''/« 

par  h  jpotbèse,  G„_,  est  une  fonction  entière*,  donc,  à 

cause  de  la  précédente  égalité,  le  produit  G^V^^,  est 

pareillement  une  fonction  entière,  ce  qui  exige  que  G^  le 

soit  aussi,  puisque  V„  ^,  n'a  pas  de  facteurs  indépendants 

de  j.  La  formule  précédente  se  déduit  de  la  formule  (4) 

en  remplaçant  fi  par  fx  -H  i ,  donc  notre  assertion  se  trouve 

justifiée.  En  même  temps,  on  voit  que  les  fonctions  Gj, 

G,,, . . ,  seront  données  successivement  par  la  formule  (6), 

en  partant  des  valeurs  connues  de  Go  et  de  Gi. 

Le  polynôme  V,  est  lié  aux  fonctions  V„  et  V^^-i  par 
une  relation  analogue  à  la  formule  (4).  On  a  effective- 
lïient  : 

^ï^-.,  et  H      5  désignant  dés  fonctions  entières.  Cette 
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formule  se  déduit  de  la  formule  (4)  en  changeant  dans 
celle-ci  Vi  en  V,  et  en  remplaçant  la  lettre  G  par  H; 
donc  le  raisonnement  qui  a  servi  pour  établir  la  for-^ 
mule  (4)  prouve  que  si  notre  nouvelle  assertion  s'ap^ 
plique  à  une  valeur  de  fx,  elle  subsiste  pour  la  même  va-^ 
leur  augmentée  de  i.  Le  même  raisonnement  montra 
encore  que  l'on  a 


^^,-^% .  ^, 


U..  V 


(8)  H,^-ii^i^-4-     V    V"'- 

Or  la  formule  (7)  se  réduit  à  une  identité,  pour  |ui  =  1^ 
Ton  fait 

(9)  H«=:o,     H,r=j; 

donc  elle  est  générale,  et  en  partant  des  valeurs  (9)  d 
Ho  et  de  H^,  la  formule  (8)  déterminera  toutes  les  fo:Kic- 
tions  entières  H„. 

En  retranchant  les  égalités  (6)  et  (8)  Tune  de  l'autre, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  H^^i  et 
G^_«,,  on  obtient 

remplaçons  [jl  successivement  par  2,  3,. . .,  fx  et  multi- 
plions entre  elles  les  /x  —  i  égalités  résultantes,  il  viendra 

OU,  à  cause  des  formules  (5)  et  (9), 

(10)  G  H         —H  G         =(—0^ ^'  — ^^^- 

Enfin,  si  Ton  retranche  les  formules  (4)  et  (7)  Tune 
de  Tautre,  après  avoir  multiplié  la  première  par  H„_^ 
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eila  seconde  par  G^__,,  il  viendra 

^.^,.../     ,(H.-V.-rV-.V.) 

et  ayant  égard  à  la  formule  (lo),  on  aura  simplement 
(il)      H      .V,  — G        v,=:(— i)^-^...''^'^^:^  V 

/*       I 

eu  particulier  pour  /x  =  n  -f-  i ,  ou  a 


(la)  H,V,-G„V,=  (-.)'H-.9-ri...-" 


•  — -  •  •  •  — 

I    ^2  ^n 


Les  formules  (4)».(7)î  (u)  et  (la),  que  nous  venons  de 
tirer  des  égalités  (3),  fournissent  immédiatement  la  dé- 
monstration du  théorème  de  M.  Labatie. 

En  effet,  les  fonctions  -— ~ —  et  -j- —  n'ayant  au- 

cun  diviseur  commun,  les  formules  (4)  et  (7)  montrent 
que  les  valeurs    de   x  et    de  j^  qui    annulent    V     et 

Y —  annulent  nécessairement  Vi  et  Vj  \  donc,  en  pre- 

naier  lieu,    toutes  les  solutions  des  divers  systèmes  (2) 
sont  des  solutions  des  équations  (i). 

En  second  lieu,  si  des  valeurs  simultanées  de  a:  et  de  j^ 
annulent  Vi  et  Va,  la  valeur  de  x  annulera,  d'après  la 

formule  (12),  l'une  au  moins  des  fonctions  -^ .  -7  v  9  -7* 

di'  di  dn 

^^  la  première  de  ces  fonctions  s'annule,  les  valeurs  de 
•^  et  de  y  que  nous  considérons  seront  des  solutions 
"U  premier  système  (a)*,  supposons  généralement   que 


^  soit  la  première  fonction  qui  s'annule-,  alors  la  Ibr- 
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mule  (il)  montre  que  V  ^,  doit  s  annuler,  et  en  consé- 
quence les  valeurs  de  ar  et  dej^  qui,  par  hypothèse,  satis- 
font aux  équations  (i)^  satisferont  également  à  celui  des 
systèmes  (a)  qui  occupe  le  /ui'*"*'  rang.  Donc  :  toutes  les 
solutions  des  équations  [i)  satisfont  à  Vun  au  moins 
des  systèmes  (2),  ce  qui  achève  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  M.'Labatie  donne  les 
diverses  solutions  des  équations  proposées,  avec  le  degré 
de  multiplicité  qui  leur  convient;  mais  (iette  proposition 
nouvelle  ne  me  paraît  pas  avoir  une  importance  assez 
grande  pour  que  je  m'arrête  à  en  présenter  la  démonstra^ 
tion. 

94.  Le  théorème  qui  précède  se  rapporte  exclusivement 
aux  solutions  finies  et  déterminées  des  équations  propo- 
sées. Pour  avoir  les  systèmes  de  solutions  déterminées 
dans  lesquelles  la  valeur  de ^  est  infinie,  il  suffit  d'or- 
donner les  équations  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de^,  et  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  les  coefficients  du  premier  terme  de  l'une  et  à^ 
l'autre  équation .  On  égalera  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur à  zéro,  et  les  racines  de  l'équation  obtenue  seront  les 
valeurs  cherchées  de  x. 

On  procédera  d'une  manière  semblable  pour  trouver 
les  solutions  dans  lesquelles  la  valeur  de  x  est  infinie. 

Application  de  V élimination  à  la  transformation  des 

équations. 

95.  Le  problème  que  l'on  a  en  vue,  dans  la  trans- 
formation des  équations,  peut  être  énoncé  de  la  manière 
suivante  : 

Étant  donnée  une  équation  f(z)=:  o  du  degré  m, 
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dont  les  racines  sont  représentées  par  Zj ,  z, , . . . ,  z^,  for-- 
mer  une  équation  F(m)  =  o  dont  chaque  racine  u  s^eX" 
prime  par  une  fonction  rationnelle  donnée  (f{zy ,  Zj, . . ,  ^  z„) 
de  fjL  racines  de  la  proposée. 

H  est  évident  que  la  solution  de  ce  problème  s'obtiendra 
en  éliminant  les [x  quantités  Zi^  z^^, . ,,  z„  entre  les jx  + 1 
équations 

/(«,)  =  o,    /(c,)  =  o,...,    /(»^)  =  o, 

En  traitant  la  question  à  ce  point  de  vue,  chacune  des 
racines  z^^  z^^ , . . ,  r„  est  considérée  comme  ayant  m  va- 
leurs différentes,  et,  par  suite,  u  doit  avoir  en  général 
nif^  valeurs  distinctes;  l'équation  finale  en  u  sera  donc 

du  degré  m^.  Il  en  résulte  que  si  l'on  s'impose  la  con- 
dition que  les  quantités  z^,  z^,.  . .,  z     soient  distinctes, 

sauf  le  cas  où  la  proposée  aurait  des  racines  égales,  on 
obtiendra  une  transformée  qui  sera  compliquée  de  solu- 
tions étrangères  à  la  question.  On  peut  cependant,  dans 
chaque  cas,  diriger  le  calcul  de  l'élimination  de  manière 
à  éviter  ces  solutions  étrangères,  mais  le  plus  souvent  il 
est  préférable  de  résoudre  le  problème  de  la  transforma- 
tion par  une  autre  méthode  qui  sera  exposée  dans  la 
Section  II.  Nous  nous  bornerons  ici  à  présenter  deux 
exemples. 

96.  Problème  I.  —  Étant  donnée  une  équation 
f{z)  z=o  du  degré  m,  Jormer  une  équation  F  (m)  =  o 
dont  les  racines  soient  les  sommes  prises  deux  à  deux  des 
^^cines  de  la  première  équation. 

Désignons  par  z  et  par  z^  une  racine  quelconque  de 
^  ^uationy(z)  =o.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 
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Féquation  en  u  sera  le  résultat  de  rélimiDation  de  z  et 
entre 

/{z)  =  Oy     /{Zi)=:0,       U  =  Z-hZif 

OU  le  résultat  de  Télimination  de  z  entre  les  deux 

/iz)  =  o,    f(u  —  z)  =  o. 
Mais  ce  système  peut  lui-même  être  remplacé  par  le  ^^j. 

/(z)=o,    /(a  — z)— /(z)  =  o, 


vaut, 


dans  lequel  la  deuxième  équation  a  pour  premier  memire 
le  produit  de  deux  fonctions  entières,  savoir  : 

'^-1 i ±JlJ.        et       u  —  22. 

u  —  2Z 

U  s'ensuit  que  Féquation  finale  en  i/,  relative  aux  deux 
équations  qui  précèdent,  sera  le  produit  des  deux  équa- 
tions finales  qui  se  rapportent  respectivement  aux  deux 
systèmes 

u  —  2Z 

\ 

0 

et 

(2)  y(z)r=rO,       U  —  22=0. 

L'équation  qui  résulte  de  l'élimination  de  u  entre  les 
équations  de  ce  dernier  système  est 

/(?)=o, 

et  elle  a  pour  racines  les  doubles  ^  -H  z,  ^j^  -f-  z,, . . .  d^^ 
racines  de  l'équation  proposée.  Comme  on  a 

u  —  2Z  1.2  1  .2,  ,  .m 

on  voit  que  l'équation  demandée  s'obtiendra  par  l'éli 
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Qation  de  u  entre  les  deux  équations 

(3)  /{z)  =  o,  /'(.)+:^V''(.)+...  +  (±=2ilr:/-(,)=^o; 

quant  au  degré  de  celte  équation,  on  voit  à  priori  qu'il 
doit  être  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  choses 

deux  à  deux,  c'est-à-dire  éeal  à  — -» 

2 

S'il  s'agit  de  l'équation  du  deuxième  degré 

/{z)  =  z\'hpz  +  y  =  o, 
on  aura 

/'(z)=2Z^p,      /^(Z)  =  2. 

La  deuxième  des  équations  (3)  se  réduit  à 

w  +  /?  r=z  o, 

et,  comme  elle  ne  renferme  pas  z,  elle  n'est  autre  que 
l'équation  demandée-,  ce  résultat  est  évident. 

Dans  le  cas  du  troisième  degré,  la  méthode  générale 
est  susceptible  de  simplification.  Car,  soît  l'équation 

y  (z)  z=  s"*  -h  pz^  -\-  qz  -\-  r  =z  o, 

et  désignons  par  z,  ^i,  z^ies  trois  racines.  Si  l'on  fait 
«1  -f-  Tj  =  w,  on  aura  z  =  —  u  —  /?,  et,  par  suite, 

cette  équation  est  précisément  la  transformée  demandée. 

97.  Problème  II.  —  Étant  donnée  une  équation 
f(z)z=zodu  degré  m,  former  une  équation  F  (m)  =  o, 
'^ont  les  racines  soient  les  différences  deux  à  deux  des 
^^cines  de  la  proposée. 

Désignons  comme  précédemment  par  z  et  par  z^  une 
'^^cine  quelconque  de  réquationy*(^  )  =  o  ;  l'équation  en  it 
^  obtiendra  en  éliminant  z  et  z,  entre 

/(8)=0,      /(z,)— O,       /fnrz,  —  Z, 


ao8 
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Ce  système  peul  être  remplacé  par  le  suivant  : 
lequel  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 


/(»)  = 


/(.)  =  o 


Les  aysiènies  de  solutions  du  système  (a)  sont  formés 
d'uue  quelconque  îles  racines  z  de  la  proposée  et  d'une 
valeur  nulle  de  u;  quant  aux  équations  (i),  elles  peuvent 
être  écrites  sous  la  forme 


/(=)  = 


/'{< 


-/"W- 


-/"(,)  = 


elles  donneront  pour  équation  finale  la  transformée 
F  (m)  ^  o  que  l'on  cherche,  et  celle-ci  n'aura  de  racines 
nulles  que  si  la  proposée  a  des  racines  égales. 

On  reconnaît  à  priori  (jac  le  degré  de  l'équation  de- 
mandée est  égal  au  nombre  des  arrangements  de  ni  choses 
deux  à  deux,  c'est-à-dire  égal  à  m  (n*  —  i};  en  outre,  il 
est  évident  que  les  m  (nï  —  i)  racines  de  celte  équation 
formeront  des  couples  tels  que  z  —  r,^iti,ir,  —  z^ — «, 
de  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  en  sorte  que 
n{m-y) 


1  premier  membre  sera  le  produit  de 


-  facteurs 

de  la  forme  h* —  uj,  et  il  ne  renfermera  que  des  puis- 
sances paires  de  u.  L'équation  F{(/)^o  s'abaissera  donc 

au  degré  — • en  posant  «*:=  i';  l'équation  en  v  est: 

dite  Véifuafion  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 


t 
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Exemple.  —  Appliquons  ce  qui  précède  k  réquation 
du  troisième  degré 

(i)  z»  -f-  Pz'  -f-  Qz  -f-  R  =  o. 

P 
Si  l'on  remplace  z  par  z  —  ^î  et  que  l'on  pose  (n?  62) 

cette  équation  se  réduira  à 

(2)  ^  -hpz  -hq  =:0. 

Les  racines  de  l'équation  (2)  sont  ^ales  à  celles  de 
Técpiation  (i)  augmentées  d'une  même  quantité;  donc, 
pour  Tune  et  Tautre  équation,  l'équation  aux  différences 
est  la  même.  On  obtiendra  celle-ci  en  éliminant  z  entre 
l'équation  (a)  et  l'équation 

(3)  3»»  -h  3az  H-  (a»  -hp)  =  o. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  faire  cette  élimination  con- 
siste à  retrancher  les  équations  (2)  et  (3)  Tune  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  3  et  la  seconde 
par  z^  ce  qui  donne 

(4)  3uz'^-h(u^  —  2/?)z  —  3y=:o; 

à  tirer  des  équations  (3)  et  (4)  les  valeurs  de  z  et  z*,  sa- 
voir : 

u*  -hpu  -h  3q         j a*  —  pu^  -h  gqu  —  2p' 

■~  2  (a» -h/?)  "*  6(u^-hp) 

et  à  ^aler  la  seconde  expression  au  carré  de  la  première. 
Posant  ensuite 

on  obtiendra  l'équation  aux  carrés  des  différences  deman- 
dée, qui  est 

V-+-6/?f* — .3/y*p  -h  (4/?*  H- a  7^^)=  o. 
I.  14 
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Remarque.  —  Soiif(z)  une  fonction  entière  de  z,  à 

coefficients  réels  ;  sî  l'on  pose  z  =  x  -h y  y —  i  el  que  l'on 
fasse 

cp  et  4*  étant  des  fonctions  réelles,  on  aura  aussi 

Cela  étant,  si  Ton  considère  les  équations  simultanées 

et  que  Ton  élimine  successivement  entre  elles  les  incon- 
nues X  elj-^  il  est  évident  que  l'équation  finale  eu  jc  ne 
sera  autre  chose  que  l'équation  aux  demi-sommes  des  ra- 
cines de  la  proposée^  tandis  que  l'équaiiou  finaleenj^  sert 

l'équation  aux  quotients  par  a  y/— i  des  difiSérences  des 
mêmes  racines.  Effectivement,  les  deux  équations  qui 
précèdent  équivalent  aux  deux  suivantes  : 

qui  expriment  que  x-i-js/ — i  et  x — J'\  —  l  sont  des 
racines  def(z)  =  o. 

Sur  la  recherche  des  diifiseurs  des  fonctions  entières 

d'une  variable, 

9 

98.  Toute  fonction  entière  y («)  d'une  variable  z  est 
le  produit  de  facteurs  linéaires  de  la  forme  z  — /Sij  la  re- 
cherclie  de  ces  facteurs  linéaires  équivaut  &  la  résblutioa 
de  l'équation y*(z)  =  o,  car  la  condition  pour  que  z  —  z^ 
soit  un  diviseur  àe  f  (z)  esty(zi)  =  o.  Si  la  fonction»-^ 
f[z)  est  du  degré  m,  elle  admettra  évidemment  autanlH 

de  diviseurs  du  degré  yi  que  l'on  peut  former  de  cembi- 

naîsons  avec  les  m  facteurs  linéaires  pris  jia  à  |u  ;  ce  nombr^^ 
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(le  combinaisons  est  égal  à 


m  [m  —  i)...[m  —  f*-*-i) 
1^  __         '  '  ■    ■  ■     — 


ï  .  2  .  .  .  u 


Pour  trouver  les  diviseurs  dont  il  s'agit,  on  effectuera  la 
division  de  la  fonction  y*  (r)  par  un  polytiôkne  (f  (z)  du  de- 
gré (ji,  dans  lequel  les  coefficients  soient  indéterminés, 
et  on  égalera  h  zéro  le  i'este  du  degré  (x  —  i  que  l'on  aura 
obtenu;  on  formera  ainsi  ju.  équations  qui  serviront  k 
déterminer  les  |!x  coefficients  du  polynôme  y (z).  Si  l'on 
veut  avoir  Téquation  de  laquelle  dépend  Tuti  de  ces  coef-^ 
ficients,  il  faudra  procéder  à  l'élimination  de  tous  les 
autres,  et  l'on  trouvera  une  équation  finale  dont  le  degré 
devra  être  égal  à  M.  Â  cliacune  des  M  racines  de  cette 
éqoatiou  finale  correspondra  un  diviseur  de  degré  /x  du 
polynôme y(z),  en  sorte  que  les  valeurs  des  coefficients 
éliminés  devront  être  déterminés  complètement  par  le 
moyen  des  équations  de  condition. 

Lorsqu'on  a  (jl  =  i  ou  /x  =  m  —  i ,  le  nombre  M  est  égal 
à  m;  mais  dans  tout  autre  cas  on  a  M  ^  m,  en  sorte 
^'en  général  la  recberclie  des  diviseurs  d'un  degré  dif- 
férent de  I   ou  de  m  —  i   dépend  d'une  équation  dont 
le  degré  est  supérieur  à  celui  de  la  proposée. 

Au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  ^indiquer, 
On  peut  écrire  que  le  polynôme  donné  y  (-z)  est  le  produit 
de  deux  polynômes  ç(-z),  ^(^)  des  degrés  ^l  et  m  —  ^ 
i*espectivement,  et  dans  lesquels  tous  les  coefficients  soient 
Indéterminés',  on  formera  ainsi  m  équations  de  condi- 
tion entre  les  m  coefficients  indéterminés,  et  l'ofi  obtien- 
dra ensuite,  par  l'élimination,  l'équation  de  laquelle  dé- 
pend l'un  des  coefficients  du  polynôme  cp  (<?). 
Soit  le  diviseur 


il  est  évident  ({ue  —  a,  est  la  somme  de  /i  racines  de 
l'équation  y  (a)  ^  o;  donc  l'équation  finale  de  laquelle 
dépend  -^  a,  coïncidera  avec  l'équation  aux  sommes  des 
racines  dcf{z)=^o,  prises  ft  à  f^.  Ainsi,  en  pariicu-  ' 
lier,  pour  avoir  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux 
à  deux  d'une  équation  y  {z)  =:  o,  il  sufâra  d'exprimer  que 
z' — uz-\-q  est  un  diviseur  de /"(z)  ;  on  trouvera  ainsi 
deux  équations  de  condition  entre  u  et  ç,  et  par  l'élimi- 
nation de  <j  on  conclura  l'équation  demandée, 

99.  Bien  que  la  recherche  des  diviseurs  du  deuxième 
degré  d'un  polyn6mey(3)  dépeude  lonjours  d'une  équa — 
tion  de  degré  supérieur  au  degré  dB/(z),  il  existe  u». 
cas  remarquable  dans  lequel  cette  équation  s'abaisse  em^ 
devient  ainsi  plus  facile  à  résoudre  que  l'équatiocv. 
f{z)  ^  o.  Le  cas  dont  je  parle  est  celui  où  le  polynôme 
f{z)  est  du  quatrième  degré. 

Soit 

et  désignons  par 


un  diviseur  dc/(z).  La  quantité  p  dépendra  d'une  équa- 
tion du  sixième  degré,  mais  je  dis  que  si  Ton  fait  dispa- 
raître le  deuxième  terme  de  cette  équation,  le  quatrième 
et  le  sixième  disparaîtront  aussi,  en  sorte  que  l'équatioi» 
transformée  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de 
la  nouvelle  inconnue  p',  et  qu'elle  s'abaissera  au  iroi- 
sième  degré  en  posant  p"  =  v. 

En  effet,  désignons  par  2, ,  z,,  z,,  z»  les  quatre  racines 
de  l'équation  /"(z)  =t  o.  Les  six  racines  de  l'équation  en  f 
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ei  leur  somme  sera  égale  à  —  3  (Zi+Zf-hz^-hz^),  c'est- 
à-dire  ^ale  à  -h  3  P.  Pour  faire  disparaître  le  terme  du 
cinquième  degré  dans  Féquation  en  p,  il  faut  donc  poser 


d*où 


P=P''^^^> 


/>'  = P  -+-/?  =  -  (2,  H-  Z,  -f-  «a 

2  2 


^0 


Les  six  valeurs  de  p^  seront  donc 


I 

2 

I 

2 

I 

2 

I 
2 

I 
2 


—  Zi—  Za-f-Zg-hZ^), 


—  Zj  — |—  Zj  —  Z3  — f—  Z4  j  j 


-^Z,  ^-  Zj-f-Z3—  z^), 


-f-Z,— 3,  —  Z3-f-Z4), 


+   Z,—  Za-f-  Zs—  Z4), 


-f-  Zi  -f-  Zj —  Z3 ^4], 


et  1  on  voit  que  ces  valeurs  sont  égales  deux  à  deux  et  de 
signes  contraires,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Ce  qui  précède  conduit  à  une  conséquence  importante, 
^nsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 


Sur  V abaissement  des  équations. 

100.  Une  équationy(2)  =  o  est  susceptible  d'abaissé- 
'Jieni  lorsqu'elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  z 
Jom  Texposant  est  divisible  par  un  même  nombre  n'^ 
^ffectiveme^it.  si  le  degré  est  désigné  par  mn,  l'équation 
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s'abaissera  au  degré  m  en  posant  z"  =  a:;  nous  «ivons  vu 
aussi  comment  on  peut  toujours   abaisser  le  d^ré  4es 
équations  réciproques.  Enfin,  on  produira  l'abaissemenl 
d'une  équation  toutes  les  fois  que  Ton  parviendra,  par 
une  voie  quelconque,  à  décomposer  son  premier  membre 
en  deux  facteurs.  Cela  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  sait 
que  l'équaiion  y*(z)  =  o  a  des  racines  communes  avec 
une  autre  équation  F  (^)  ==  o,  à  moins  qu^elle  n'ait  toutes 
ses  racines  communes  avec  celle-ci. 

Nous  sommes  ici  conduit  à  présenter  une  définition 
qui  a  une  grande  importance  dans  T Algèbre. 

Défikitiow.  —  Une  fonction  entière/ [z)  est  diteirré- 
ductibley  lorsqu'elle  h* admet  aucun  diviseur  rationnel 

Une  équation  est  dite  irréductible  quand  son  premier 
membre  est  une  Jonction  irréductible. 

Mais  il  nous  reste  à  expliquer  ici  ce  que  nous  enten- 
dons par  dii^iseur  rationnel^  et  en  général  ^ar  quantité 
rationnelle. 

Si  les  coefficients  de  la  fonction y(z)  sont  des  nombres 
rationnels,  un  diviseur  rationnel  est  simplement  celui 
dans  lequel  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  ration- 
nels. 

Pour  embrasser  tous  les  cas,  supposons  que  les  coeffi- 
cients dej(z)  soient  des  Jonctions  rationnelles  de  quan- 
tités quelconques  y  qu'on  regarde  comme  connues^  nous 
nommerons  diviseur  rationnel  de  y*(^)  tout  diviseur, 
fonction  entière  de  z^  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  des  quantités  connues.  Généralement, 
toute  fonction  rationnelle  des  quantités  connues  sera 
dite  une  quantité  rationnelle.  Dans  le  cas  d'une  fonction 
dont  les  coefficients  demeurent  indéterminés»  les  quau- 
lités  connues  ne  sont  autre  chose  que  les  coefficients 
eux-mêmes. 
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La  défittilion  qui  précède  s'étend  d'elle-même  h  une 
fonction  entière  de  plusieurs  variables. 

U  faut  remarquer  qu'une  fonction  entière  ou  une  équa- 
tion peut  être  réductible  ou  irréductible,  suivant  la  nature 
des  quantités  regardées  comme  connues.  Par  exemple,  re- 
lation 2* —  a  =  o  est  irréductible,  tant  qu'on  ne  regarde 
comme  quantités  connues  que  les  nombres  rationnels; 
mais  si  parmi  ces  quantités  on  fait  figurer  les  racines  car- 
rées des  nombres  rationnels,  l'équation  se  réduira,  car  son 
premier  membre  se  décomposera  dans  les  deux  facteurs 

«— ^â  et  r-f-^â. 

Théoréhe.  —   Sif{z)  =  o  est  une  équation  irréduc-^ 
tihle,  F  (2)  une  fonction  rationnelle^  et  que  V équation 
'     P(xj)  =  o  admette  une  racine  Zi  def(z)=:Oj  elle  ad- 
niettra  aussi  toutes  les  autres,. 

Soit,  en  effet, 

9  et  ^  désignant  des  fonctions  entières;  la  racine  z^  sera, 
par  hypothèse,  commune  aux  équations 

/(»)  =  o,     (p(z)  =  o; 

et  cela  exige  que  le  polynôme  (f  (z)  soit  divisible  pary*(z) , 
car  autrement  il  y  aurait  un  diviseur  commun  à  ces  poly- 
nômes, et  réquationy*(2)  =  o  ne  serait  pas  irréductible. 
Soit  donc 

on  aura 

F(z)=jji;/(.), 

ei,  par  conséquent,  l'équation  F  [z)  =  o  admettra  toutes 
les  racines  de/(2)  =  o. 

loi.  Il  esl  quelquefois  possible  (rabaisser  une  équation 
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dont  deux  racioea  sont  liées  entre  elles  par  une  r 
donnée,  et  U  voie  de  l'éliminaiion  pent  être  employée 
cet  effet. 
Soit  effeeli 


une  équation  i 
ies  m  racines, 
lacînes  la  relation 


Il  degré  m,  dont  z, 
l  supposons  que  l'o 


, . . . ,  z„^i  désignei 
lit  entre  deux  de  et 


t(>, 


dans  laquelle  y  désigne  une  fonction  entière.  On  pourr: 
éliminer  z 


I 


1  entre  cette  équation  et  l'équation 
/(>,)  =  o, 
et  l'on  obtiendra  ainsi  1  é[(uaiion  finale  en  z 

M  r(=)  =  o. 

Si  l'équatiou  proposée  est  irréductible, 
F(z)  sera  divisible  par /(s)  d'après  le  théorème  di 
n"  100,  et  l'équation  précédente  ne  sera  d'aucun  usage 
Mais  si  l'équaiiou  proposée  est  réductible,  il  pourr 
arriver  que  quelques-unes  des  racines  de  l'équation  {i 
u'appartiennent  point  à  l'équation  (a)  ;  dans  ce  cas,  h 
polynômes y"(z)  et  F  [z)  auront  un  plus  grand  commu: 
diviseur  ij;  (z)  différent  de  f[^),  et  l'on  pourra  en  cob 
séquence  décomposer  la  fonction  f{z)  en  deux  facteui 
l'uu  et  l'autre  rationnels,  dans  le  sens  qui  a  été  iodiqu 
au  numéro  précédent. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation 

3,  dont  la  somme  soit  égale  à  uc 
cherchera  le  plus  grand  commu 
diviseur  '\{z)  des  polynômes  ^(z)  ei  f{a  —  x),  el  c 


ait  deux  racines  z  et 
quantité  donnée  a.  Or 
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décomposera  ainsi  f{z)  en  deux  facteurs.  S'il  n'y  a  que 
deux  racines  z  et  Zi  qui  soient  liées  par  la  relation 
z  +  ^1  =  a,  le  polynôme  ^  (z)  sera  évidemment  du  se- 
cond degré;  il  sera  d'un  degré  supérieur  à  2,  s'il  existe 
plusieurs  couples  de  racines  telles,  que  la  somme  des 
racines  de  chaque  couple  soit  égale  à  a  ;  enfin  il  sera  du 
premier  degré,  si  Téquation  proposée  a  une  racine  égale 

à  -a,  et  qu  il  n'existe  point  de  couples  de  racines  dont  la 

somme  soit  égale  à  a.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
entre /*{z)  eij(a  —  z)  peut  être  égal  à  l'un  ou  à  l'autre 
de  ces  polynômes,  et  cela  arrivera  nécessairement  si  la 
fonction  y*(z)  est  irréductible;  dans  ce  cas,  l'équation 
proposée  ne  change  pas  quand  on  change  z  ena — r,  et  je 
dis  qu'elle  est  susceptible  d'abaissement.  En  effet,  posons 


a 

z  =  —  -\-  u 

2 


et 


/W=/(f  +  «)  =  F(«); 


on  aura 


^onc  l'équation  transformée 

F(a)  =  o 

^e  changera  pas  par  le  changement  de  ix  en  —  u.  Si  Ton 
Supprime  les  racines  nulles  que  cette  équation  peut  avoir, 
^Ue  ne  renfermera  plus  que  des  puissances  paires  de  u  et 
^li  l'abaissera  en  posant  u*  =  1^. 

Le  cas  d'une  équationy*(>z)  =  o  dont  deux  racines  sont 
*^4es  par  la  relation  zZi  =  a  donne  lieu  à  une  discus- 
sion toute  semblable. 

H  ne    sera   pas  inutile    de   présenter    en   terminant 
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Texemple  d'une  équation  irréductible  dont  deux  raeine 
soient  liées  entre  elles  par  une  relation  simple.  L'équ^ 
tion 

/(z)  =  Z'  -f-z'  —  2Z  —  1=0, 

qui  a  pour  racines  les  doubles  des.  cosinus  des  arcs  — ^ 

— >  — »  est  dans  ce  cas;  z,  Zi  et  z,  désignant  les  tr^ 

7      7 


racines,  on  a 


=  — — -  9      «î  =  —  (  1  +  -  ) 
I  -f-z  \         z  / 


et  si  l'on  formé  les  expressions  àe  f(zi)j  /[zt)j  o 
trouvera 

'  Nous  pous  sommes  borné  au  cas  où  l'on  a  une  relatiov^ 
entre  deux  racines  de  Téquation  proposée.  Si  Ton  avait  -; 
entre  [i  racines,  fx  étant  ]>  2,  la  relation 

<p  (z ,   Z| ,  z, ,  .  .  .  ,  Z^  _  ,)  =:  o, 

on  pourrait  éliminer  /x  —  i  racines  en  faisant  intervenir 
fx  —  I  des  fx  équations 

et  il  en  résulterait  diverses  équations  finales  qui  auraient 
nécessairement  des  racines  communes  avec  la  proposée. 
Mais,  comme  dans  le  cas  particulier  que  nous  avons  exa- 
miné précédemment,  ces  équations  ne  seront  d'auciw 
usage  si  l'équation  proposée  est  irréductible. 
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CHAPITRE  V. 

PRŒ>RIËTÉS  DES  RACINES  DE  L'UNITÉ. 


Propriétés  des  racinps  de  V équation  binôme  z"'  :=  i . 
Des  racines  primitives  et  de  leur  nombre. 

102.  Nous  compléterons  la  théorie  générale  contenue 
dans  les  deux  Chapitres  précédents,  en  exposant  ici  les 
propriétés  des  racines  de  l'unité  dont  nous  ferons  un 
fréquent  usage  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage. 

Théorème  I*  —  Les  racines  communes  à  deux  équa- 
tions binômes j  telles  que 

sont  également  racines  de  Inéquation 

oii  0  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nom- 
bres m  et  n» 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait  à  la  fois 

a^z=^l      et     a"=i; 

soit  m^n^  et  désignons  par  q  le  quotient,  par  /  le 
reste  de  la  division  de  m  par  n^  en  sorte  que  m=  nq  ■+-  r-^ 
OD  aura 

Mais,  à  cause  de  a"  =  i ,  on  a  aussi  ol"^  =  i  ^  donc 

D'où  Ton  conclut  que  si  r,  r\  r" ^ .  .  . ,  0  sont  les  rcstos 
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auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  entiers  m  et  72,  on  aura 

«''=1,   a''=l,...,  a*  =  l, 

et,  par  conséquent,  toute  racine  commune,  a,  aux  deux 
équations  proposées,  est  aussi  racine  de. 

Il  est  évident  d^ailleurs  que,  réciproquement,  les  racines 
de  cette  dernière  équation  appartiennent  aux  deux  équa- 
tions proposées. 

On  peut  aussi  démontrer  le  précédent  théorème  en  dé- 
terminant le  plus  grand  commun  diviseur  des  binômes 
z'* —  I  ,^2" —  I  (n^  47)  ^  on  recpnnait  immédiatement  que 

ce  plus  grand  commun  diviseur  est  z^  —  i . 

Il  résulte  de  là  que  si  m  et  /Tsont  premiers  entre  eux, 
les  deux  équations 


^"•=1,     a»=i 


n'ont  d'autre  racine  commune  que  l'unité,  et  que,  si  m 
est  un  nombre  premier,  l'équation 

z'"=  I 

n'a  de  racine  commune  autre  que  Tunité,  avec  aucune 
équation  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 

Théorème  II.  —  Si  cl  désigne  une  racine  quelconque 
de  Véquation  binôme 

toute  puissance  de  a  sera  aussi  racine  de  la  même  équa- 
tion. 

L'équation 


a'"=i 


entraine,  eu  effet, 

a'"*r=:I,       OU       (a*)'":=:l, 
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ety  par  conspuent,  tous  les  termes  de  la  série 


a,  <x!*y  otr^  •  .  . 


sont  racines  de  l'équation  proposée. 
A  cause  de  a"*  =  i ,  on  a  aussi 

d^^cù  il  suit  que  la  série  précédente  contient  au  plus^ 
oomme  cela  doit  être,  m  quantités  distinctes,  savoir  : 

a,   a%  a',..    ,  a"^',  a?"  ou   l. 

crsque  m  est  un  nombre  premier  et  que  a  n'est  pas  égal 
À  Tunité,  les  m  termes  de  la  série  précédente  sont  diffé- 
ï:*«ntS5  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

*x'  et  71  -I-  n'  étant  inférieurs  à  m,  on  aurait,  en  divisant 

oe  qui  ne  peut  être,  puisque  l'équation  2'"=:  1  n'a  aucune 
racine  commune  autre  que  l'oiniié  avec  ^"  =1 .  Il  en  ré- 
sulte cette  proposition  : 

Théorème  III.  —  Si  m  est  un  nombre  premier^  et 
Çue  oL  soit  une  racine  quelconque  de  r équation 

^utre  que  l'unité^  les  m  racines  de  cette  équation  seront 
^présentées  par 

Cette  proposition  n'a  plus  lieu  quand  m  est  un  nombre 
Composé,  et  qu'on  prend  pour  a  une  racine  quelconque  de 


2*"=  I  ; 


ïiTiais  elle  aura  lieu  évidemment,  d'après  ce  qui  précède. 
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si  Ton  prend  pour  a  une  racine  qui  n'appariienne  en 
même  temps  à  aucune  équation  z"  =  i  de  degré  n  infé- 
rieur à  m. 

Cela  posé,  nous  appellerons  racines  primitives  de  Té- 
quation  binôme 


««^zl 


celles  des  racines  de  cette  équation  qui  n'af^rtienn^t 
à  aucune  équation  de  degré  moindre  et  de  même  forme, 
telle  que 


I. 


Si  m  est  premier,  toute  racine  de  2*^=1,  autre  que  1, 
est  une  racine  primitive  ;  et^  dans  tous  les  cas,  chaque 
racine  primitive  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  donner 
toutes  les  racines  par  ses  diverses  puissances. 

403.  Nous  allons  démontrer  actuellement  qu'il  existe 
des  racines  primitives  pour  toute  équation  binôme,  de 
degré  non  premier,  et  nous  déterminerons  en  même 
temps  le  nombre  de  ces  racines. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  degré  de  l'équation 
binôme 

^=z  I 

est  une  puissance  d'un  nombre  premier  p^  et  soit 

m  =p^; 
toute  racine  non  primitive  de  1  équation 

doit  appartenir  à  une  équation  telle  que 

où  6  désigne  un  diviseur  de  p^  :  mais  tout  diviseur  de  p-^ 
autre  que  p^  lui-même,  doit  diviser  p^'~^\  donc  les  i — 
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cines  de  réquatioa  précédente,  et,  par  suite,  toutes  les 
racines  non  prinutwes  de  la  proposée,  doivent  appartenir 
à  inéquation 


zP^    '  =  1. 


D'ailleurs  toutes  les  racines  de  cette  dernière  appartien- 
nent évidemment  à  la  proposée  ;  le  nombre  des  racines 

non  primitives  de  celle-ci  est  donc/>^~',  et,  par  consé- 
<jiient^  celui  des  racines  primitives  est 


»/*  _  »/* 


— 1 


ou  /^('-^)'  «««(i-^) 


Nous  allons  faire  connaître  la  manière  dont  sont  for- 
nn^ées  les  racines  primitives  de  Téquation 

(l)  ZP^=ZJ. 

Soient  S^  une  racine  quelconque  de  l'équation 

zP  =1, 

6,  une  racine  quelconque  de 

zP  =  ^i, 

^s  une  racine  quelconque  de 

ZP  =  ^2, 

^ï  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  une  dernière 
^Uatîon 

^^Ut  nous  désignerons  par  S    une  racine  quelconque.  Si 
'on  fait 

^^ite  expression  de  a  aura  p^  valeurs,  puisque  §$  sl  p  ¥an 
'^Ura,  qu'à  chacune  d'elles  correspondent  p  valeurs  de 
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6t,  etc.,  et  elle  donnera  précisément  les  p^  racines  de 
Tëquation  (i). 

On  voît  d'abord  que  les  valeurs  de  a  satisfont  à  l'équa- 
tion (i),  car  on  a 

et  par  suite, 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  les  p^  valeurs  de  a.  sont 
distinctes.  Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient 
égales  entre  elles,  que  Ton  ait,  par  exemple, 

(3)  6. 6263...  6^,  €^  =  6',  6',  €',...€'^,6'^; 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  p^  et  se  rappelant 
que 

'    6f  =  .,      6^  =  6.,...,     6;=V.. 


(4) 


ê;'  =  .,    e'/^e- ,   e^'^e-^,. 


on  aura 

(5)  6,6363.  .  .6^_,  ^z^jg'jê'j. .  .6^_j. 

Des  égalités  (3)  et  (5)  on  tire 

6=6'; 

en  opérant  sur  l'égalité  (5)  comme  nous  venons  de  faire 
sur  l'égalité  (  3  ),  on  obtiendra 

6       =6'      , 

et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  cette  conséquence^ 
que  l'égalité  (3)  ne  peut  exisler  à  moins  que  les  quantité 
6, ,  6, , . . . ,  S    ne  soient  respectivement  égales  aux  quan- 
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iités  6',,  6', ,. .  .'^  &  ,  D'où  il  suit  que  la  formule  (a)  don- 
nera effectivement  toutes  l'es  racines  de  Téquation  (i)« 
Cherchons  maintenant  quelles  sont  celles  de  ces  ra- 
cines qui  sont  primitives.  Comme  nous  Pavons  déjà  re- 
marqué, les  racines  non  primitives  de  l'équation  (i)  sont 
celles  qui  satisfont  à  Féquation 

s^^      =1, 

Supposons  donc  que  Ton  ait 


(6,6,63... g^_^6^)P 


i; 


supprimant  les  facteurs  égaux  à  l'unité,  cette  équation 
réduit  à 

(63  6'"-=,. 

^lais  des  égalités  (4)  on  déduit 

I^ar  suile,  Téquation  (6)  exige  que 

6,  =  I. 

I^ar  où  l'on  voit  que  la  valeur  de  a  donnée  par  la  for- 

^lAale  (2)  sera  une  racine  primitive  ou  non  primitive  de 

Inéquation  (1),  suivant  que  61  sera  différent  de  i  ou  égal 
a  I. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  IV.  —  La  résolution  de  l'équation  binôme 
**=  I,  dont  le  degré  m  est  une  puissance  fi  d^un  nom- 
bre premier  p,  se  ramène  à  déterminer  une  racine  61 
9^re  que  P  unité  de  V équation  zp=zi^  une  racine  St 
^uekonque  de  V équation  z^  =z  Si,  puis  une  racine  quel- 
corufue  6t  de  z''  =  6, ,  efc. 

I.  i5 


/ 
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Car  ou  aur^j  par  ce  moyen,  une  raciâe  primitive  de 
Téquation  proposée,  laquelle  donnera  tQute3  les  autres 
par  ses  diverses  puissances. 

104.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  le 
degré  m  de  l'équation  binôme 

(i)  ^         7r=zi 

est  un  nombre  composé   quelconque;  décomposons  ce 
nombre  en  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

p^  q^. .  .^  r  désignant  des  nombres  premiers  quelconques^ 
inégaux. 

Elcrivons  les  équations  

désignons  par  6  une  racine  quelconque  de  la  première?- 
par  y  une  racine  quelconque  de  la  seconde,  etc.,  par  ^ 
une  racine  quelconque  de  la  dernière,  et  posons 

(3)  OL  =  ^y.,.$, 

Celle  expression  de  a  a  m  valeurs,  puisque  6,  y, .  .  . ,  J  OKi^ftt 

respectivement  p^^  ^'', . . . ,  r^  valeurs;  je  dis  que  ce  so«::»l 
précisément  les  m  raqines  de  Téquaiion  (i). 

Il  est  d'abord  évident  que  la  précédenle  valeur  de      ^ 
salisfait  à  Téquation  (i),  car  on  a 

Ç^^nzl,       Y?"—  I,...,       y=i, 

et,  par  suite, 

d'où  , 

Il  reste  à  prouver  que  les  m  valeurs  de  «  sont  diiférenl 
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Supposons  que  deux  de  ces  valeurs  soient  égales,  que  l'on 
ait,  par  exemple, 

comme  les  quantités  6',  /,...,  d' ne  sont  pas  toutes  égales 
respectivement  à  6''',  y''', ... ,  â'",  admettons  que  6'  dîfiêré 

de  6",  et  élevons  l'égalité  précédente  à  la  puissance  q\,,  r^, 
on  aura 

et,  en  supprimant  les  facteurs  égaux  à  i^ 

mais  6'  et  S''^  étant  deux  racines  distinctes  de  Téquation 

«'''*=  I,  elles   peuvent  s'exprimer  par  deux  puissances 
d'une  même  racine  primitive  6;  posons  donc 

'l'el  n  étant  <^  p^ .  Alors  la  dernière  égalilé  deviendra 


gr/iH-i.')?''---'-^— 6»V    -^ 


•  •  •■ 


ou 


,  simplement, 


grt9''...r;-_-  ,. 


J'où  il  suit  que  6  est  une  racine  commune  aux  deux 
équations 

el  qu'elle  satisfait,  en  conséquence,  à  l'équation 

^  désignant  le  plus   grand   commun  diviseur   à  p^   et 

'*/...r^.  Mais  ce  plus  grand  commun  diviseur  9  est,  au 

j       P'ws»  égal  à  w,  et,  par  suite,  il  est  inférieur  à  p^  \  donc  6 
lïe  serait  pas,  comme  nous  l'avons  supposé,  une  racine 

*î       primitive  de  z'''*  =  i . 

i5. 
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On  voit  par  là  que  la  formule  (3)  donnera  bien  les  m 
racines  de  Téquation  (i). 

Cela  posé,  je  dis  que  si  6,  y?-*-)  à  désignent  des 
racines  primitives  de  celles  des  équations  (2)  auxquelles 
elles  appartiennent  respectivement,  la  valeur  de  a  donnée 
par  la  formule  (3)  sera  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion (1). 

Si,  en  effet,  le  contraire  a  lieu,  a  satisfera  à  une  équa- 
tion 

dont  le  degré  0  sera  un  diviseur  de  m,  et  il  y  aura  au  moini 
un  facteur  premier,  parmi  ceux  de  m,  qui  entrera  dans 
un  moins  grand  tiombre  de  fois  que  dans  m  :  supposon  ^ 
que  le  facteur  pi'einier  p  soit  dans  ce  cas,  6  diviser  .^a 

p^^^q^' .  .r^,  et,  par  suite,  a  sera  racine  de  Téquation 

(4)  zP'*~'î'---^^=:i; 

on  àtlrà  donc 

Mais 

donc 

d'où  il  suit  que  6  est  racine  de  l'équation  (4)  \  or  elle  1'^^^ 
aussi  de  la  première  des  équations  (  2)*,  d'ailleurs,  le  pli-^^^ 
grand  commun  diviseur  entre  les  degrés  de  ces  deux  équ« 

tions  estp'*""*5  donc  6  est  racine  de  l'équation 

zP'^     z=  I  ; 

maïs  cela  est  contre  T hypothèse,  puisque  6  représente  ui 
racine  primitive  de  la  première  des  équations  (2). 

il  résulte  de  là  que  si  l'on  ne  éprend  pour  6,  y . . . ,       ^ 
que  des  racines  primitives  de  la  première,  de  la  s^^" 


; 
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conde,  etc.,  de  la  dernière  des  ëquaiions   (2),  la  for- 
mule (3)  ne  donnera  que  des  racines  primitives   pour 
Véquation  (i).  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  si  6,  ou 
Vv)  ou  S  n'est  pas  une  racine  primitive  de  celle  des 
équations  (2)  à  laquelle  elle  appartient,  la  valeur  de  a 
donnée  par  la  formule  (3)  ne  sera  pas  non  plus  une  ra- 
cine primitive  de  l'équation  (1).  Supposons,  en  effet, 

que  S  ne  soit  pas  une  racine  primitive  de  zf^=z  i\  oq 
aura  alors 

gp^-'^ii,      7?^  =  !...,      ^"^=1, 

<f^  par  suite, 

ce  qui  montre  que  a  ou  6y .  .  .  5  satisfait  à  une  équation 
binôme  de  degré  inférieur  à  m. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  le  nombre  des  ra- 
cines primitives  de  Téquation  (1).  En  effet,  le  nombre  des 
**acines  primitives  6  est,  comme  on  l'a  vu  précédemment, 

P'^li J  ;  celui  des  racines  primitives  y  est  de  même 

j  5  etc.;  donc  le  nombre  des  racines  primitives 

^  de  l'équation  (1)  est 

'''■•-'(-^)(-^)-(-r)' 


ou 


m\\ lii l"'li 


^û  peut  aussi  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  La  résolution  de  Véquation  binôme 
^*^  =  I ,  où  m  est  un  nombre  composé  quelconque,  se 
^^fnène  à  la  résolution  des  équations  de  même  forme , 
^*  qui  ont  respectii^ement  pour  degrés  les  nombres  pre- 
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miers  ou  puissances  de  nombres  premiers  qui  divisem  le 
nombre  m. 

105.  L^expression  du  nombre  des  racines  primitives  de 
Téquation  2"*=  i ,  que  nous  avons  obtenue,  est  précisément 
celle  du  nombre  9  (m)  qui  indique  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  à  m  et  non  supérieurs  à  m.  Au  reste,  quand 
on  admet  Texistence  d'une  racine  primitive  a,  il  est  facile 
d^établir  que  le  nombre  total  de  ces  racines  est  f  (m). 

Soit  e  un  entier  inférieur  à  m^  si  e  est  premier  a  m^ 
oi'  sera  racine  primitive  de  2"*==:  15  en  effet,  si  le  contraire 
avait  lieu,  on  aurait 

(  a*)"  =  I ,      ou      a"'  =1 , 

n  étant  <^  m,  ce  qui  exige  que  —  soit  entier,  puisqueaest 

racine  primitive  \  cette  conséquence  est  inadmissible,  c^  r 
e  est  premier  à  m,  et  n  est  inférieur  au  même  nombre. 

Si  e  et  m  ont  un  diviseur  commun  9,  -—  sera  un  mal- 

tiple  de  m,  et  Ton  aura 

m 


(a«)''  =  l; 


m 

1 


donc  «•  sera  racine  de  l'équation  z    =^iy  et, par  suite, elle 
n^est  pas  racine  primitive  de  la  proposée. 

106.  Soient  a,  Q^y^. .  ,^  co  les  m  racines  de  l'équation 


;s'"  =  I . 


Si  /*  désigne  uife  racine  primitive  de  la  même  équation» 
les  mêmes  racines  pourront  être  représentées  par 

on  aura  donc,  en  représentant  par  ik  un  nombre  positif 
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quelconque, 


a/^+6/*H-...H-  w^=:  I  ^  r^H-  r'f^^,.,^  r^'^'>f^: 


I  —  r/* 


5 


Le  second  membre  de  celle  formule  est  nul  si  /ut  n'est 
pas  divisible  par  m;  on  a  donc,  dans  cette  hypothèse, 

si  aa  contraire  [x  est  divisible  par  m,  chacune  des  puis- 
.     sarices  o^,  ê'*, . . . ,  w^  est  égale  à  i ,  et,  par  suite, 

a^ -f- 6^  H-... -+-»'"  =:///. 
Ainsi,  on  aura  en  particulier 


a' 


-I-  w  1=  O, 

-f-  ê'-f-  7'-l- H-  w'=  O, 


^  a" -f-  6*" -f-  7*"  4- -f- w'"=i/w. 

Rappelons  enfin  que  les  racines  de  Téquation  z!''=:i 
peuvent  être  exprimées  par  le  moyen  des  fonctions  cir- 
culaires. Effectivement,  di  l'on  désigne  par  271  la  circon- 
férence dont  le  rayon  est  i ,  et  que  Ton  fasse 

27r 

m 


les  m  racines  de  Téqualion  proposée  seront  données  par 
'*  formule 


z  =  cosfA^  H- ismpif , 

^^  il  suffira  d'attribuer  à   jut  m  valeurs  entières  consé- 

cmives. 
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107.  L^équation  binôme  plus  générale 

/"*=  a 
se  ramènera  à  la  forme 


2*"=  I 


si  l'on  pose 

m/— 

")/a  désignant  Tune  quelconque  des  quantités  qui  ont 
pour  puissance  m**'"'. 

On  peut  démontrer,  à  Tégard  de  ces  extractions  de=^-^ 
racines  m'*"*",  un  théorème  tout  semblable  à  celui  qui 
concerne  les  racines  m'*'""  de  l'unité,  lorsque  m  est  ui 
nombre  composé. 

Supposons  d'abord  que  m  soit  le  produit  de  deux  nom- 
bres premiers  entre  eux  ;;  et  ^  :  on  aura 

or  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  \  et  i»  (n**  13 
tels,  que  Ton  ait 

puisque  p  et  g  sont  premiers  entre  eux  :  on  aura  donc 

Ainsi  Textraction  d'une  racine  de  degré  pq  se  ramèi 
toujours,  lorsque  p  el  g  sont  premiers  entre  eux,  à  Fe-^c- 
traction  de  deux  racines,  l'une  du  degré  p^  l'autre  du 
degré  g. 

On  a,  par  exemple,  quel  que  soit  a, 

Et,  en  général,  si 
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p^  ^, . . . ,  r  désignant  des  nombres  quelconques  premiers 
entre  eux,  deux  à  deux,  on  pourra  écrire 

Formule  dans  laquelle  5,  u,. ..,  «  sont  des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs. 

-application  de  la  méthode  d  *  abaissement  des  équations 
réciproques  à  V équation  binôme. 

108.  Soit  réquation 
(i)  z"»—  I  m  o; 

si  m  est  un  nombre  impair  2fx4-  i,  et  que  l'on  divise 
1* équation  (i)  par  z  —  i,  il  viendra 

(2)  z*/*  -+-  z^f"'  H- . .  .  -f-  Z'  H-  2  -f-  I  =  o  ; 

on  pourra  transformer  cette  équation   {2)   (n°61)    en 

une  autre  du  degré  (x,  en  la  divisant  par  js'*,  et  en  posant 

ensuite 

I 
z  H —  =zx\ 

■  z 

'*éqnation  (a),  divisée  par  z'*,  devient 

V^ -+- V^  _ ,  + .  .  .  4- V , -4- V .  H- 1  =  o , 

eu  faisant,  comme  au  n°  61 , 

z" 

nous  représenterons  par  U   son  premier  membre,  en  sorte 
que  l'on  aura 

(3)  u^  =  v^  +  V^_, -+-... +  V,-f-V,-f-i. 

Lorsque  le  degré  m  est  un  nombre  pair  2/2,  l'équa- 
^lon  (i)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

z^  —  1=0,     z'»-f-i=:o; 
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la  seconde  se  ramène  k  la  première  en  changeant  z  e 
—  z,  lorsque  n  est  impair;  mais  si  n  est  un  nombre  paî 
2[Âj  on  pourra  lui  donner  la  forme 


zf^  -h  — =  G, 


et,  en  posant  z  -\ —  =  x,  elle  deviendra  V   ==  o. 

.  z  r" 

Ainsi  Téquation  (i)  peut  toujours  se  ramener  à  d^  ^s 
équations  telles  que 

(4)  Va=0,       U^=0, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières  d^  x 
du  degré  fA.        , 

Chacune  de  ces  équations  a  ses  /x  racines  réelles.  'En 
effet,  les  modules  des  racines  des  équations 

Z^  ^  -I-  l  r=r  O  ,        =  O 

Z  —  I 

sont  égaux  à  l'unité;  soit  donc  cosç  -f-  îsincy  l'expression 
générale  des  racines  de  l'une  de  ces  équations,  les  racines 
de  l'équation  (4)  correspondante  seront 

(cOSflp  -h  /Sin<p)  H-  (cOS(p  +  isinep)"'  z=z  2C0S<p. 

On  a  vu  au  n**  61  que  les  trois  fonctions  V„,  V„_i,  V„-î 
soûl  liées  par  la  relation 

(5)  v„  =  ^v„_.-v„^, 

qui  peut  servir  à  former  successivement  les  polynôin^^ 
V,,  V3, . .  . ,  en  parlant  des  valeurs 

(6)  V„r=r2,        y,=X. 

11  existe  une  relation  pareille  entre  les  IroivS  fonctions  U/»  ' 
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t^fl-i)  U„_,  ^  en  effet,  si  l'on  ajoute  les  ^alités 


a35 


V,      r=xV,       —V., 

il  viendra,  en  ayant  égard  aux  formules  (6), 

Cl  cette  formule  permettra  de  calculer  successivement  les 
polynômes  Uf,  U«,. . .,  en  partant  des  valeurs 

(8)  U.=  i,     U,  =  x-i-i. 

109.  Si  Ton  pose 
(i)  zi=:  cosç -4- /sin«p, 

on  aura 


1 


(2)  .7r=zH r=:2COS<p, 

(3)  V„=  z"-i-  -  ~  acos/i(p; 

z 

changeons  9  en  Çi ,   et  désignons  par  or^*^,  V„    ce  qur 
deviennent  alors  x  et  V„,  on  aura 

.,(.)      ^        sin/iî ^    sin«i 

S\  ^  —  V„  2i  2 

^.^— __  — —  i  •  — — ^^— — — —  • 

a:(«)  —  a;  .     «  — »         .     «Pi  H- 9 

sm  î ^î      sm-î^ 

2  i>. 

Si  l'on  fait  tendre  ^i  vers  y,  le  second  membre  de  cette 

formule  tendra  vers  la  limite  n  — . — -\  d'ailleurs  x^^"^  —  x 

sm^ 

Pendant  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  limite  la 

dérivée  V'„  du  polynôme  V„;  on  a  donc 
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la  seconde  se  ramène  k  In  première  en  changeant  z  en 
—  z,  lorsque  n  est  impair;  mais  si  n  est  un  nombre  pair 
3|iji,  on  pourra  lui  donner  la  forme 

zf^  -h  —  =  G, 

et,  en  posant  z  H —  =  x,  elle  deviendra  V   =  o. 

z  /* 

Ainsi  Téquation  (i)  peut  toujours  se  ramener  à  des 
équations  telles  que 

(4)  Va=0,       U^  =  0, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières  de  x 
du  degré  jix. 

Chacune  de  ces  équations  a  ses  fi  racines  réelles.  En 
effet,  les  modules  des  racines  des  équations 

z^^  -\-  i  =  o ,      =  o 

z  —  I 

sont  égaux  à  l'unité^  soit  donc  cosç  -+-  îsincy  l'expression 
générale  des  racines  de  l'une  de  ces  équations,  les  racines 
de  Téquation  (4)  correspondante  seront 

(cosflp  -h  /sin<p)  +  (cos(p  +  /sin(p)~'  =  2cos<p. 

On  a  vu  au  n**  61  que  les  trois  fonctions  V„,  V„_i,  V„_, 
soin  liées  par  la  relation 

(5)  v„  =  ^v„_.~  v„_, 

qui  peut  servir  à  former  successivement  les  polynômes^     -s 
V,,  V3, . .  . ,  en  parlant  des  valeurs 

(6)  Vo=r2,      y,  =  a:. 

11  existe  une  relation  pareille  entre  les  trois  fonctions  U,r 


SECTION  I.    —   GHAPiTEB    V^ 

U„_,,  U„_,  ;  en  effet,  si  Ton  ajoute  les  ^alités 


a35 


V,      =a:V.       —  Vo, 

il  viendra,  en  ayant  égard  aux  formules  (6), 

et  cette  formule  permettra  de  calculer  successivement  les 
polynômes  Uf,  U«, . . . ,  en  partant  des  valeurs 

(8)  U.=  i,      U,=rX-f-I. 

109.  Si  Ton  pose 

(1)  Zrr:  COS(p  H-  /sincp, 

on  aura 

(^2)  .7?  =r  z  H =r:2C0S(p, 

Z 

(3)  V„=:2''-f-  -  =  2COS/?<p; 

changeons  9  en  Çi ,  et  désignons  par  x^^\  V„    ce  quir 
deviennent  alors  x  et  V„,  on  aura 

vL-^-V,.      ^'""^    s.n«-^ 

-  -■■■         • • 

a:('^  —  X  .     (y,  —  ©         .     <pi  -f-  9 

sin  î ^i      sm-2^ - 

7.  ?, 

^i  1  on  fait  tendre  ^i  vers  y,  le  second  membre  de  celte 

'^''mule  tendra  vers  la  limite  n  —. — ~\  d'ailleurs  x^^"^  —  x 

sm(p 

Pendant  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  limite  la 

^^Wvée  V'„  du  polynôme  V„;  on  a  donc 

(4)  rr=n'^. 
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ou 


1 

\ 

a« 

^ 

n 

n 

z 

I 

z 

Si  l'on  désigne  de  même  par  V„  ^  ce  que  devient  V 
quand  on  change  f  en  fi,  on  aura 

sin/2(pi       sin/z^ 

V„  ^  —  V„ n  smy,         smç 

j;(«;  —  a:     .    2sin^,  sinv    cosy, -^  cos^    ' 

le  second   membre  de    cette  formule   est  égal  à   Tes 
pression 

sm  («  -I-  i) sm  (/?  —  i)  -- 


2 


sm  -i i-  sm  ^i^ 

2  2 

sm(/î  —  \)- ~  %\n\n-\-\)- 


2 

5 


sm i-  sm  -i 


multipliée    par  t-. ; — »    et  quand   cpi    tend  vers 

limite  c^,  il  tend  vers  la  limite 

n[n  -|-i)sin  (/2  — i)«p  —  n  [n  —  i)  sin  («  -t-i)y 

4sin'y 

ou 

n  cos©   sin/ïcp  «' 

-  -T-Y"  - — ^ ^T"  cos/iç; 

2  sm^7    sm^         2sm^«p 

si  donc  on  désigne  par  V^  la  deuxième  dérivée  du  pol 
nôme  V„,  on  aura 

n  cos(p  sin/i<p  n} 

(5)  V'^zz:-  -7---  -^ —         .    ,     COS/ly. 

'^  "2  sm*«p    sm^        2sm'<p 
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m 

Si  Ion  remplace,  dans  celle  formule  (5),  cos nc^  ei  — : — - 
'^  ^    '  ^         sioy 

par  les  valeurs  lirëes  des  formules  (3)  el  (4)9  qu'on  meUe 
emsuile  -  au  lieu  de  cosf  ^  il  viendra 

(6)  {x^  -  4)  v;  -f  xV:  -  n^Vn^o; 

o^lle  équation  remarquable  permet  de  former  facilement 
l'expression  générale  du  polynôme  V„. 

Effectivement,  on  reconnaît  immédiatement  par   les 

:fc)rmules  (5)  et  (6)  du  n®  108  que  V„  est  un  polynôme  du 

degré  n  dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité^ 

^  t  qui  ne  renferme  que  des  puissances  de  x  dont  les  expo« 

^ants  sont  pairs  ou  impairs,  suivant  que  n  est  pair  ou 

^  Knpair.  On  peut  donc  poser 

1  e  premier  coefficient  Ao  étani  égal  à  1 . 
On  lire  de  là 

V'„z=/îAta:*-'-f-...-l-(/i—  2/?)A;»j:"-V-'  -h..., 

V*  rr  «  (n  —  I  )  AoX*-»H- . . .  H- (/l  —  2/?-l-a)  (/I— 2/?-l- I  )  A;k-i  *"**'' 

4-  {n  —-'ip)  {n  —  2p  —  i)  ApX^-^P-^  -h  .  .  . , 

^t,  en  substituant  dans  Téquation  (6)  les  valeurs  de  V», 
\  et  \''ni  le  coefficient  de  x"^^^  sera 


("— 2/?)(/î  — 2/?  — l) 
-4-(/î—  2/?) 


—  n' 


A;,  — 4(''  — 2/?,-i-a)(/î  — 2/?-i-i)A^_, 


ou 


— 4/^  ("  ""  z')  ^/»  ""  4  ('*  "~  2;?  -+-  2)  {/i  —  2/7 

^ais  ce  coefficient  doit  être  nul,  on  a  donc 

{/i  —  2/?  ^-2)(/î  —  2/?  -f- 1) 


i)A, 


•I  » 


A,  =  - 


p[n—p)  ^ 

^ctte  relation  conduit  aisément  à  l'expression  générale 
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de  A^;  car,  le  coefficient  Ao  de  :r"  étant  égal  à  i,  on  a 

A»  —  — ^ T- "^ — ' — ■ A«— .1^ 


[n-^^p  -\-  ^){n  —  2/>-h  3) 


4        \"        '"^    ■    ^/ V"        "r    '    "-/  A 

S\jt — I  ; —  »  ; ' — ' T" — î A.p — ty 


A,  = ; -• 

En  multipliant  toutes  ces  égalités  et  supprimant  les  fac- 
teurs communs,  il  vient 


''       ^      '^  1.2.3.../; 


la  valeur  de  V„  est  donc 


n(n^^)  n(n^^)[n--  5) 


<V-  =:  JC"  —  /ï-F"-2  h ^ X  ^  ^ 

1.1  1.2.3 

(''  j  ,  /    ^jp^(^— /^— 0(^— /^*-^0---(^— v-^^)(^— ^y^+i)^^_,^ 

'       ^       '  1.2.3.../; 

On  peut  obtenir  de  diverses  manières  l'expression  di 
polynôme  V„  que  nous  venons  de  former-,  la  méthode  qu^    « 
nous  avons  adoptée  ici  a  Tavanlage  de  pouvoir  être  ej 
ployée  utilement  dans  un  assez  grand  nombre  de  questioi 
analogues. 

On  tire  de  la  formule  (7) 

^      '   fi      "  I  1.2 

et  si   Ion  remplace  dans  les  formules  (7)  el»(8)  x, 

V'„  par  les  valeurs  tirées  des  formules  (2),  (3),  (4),  ^^^^ 

obtiendra  les  valeurs  de  cosaîcp  et  de  — ; — -  exprimées  n^^ai 

*  sin  (p       * 
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des  fonctions  entières  de  coscj»,  savoir  : 

COS/to  ==:  a"~*  COS'^9  —  2"-*«COS""*cp  -h  2"~*  — ^ COS""*» — ... 

I .2.3. . .p  ^ 


et 


smw©  /*  —  a 

sin<p  ^  I 


«0)   .,,.-.  (^-3)  (^-4) 


«—»< 


I  .2 


-  COS"^»ç  — 


/         V  .         ('ï — p  —  OC" — /> — 2)...(/l  —  2p) 

^  '  I .2.3. . ,p  ^ 

Enfin,  en  changeant  cf  en cp,  dans  les  furuiules  (9) 

et  (10),  on  en  obtiendra  deux  autres  qui  feront  connaître, 

en  fonction  rationnelle  de  sincp,  cosn(^  et si  n  est 

'  '  coscp 

COSfio  .  .  .  . 

pair, et  sm^qp  si  n  est  impair. 

*  cos©  '  * 

L'expression  du  polynôme  V„  conduit   facilement   à 
celle  de  U„.  Effectivement,  nous  avons  trouvé 

I 

*« 

1  z" 

2.yf  —. • 

n    "  I    ^ 

z 

z 

^n  effectuant  la  division,  il  vient 

i  V  =  z'*-'  -+-  s"-»  -f-  z«-*  H-  .  .  . , 

^H  aura  aussi,  en  changeant  n  en  n  -f- 1 , 

V'  ■—  z"  -h  z"~^  -h  z"-<  -f  .  . , 
11-4-1  ' 


n  -4-  i 
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et  en  ajoutant^ 

— î — V'      M-  -  V  =  z»  -^  z»-'  H-  .  .  .  -ht^  -hZ-^iy 

c'est-à-dire 

on  aura  donc,  par  la  formule  (8), 

i  U„  =  0?»  H-  X"-' x^^—  — -^ «»^3 

'  I  I 

(„_a)(„_3)^  ,  ("  -  3)  (/.  -  4)  ^-. 

,  1.2  1.2 

(_-  i)P  ^ L-i i^ L. i  a^-'tp 

^  1,2. .    p 

,    (n  —  p  —  i)...(/i  —  2,p) 

^  I  .  2  .  .  ./? 

Démonstration  d^une  propriété  remarquable  de  téq 

zP I 

tien =  0,  où  p  désigne  un  nombre  premier, 

HO.  Lorsque  p  est  un  nombre  premier,  Téquatiou 

zP—  I 


=  o 


Z  —  I 


^8i  irréductible.  Cette  importante  propriété  est  utile  dac»^^ 
un  grand  nombre  de  questions,  et  nous  nous  proposoc»^ 
de  l'établir  ici.  La  démonstration  que  nous  allons  pré' 
senter  est  due  à  Eisenstein;  elle  repose  sur  lés  dets.'^ 
lemmes  suivants  : 

Lemme  L  —  Si  une  fonction  entière  IL  de  x  à  coeff^' 
dents  entiers  est  décomposable  en  deux  facteurs 
tionnels  X,,  Xj,  de  manière  que  F  on  ait 
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tous  les  coefficients  des  polynômes  Xi  et  Xi  seront  entiers^ 
ou,  s*ils  nis  le  sont  pasy  on  pourra  trouver  deux  entiers 

m  et  n  tels  y  que  tous  les  coefficients  des  polynômes  — X^  et 
-^  Xi  soient  entiers. 


m 


Supposons,  en  eâTet,  que  les  coefficients  des  poly- 
nômes Xi  et  Xf  ne  soient  pas  tous  entiers.  Réduisons  les 
termes  de  chaque  polynôme  au  même  dénominateur, 
puis  désignons  par  Di,  D^  les  deux  dénominateurs  obte- 
v^us,  et  par  a  un  nombre  premier  quelconque;  on  pourra 


écrire 


1^1»  ou  Pja  désignant,  dans  le  numérateur  de  Xi  ou  Xi, 
la  somme  des  termes  divisibles  par  a,  tandis  que  Qi  ou  Q, 
désigne  la  somme  des  termes  non  divisibles  par  a;  on 
ftura,  d'après  cela, 

„       P,P,a'-h  (P,Q,-f-  PaQ,)»  4-  Q.Q, 

j^  3^  .  ■ .  ■  . .    ,,  • 

D.D, 

Supposons  itaain tenant  que  a  soit  Tun  des  facteurs 
premiers  de  Di  ;  X  étant  entier,  il  faut  que  QiQj  soit  di- 
visible par  a  ;  cela  exige  que  l'un  des  polynômes  Q,  et  Qi 
^  réduise  à  zéro;  car,  autrement,  le  premier  terme  du 
produit  Qi  Qi,  supposé  ordonné,  serait  divisible  par  a, 
Ce  qui  est  impossible,  puisque  aucun  des  termes  de  Qi  et 
de  Qj  n'est  divisible  par  a.  D'ailleurs  Qi  n'est  pas  nul, 
c^r  on  peut  admettre  que  la  fraction  qui  représente  la 
^^leur  de  X|  soit  réduite  à  sa  plus  simple  expression; 
donc  il  faut  que  Qi  soit  nul. 

On  peut  conclure  de  là  que  si  les  fonctions  Xj  et  Xt  ne 
^out  pas  entières  relativement  aux  coefBcients,  et  qu'on 
'^^duise  les  termes  de  chacune  de  ces  fonctions  au  même 
I.  i6 
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dénominateur,  tout  facteur  premier  ûc  qui  se  tronte  ai 
dénominateur  de  Tune  des  fonctions  se  trouve  au  numé^ 
rateur  de  Tautre.  En  supprimant  ce  facteur  a,  on  obtien 
deux  nouvelles  fonctions  qui  ont  encore  pour  produit  X 
et  auxquelles  on  peut  appliquer  le  même  raisonnement 
et  ainsi  de  suite,  II  résulte  évidemment  de  là  qu'on  pea 
trouver  deux  entiers  m  et  n  tels,  que  tous  les  coeffîcieni 

des  polynômes  —  Xi  ei  -*-  X,  soient  entiers,  et  la  fotic 

tion  X,  qui  a  pour  valeur 


X   X|  X    ^25 

n  m 

sera  décomposée  en  deux  facteurs  ayant  pour  coefBcien 
des  nombres  entiers. 

Lehmb  II.  —  Si  dans  un  polynôme  X  de  degré  que 
conque,  le  terme  le  plus  élevé  en  x  a  pour  coe/jficieà 
r unité,  que  tous  les  autres  coejficients  soient  des  eniio 
divisibles  par  un  nombre  premier  p,  et  enfin  que  le  tem 
indépendant  de  x  soit  égala  dz  p^  V équation 

X=:o 
sera  irréductible. 

En  effet,  si  cette  équation  n'est  pas  irréductible,  < 
aura 

aj,  /7s,. .  •  ,&i,  ^2,  •  •  •  étant  des  coefficients  entiers  et  pi 
étant  des  exposants  entiers  égaux  ou  supérieurs  à  i  de 
la  somme  |ui  -+-  v  est  égale  au  degré  de  X.  Le  dernier  ten 
de  X  étant  égal  à  dz^,  on  a  a^b^=±p'^  en  oatJ 

comme  p  est  premier,  l'un  des  nombres  a  ^  b^  doit  êi 

égal  à  zfc  I  et  l'autre  à  =fc  /?  -,  nous  supposerons 


iEGTIOtf    I.  —  CHAPITRE    V.  %Ai 

« 

On  a  identiquement,  par  hypothèse, 

OU 

l{x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers;  on  peut 
supprimer  le  terme  dz  p  dans  le  second  facteur  du  pre- 
mier membre,  et  il  vient  alors 

Xi(x)  éunt  un  polynôme  à  coefficients  i9ntler«.  Le 
terme  le  moins  élevé  en  x,  dans  le  premier  membre, 
est±i^__^ar;  donc  il  faut  que  ft^_,  soit -divisible  par  p; 

ou  peut  alors  supprimer  le  terme  h^_^x  dans  le  second 

facteur  du  premier  membre  ;  il  vient  alors 

[xf" '¥...-\-  a^x±i)  [x' ^,„^  b^_,x')  ^xl*--^^  -^pX,[x). 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  tous  les 
coefficients  &i,  &tv9  ^y  ^^^^  divisibles  par  p^  et  l'on  a, 
en  conséque^ee, 

X^(aî)  étant  encore  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  Or 

cela  est  impossible,  puisque  le  coefficient  de  x^  dans  le 

premier  membre  de  la  formule  précédente  est  égal  à  ±:  i  ; 

donc  Véqualion 

X  =  o 
est  irréductible. 

Théorème.  —  Véquation 

■    ■    ,  =0, 

Z  —  I 

^^p  désigne  un  nombre  premier^  est  irréductible, 

i6- 
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En  effet,  posons  i;  =  x  + 1;  Tëquatioaque  nous  con- 
sidérons deviendra 


=  o 


ou 


XP-'  -f-  pxP-^  -+-  P^P'^^l  xP-^  -f-  .  .  .  H-  ^-^^-^  JC  -h  /?=:0. 

^  1.2  i.a 

Cette  équation  en  x  est  irréductible,  d'après  le  lemmc^ 
qui  précède;  donc  la  proposée  est  elle-même  irréductible» 
Les  deux  lemmes  démontrés  plus  haut  suffisent  pouir- 
établir  le  théorème  plus  général  que  voici  : 

Si  p^  est  un  nombre  premier  et  que  fi  soit  un  êntie^^ 
quelconque,  Véquation 

est  irréductible. 

En  effet,  posons  z  =  x  -f- 1  *,  on  aura 

;(^(x),...,  x„(^)v^  étant  des  polynômes  à  coefficients 
entiers.  On  aura  donc  aussi 

les  coefficients  de  x(-^)  ^^ant  entiers.  On  a  d'ailleurs, 
pour  z  =  I , 

donc,  d'après  le  lemme  II,  réquation/(x-f-i)  =  o  est 
irréductible;  par  suite,  la  proposée /(z)  r=o  est  elle- 
même  irréductible. 
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CHAPITRE  VI . 

DE  LA  SÉPARATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS 

NUMÉRIQUES. 


De  la  résolution  numérique  des  équations. 

111  •  La  résolution  numérique  des  équations,  dont  nous 
slioDS  nous  occuper,  comprend  deux  problèmes  distincts, 
savoir  :  la  séparation  des  racines  et  le  calcul  numérique 
de  ces  racines.  Les  propositions  que  nous  développerons 
dans  ce  Chapitre  se  rapportent  exclusivement  au  premier 
des  deux  problèmes  dont  nous  venons  de  parler. 

On  dit  qu'une  racine  réelle  d'une  équation  est  sé- 
parée^ lorsque  l'on  connaît  deux  nombres  qui  la  com- 
prennent et  qui  ne  comprennent  entre  eux  aucune  autre 
racine.  Quant  aux  racines  imaginaires,  leur  séparation 
^ra  effectuée  lorsque,  conformément  aux  idées  qui  ont 
été  développées  dans  le  Chapitre  III,  on  sera  parvenu  à 
i^nfermer  chacune  d'elles  dans  un  contour  fermé  qui 
ii'enibrasse  aucune  autre  racine.  La  définition  qui  pré- 
cède ne  suppose  pas  que  les  diverses  racines  soient  sim- 
ples ;  cependant,  dans  le  cas  des  racines  multiples,  la  sé- 
paration oi'est  complète  que  si  le  degré  de  multiplicité  de 
chaque  racine  est  déterminé.  Au  surplus,  cette  remarque 
n'a  qu'une  médiocre  importance  au  point  de  vue  des  ap- 
plications; car  la  résolution  d'une  équation  qui  a  des 
racines  multiples  se  ramène  toujours  (n^  50)  à  celle 
d^une  ou  de  plusieurs  équations  qui  n'ont  que  des  racines 
simples. 

Dans   ce  qui  va  suivre,   nous    supposerons   toujours 
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les  polynômes  que  nous  aurons  à  considérer  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable. 
En  outre,  il  ne  sera  question  que  d'équations  à  coeffi- 
cients réels,  à  moins  que  nous  n'avertissions  du  con- 
traire. 


Limites  des  racines  réelles  d'une  équation 
à  coefficients  réels. 

112.  Le  procédé  généra!  que  nous  avons  fait  connaître 
au  n"  46  pour  obtenir  une  limite  supëiieure  et  une  limite 
inférieure  des  modnles  des  racines,  donne  en  particu- 
lier des  limites  des  racines  réelles.  Mais,  quand  on  ne 
considère  que  ces  dernières,  on  peut  obtenir  souvent  de^ 
limites  plus  resserrées. 

Soit 


/{^)  =  A.,r' 


-  A__, 


une  fonction  entière  de  la  variable  x,  dans  laquelle  l&s 
coefficients  soient  des  quantités  réelles  données,  et  pro- 
posons-nous de  trouver  une  limite  supérieuiv  dos  racine» 
positives  de  l'équation 

c'est-à-dire  une  quantité  supérieure  à  la  plus  grande  ra- 
cine positive. 

Le  coefficient  A^  étant  supposé  positif,  si  tous  les  coef- 
ficients qui  suivent  sont  positifs,  l 'équation  n'aura  poini 
déracines  positives;  soit  donc  A^  le  premier  des  coefE- 
cienls  négatifs,  et  désignons  par  A  la  valeur  absolue  de 
celui  de  ces  coefficients  négatifs  qui  a  la  plus  grande  va- 
leur absolue.  Comme  la  quauiiié 


_  A 


-  A{^ 


•) 
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estideQliquement  nulle,  on  peut  l'ajouter  à  Texpression 
de  f(x)  et  celleKîi  devient  alors 


Aa Jr"*-"^'    j:"-' (;r  —  i) 


f[x]  = -h  À,  x^'  H- ...  4-  A„_,  *•"'-'•+• 

.r  —  I 

4-  (A  -*-  A„)^-"  4-.  .    -f-  (  A  -f-  A«.,);c  -*-  (A  -f-  A;„). 

Cette  formule   montre    que  l'on  a  f{x)^Oy  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition 

et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  telles  que 

(^~i)">£- 

On  tire  de  là,  si  n  =  i , 

^  A 

et  si  n  est  supérieur  à  i, 

la  quantité  i  H ou  i  -f-  i/— -  est  donc  une  limite  su- 

Ao  V    ^9 

périeure  des  racines  positives. 

Pour  avoir  une  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives, on  changera  x  en  -  et  Ton  déterminera  comme  pré- 
cédemment une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  Téquation  transformée.  Enfin,  pour  avoir  des  limites 
des  racines  négatives»  il  suffira  de  changer  x  en  —  x  et 
de  chercher  des  limites  pour  les  racines  positives  de  Ja 
transformée. 

113.  La  méthode  précédente  se  résume,  comme  on  le 
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Toit,  par  une  r^le  uniforme  qui  est  applicable  dans 
tous  les  cas;  mais  cette  règle  fournit  souvent  des  limites 
fort  éloignées  des  racines  extrêmes  ;  aussi  le  procédé  sui- 
yant  doit-il  être  employé  de  préférence. 

Supposons  d* abord  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  f(x)  =  o  se  compose  d  un  ou  de  plu- 
sieurs termes  positifs  suivis  de  termes  tous  négatifs,  et 
soit  n  le  degré  du  dernier  terme  positif  ;  on  pourra  écrîn 

/(x)  =  ,(x)_+(x)  =  ^[î^-i^], 

f  (a:)  et  ^{x)  désignant  des  polynômes  dans  lesquels  to 
les  coefficients  sont  positifs.  Par  hypothèse,  la  premiè 
des  fonctions 

T"  '        ^ 

X^  X'* 

ne  renferme  que  des  puissances  positives  de  x^  et  iliM_   y 
a,  dans  la  seconde,  que  des  puissances  négatives.  La  pr*«- 
mière  de  ces  fonctions  est  donc  croissante  avec  x,  tancSis 
que  la  seconde  est  décroissante.  Il  résulte  de  là  que      $i 
l'inégalité 

est  satisfaite  pour  une  valeur  de, a:,  elle  le  sera  aussi  poRir 
les  valeurs  plus  grandes.  Par  conséquent,  pour  avoir  «.xie 
limite  supérieure  des  racines  positives,  il  suffira  de  substi- 
tuer à  :i:  une  série  de  nombres  croissants,  à  partir  ^e 
zéro,  et  le  premier  de  ces  nombres  qui  donnera  un  in- 
sultât positif  sera  la  limite  cherchée. 

Maintenant,    considérons   une    équation  quelconcjii^ 
f(x)  =  o;  le  premier  terme  que  nous  supposons  posîtii 
peut  être  suivi  d'un  ou  de  plusieurs  autres  termes  fosi- 
xi(s\  réunissons  à  ces  termes  tous  ceux  qui  sont  négati'!^ 


\ 
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poureii  composer  un  polynôme  F  (or);  on  aura 

(f(x)  ne  renfermant  que  des  termes  positifs  etF(x)  étant 
une  fonction  du  genre  que  nous  venons  de  considérer 
plus  haut.  Il  suffira  évidemment,  pour  remplir  l'objet 
demandé,  dé  chercher  une  valeur  de  x  qui  rende  F(x) 
positive,  ce  à  quoi  Ton  parviendra  en  substituant  à  or, 
dans  F  (a:),  une  série  de  valeurs  croissantes  à  partir  de 
zéro. 

On  peut  encore  arriver  au  résultat  cherché,  en  parta- 
geant le  premier  membre  de  l'équation  proposée  en  di- 
vers groupes,  formés  chacun  d'un  ou  de  plusieurs  termes 
positifs  suivis  de  termes  négatifs  de  degrés  moindres,  et 
en  cherchant  une  valeur  de  x  qui  rende  positifs  les  po- 
lynômes contenus  dans  ces  différents  groupes. 

Nous  n'avons  eu  ici  en  vue  que  la  recherche  d'une 
limite  supérieure  des  racines  positives;  mais,  d'après  ce 
^ui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  c'est  à  ce  problème 
^Ue  se  ramène  la  détermination  des  autres  limites. 

Exemple.  —  Considérons  l'équation 

x*  —  ^5x*  -f-  72a:'  -+-  36x^  — .928^:  —  1 47  =;  o. 

On  peut  décomposer  le  premier  membre  dans  les  deux 
parties  suivantes 

x*(x  —  4^),      72x'H-36ar'  —  928d:— 147. 

Pour  a:  =  45,  la  première  partie  est  nulle,  et  la  deuxième 
partie  est  évidemment  positive;  donc  45  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  proposée. 
La  méthode  du  n^  112  donnerait  929  pour  limite. 

En  changeant  x  en  -»  on  obtient  la  transformée 

JC 

\  —  45«ip  -*-  72 x'  ~t-  36:r*  —  928.^*  —  147^^  =  o> 
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le  premier  membre  de  cette  équation,  changé  de  signe, 
peut  être  décomposé  dans  les  deux  parties 

147J?* -h  928a:*  —  36ar' — 720:%     ^Sjc  —  I, 

qui  sont  positives  toutes  deux  pour  x=  -^y  d'où  il  ré 

suite  que  3  est  une  limite  inférieure  des  racines  positive 
de  la  proposée. 

Si  Ton  change  x  en  —  x  dans  la  proposée  et  dans  h 

transformée  en  -9  on  obtient  deux  nouvelles  équation^^ 

je 

dont  les  premiers  membres  peuvent  s'écrire  comme  u  ^ 
suit  : 

Jc{a:*  -f-  45.r^  -¥-  'J^x  —  36x  —  928)  -f-  iJ^')  , 
ar»{  147x2  —  928X  —  36)  -4-72x^4-  45x  -4-  i; 

le  premier  polynôme  est  positif  pour  x  =  ou  >  3,  et  le 
second  pour  ar  =  ou  >  7. 

Il  résulte  de  là  que  les  racines  positives  de  Inéquation 
proposée  sont  comprises  entre  3  et  45  9  et  que  les  racines 

négatives  le  sont  entre et  —  3 . 

114,  Méthode  de  Newton.  —  Cette  méthode,  donl 
l'emploi  offre  souvent  quelque  avantage,  repose  sur  la 
proposition  suivante. 

Soient 

/(x),/'(x),..../-(x) 

la  suite  formée  pdv  une  fonction  entière  du  degré  n 
et  ses  dériv^ées  successii^es.  Si  pour  une  valeur  a  atin 
buée  à  X,  ces  fonctions  sont  positivées ^    elles  le  sero 
aussi  pour  toute  valeur  a-\-h  de  x  supérieure  à  a. 

II  sufCt  évidemment  de  considérer  la  première  fond 
y(.r),  ei  la  proposition  énoncée  résulte  iramédialenT 
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de  Tégalité 

tous  les  termes  du  second  membre  étant  par  hypothèse 

positifs,  on  a 

/(ii-+-A)>o. 

U  suit  évidemment  de  là  que  Téquation  f(x)  =3  o  n'a 
aucune  racine  supérieure  à  a. 

D'après  cette  proposition,  pour  avoir  une  limite  supé- 
^^eure  des  racines  de  l'équation  f(x)  =  o,  on  formera  la 
^"^ile 

/(*),/'(x),/-(x), ...,/-(*). 

CDn  déterminera  un  nombre  x^  qui  rende /"*"*(x)  po- 
sitive, ce  qui  est  facile,  puisque  cette  fonction  est  du  pre- 
^nier  degré.  Si  aucune  des  fonctions  qui  précèdenty*'"'^  (x) 
:si'est  négative  pour  x  =  x^y  on  pourra  prendre  x^  pour 
la  limite  cherchée.   Si,  au  contraire,  eu    remontant  la 
suite  que  nous  considérons,  on  rencontre  une  fonction 
qui  soit  négative  pour  x  =  Tq,  on  prendra  une  valeur  Xi 
supérieure  à  x^  qui  rende  la   même  fonction  positive. 
Pareillement,  si,  pour  cette  valeur  Xi,  Tuue  des  fonctions 
qui  précèdent  celle  dont  nous  venons  de  parler  est  né- 
gative, on  prendra  une  valeur  Xt  >>  x,  pour  laquelle  la 
même  fonction  soit  positive,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera 
infailliblement  par  ce  procédé  à  une  valeur  de  x  pour 
laquelle  la  fonction  f(x)  sera  positive  ainsi  que  toutes 
%s  dérivées  :  cette  valeur  sera  la  limite  cherchée. 

Après  ce  qui  a  été  dit  au  n^  112,  il  est  presque  superflu 
d'ajouter  que  la  méthode  précédente  peut  être  appliquée 
^  la  recherche  de  la  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives, ainsi  qu'à  celle  des  limites  des  racines  négatives. 
Exemple.  —  Reprenons  l'équation  qui  a  été  considérée 


*  ( 
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au  numéro  précédent.  On  a 

f{x)  z=:x^  —  45ar<  -h  72^3  _|_  36j.»  —  928X  —  l47  , 

f'ix) 

— i— i  z=z  5x^  —  l8oar»  -h  2i6ar'-+-  720:  —  928, 

— ^— ^  =  loor^  —  2'70j:*  -f-  2i6j:  4-  36, 
1.2  ' 


I  .2.3 


=  lox'  —  1800:  -h  72, 


—^  =  5«  —  45. 

i .2.3.4 

La  valeur  or  =  9  annule  /^'^(^)j  mais  toute  valeur  supé- 
rieure rend  cette  fonction  positive*,  la  dérivée  précédente, 
f'"(x)j  est  positive  pour  x  =  i8,  mais  la  même  valeur 
rend  f"{x)  négative.  Cette  dernière  fonction  devient 
positive  pour  .r  =  27,  ety'(x),  qui  est  alors  négative, 
devient  positive  pour  a:=  36.  La  valeur  a:==  36  rend 
f(x)  négative,  maisy(a:)  devient  positif  pour  a:  =  44' 
On  peut  donc  prendre  44  pour  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives. 

Théorème  relatif  aux  résultats  de  la  substitution 
de  deux  nombres  quelconques  à  l'inconnue, 

115,  Théorème.  —  Soient  f  [x)  =  o  une  équation  à 
coefficients  réels j  Xo  et  X  deux  quantités  réelles  quelcon^ 
ques.  Le  nombre  des  racines  de  l'équation  f[x)  ==0 
comprises  entre  les  quantités  Xo  et  X  est  pair  ou  impair 
suix^ant  que  les  résultats  f  (xq)',  /(X),  obtenus  en  sub' 
stituant  Xo  et  IL  à  x  dans  le  poljnômefi^x)^  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires  ^  zéro  est  regardé 
comme  un  nombre  pair.  En  particulier,  si  f(x^)  et 
/'(X)  sont  de  signes  contraires^  V équation  J  (x)  =0/1 
au  moins  une  racine  comprise  entre  Xo  ct\. 
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En  effet,  supposons  le  polynôme /(a?)  décomposé  en 
facteurs  linéaires.  Nous  savons  que  si,  parmi  ces  facteurs, 

il  y  en  a  jiA  égaux  à  x  —  {p  -hq  V —  i)»  il  y  en  a  aussi  (i 
qui  sont  égaux  à  x  —  {p  —  q  \/ —  i  )  ;  le  produit  de  ces 
i\L  facteurs  est  la  puissance  de  degré  jx  du  polynôme 
(x  —  pY  -hq*  lequel  reste  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  X.  Si  donc  on  désigne  par  F  (x)  le  produit  de  tous 
les  facteurs  linéaires  imaginaires  dcf(x)y  on  aura 

P(a:)  restant  toujours  positif.  On  a,  d'après  cela, 


/(j?,)  ^  F(a?,)    jr,  —  x,  X»  —  J?a         J-Q  —  X^ 

/(X)  ~F(X)'X  — x»X— x/"X  — x/ 
le  premier  facteur —Y"!  est  positif,  et  l'un  des  facteurs 

Xq  ~~~  X 

suivants  tels  que  rr ne  peut  être  négatif  que  si  la  ra- 

cînex^  est  comprise  entre  Xq  et  X.  Donc  la  valeur  de 

■y  est  positive  ou  négative,   suivant  que  Téquation 

y(X) 

J(x)  =  o  aun  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  ra- 
cines comprises  entre  Xo  et  X.  Dans  le  premier  cas, 
/(Xe)  eif{Si)  sont  de  même  signe;  dans  le  deuxième 
cas,  ces  quantités  sont  de  signes  contraires. 

CoEOLLAiRE  I.  —  Toute  équatioH  de  degré  impair  a 
ûa  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  son 
dernier  terme. 

On  suppose,  dans  cet  énoncé^  que  le  premier  terme  de 
l'équation  proposée  y  (x)  =  o  a  un  coefficient  positif.  Si 
le  dernier  terme  de  cette  équation  est  négatif  et  que  Ton 
Homme  X  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de 
l'équation /(or)  =  o,  les  résultats /(X),  f(o)  seront  de 
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signes  contraires  ^  il  y  a  donc  une  racine  positive,  et  s'il 
y  en  a  plusieurs,  elles  sont  en  nooibre  impair*  Si  le  der* 
nier  terme  de  Tëquation  f{x)  t=  o  est  positif,  on  cban* 
géra  x  en  —  Xj  et  la  transformée  étant  écrite  de  manière^ 
que  son  premier  terme  ait  un  coefficient  positif,  le  der — . 
nier  terme  sera  négatif  \  on  rentre  dans  le  premier  cas. 

Corollaire  II.  —  Toute  équation  de  degré  pair  don^^ 
le  dernier  terme  est  négatif  a  au  moins  une  racine  pos^ 
tiv^e  et  au  moins  une  racine  négativ^e» 

On  suppose  encore  ici  que  le  premier  terme  de  Téqu^^, 
tion  proposée  y*  (a?)  =  o  ait  un  coefficient  positif.  Si  l'c^^ 
nomme  X  une  limite  supérieure  des  racines  positives   de 
réquation^(a:)^=o,  les  quanti  lés /(X),  y  (o)  seront  de 
signes   contraires,  donc  Téquation  a  un  nombre  impair 
de  racines  positives,  et  par  conséquent  elle  en  a  au  moios 
une.    Ce    raisonnement   s'applique   aussi    à    Téquatlon 
f{ —  x)  =  o  ;  donc  la  proposée  f[x)  =  o  a  un  nombre 
impair  de  racines  négatives. 

Théorème  de  Descartes  ^ 

116.  On  dit  que  deux  termes  consëcutifs  d'une  fonction 
entière  f{x)  à  co^cients  réels  offrent  une  variation, 
quand  ils  ont  des  signes  contraires-,  deirx  termes  oonsé- 
cutifs  qui  ont  le  même  signe  offrent  une  permanence* 
Cela  posé,  Timportante  proposition  connue  sous  le  nom 
de  théorème  de  Descartes  repose  sur  le  lemme  suivant* 

Lemme.  —  Si  f{x)  désigne  une  fonction  entière  et 
que  a  soit  une  quantité  positive,  le  nombre  des  varia» 
fions  contenues  dans  le  produit  j^x  —  a)  y  (a:)  swrpas* 
sera  d^une  unité  au  moins,  et  toujours  d^un  nomibTe 
impair,  le  nombre  des  variations  def[x). 

En  eflèt,  ordonnons  la  fonction  f(x)  par  rapport  aux 
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puissances  décroissantes  de  x  et  posons 

/(*)=  (P.o;-» -h. ..)  — (P.  J^"» -h.  ..)  + (PtJ^'"» -*-...)—••  • 

en  écrivant  entre  parenthèses  tous  les  termes  consécatifs 
qui  ont  le  même  signe;  le  nombre  des  variations  de  y*  (x) 
est  évidemment  égal  an.  Multiplions  y*  (x)  par  x  —  a, 
et  écrivons  d'abord  le  produit  par  x^  il  viendra 

Pour  déduire   de   ce  résultat   la  valeur  du  produit 
(x—a)f(x),  il  faut  lui  ajouter  — af[x).  Or,  je  dis 
qu'après  cette  addition  les  signes  des  termes  dont  les  de- 
grés sont  respectivement  m-hi,  mj-f-i,  /Wj-l-i,..., 
m„-f- 1  seront  restés  les  mêmes.  Cela  est  évident  pour  le 
premier  de  ces  termes,  puisque  le  produit  —  af[x) 
n'est  que  du  degré  m.  Quant  au  terme  du  degré  m^  +  i, 
il  pourra  être  modifié,  parce  que  —  ^f(^)  p««t  roiï- 
fermer  un  terme  du  même  degré;  mais  ce  terme,  s'il 
eiiste,  est  le  produit  par  —  â  du  dernier  des  termes  con- 
tenus dans  la  première  parenthèse  de y*(a:),  et,  par  con- 
séquent, il  est  négatif;  donc  le  signe  du  terme  de  degré 
m^-f.  I  dans  xf{x)  ne  sera  pas  changé.  Pareillement,  si 
^af{x)  peut  donner  un  terme  du  degré  mg-j-i,  ce 
terme  est  nécessairement  le  produit  par  — a  du  dernier 
des  tiennes  contenus   dans  la  deu:xième  parenthèse  de 
/(x),  et  il  a  le  signe  •+-,  comme  le  terme  semblable  du 
produit  xf(x).  U   est  évident  que  le  même  raisonne- 
ment s'applique  à  ceux  des  termes  suivants  que  nous  con- 
sidérons. Mais  le  dernier  terme  de  —  ^f(j^)  est  de  signe 
contraire  au  terme  de  degré  m„  -f- 1  qui  figure  dans  xf[x) , 
et  U  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  de  ceux  contenus 
dans  ce  produit.  Donc,  dans  le  produit  [x  —  a)f[x)^ 


h 
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les  termes  doul  les  degrés  aoni  m  +  i,  m,  -f- i ,  "Jj  -hi,.i., 
m„-\-i  et  le  dernier  terme  auront  altéra  a  tivcment  les 
signes  +  et  —  ;  il  y  a  par  conséquent  au  moins  n  -\-i  va- 
riations dans  ce  produit.  Il  peut  y  en  avoir  davantage; 
mais  comme,  en  passant  d'nn  signe  -(-  à  un  signe  —  ou 
inversement,  on  rencontre  nécessairement  un  nombre 
impair  de  variations,  il  est  évident  que  si  le  produit^ 
(x  —  n)f[x.)  a  plus  de  « -H  i  variations,  il  en  aura* 
aft-l-n  +  i,  2 A  désignant  un  nombre  pair. 

m.  Le  lemme  que  nous  venons  d'établir  nous  donn« 
immédiatement  le  théorème  de  Descartes,  qui  consist^^ 
dans  la  proposition  suivante  : 

TaÉoïEME.  —  Dans  une  équation  quelconque,  le  noir^ 
bre  des  racines  positi\'es  ne  peut  pas  surpatser  le  nombr^ 
fies  variations  du  premier  membre;  et  quand  il  est 
moindre,  la  différence  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  effet,  soit  f{x)  ^=  o  l'équation  proposée.  Décom- 
posons le  polynôme  y  (x)  en  ses  facteurs  linéaires;  dési- 
gnons par  F  {x)  le  produit  des  facteurs  qui  répondent 
aux  racines  imaginaires  ou  négatives,  et  soient  «,,  n,,..., 
a,  les  racines  positives.  On  aura 

L'équalioD  F(j;)^=o  n'ayant  pas  de  racines  posi- 
tives, le  premier  et  le  dernier  terme  de  F  (  j:)  sont  de 
même  signe,  et  en  conséquence  le  nombre  des  vatiatioM 
de  ce  polynôme  est  un  nombre  pair  ai  qui  peut  se  réduire 
à  zéro. 

Le  polynôme  F  {x)  ayant  aA  variations,  le  produit 
F  (^)  {x  —  a,)  en  aura  2^,  + 1,  d'après  la  proposition 
précédente,  /r,  étant  égal  ou  supérieur  à  k.  Pareillement, 
le  produit  F  (j:)  (x  —  a,)  {x  —  a,)  aura  a  A,  4-  a  varia- 
lions,  et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  le  dernier  pro- 
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duit,  qui  est  ^alà  ^(x),  aura  i  Ary+  v  variations,  k^  étant 
un  entier  positif  ou  nu]. 

Corollaire.  —  Dans  une  équatioii  quelconque,   le 

nombre  des  racines  négatit^es  ne  peut  pas  surpasser  le 

nombre  des  variations  de  Véquatioû  transformée  en 

' —  j:,  et  quand  il  est  moindre  la  différence  est  toujours 

^n  nombre  pair^ 

118.  Le  théorème  de  Descartes  a  pour  complément  la 
proposition  suivante,  qui  nen  est  an  surplus  qu'une 
cîonséquence. 

Théorème.  —  Si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
nelles,  le  nombre  des  incines  positisfes  est  égal  au  nom-- 
ère  des  variations^  et  le  nombre  des  racines  négatix^es 
^st  égal  au  nombre  des  variations  de  la  transformée 
en  —  X, 

Considérons  les  différences  entre  le  degré  de  chaque 
terme  dHine  équation  de  degré  m  et  le  degré  du  terme 
suivant.  Parmi  ces  différences,  il  peut  y  en  avoir  qui 
soient  des  nombres  impairs  :  je  les  désignerai  par 

a^,-+-I,      2ifra-f-l,...,      2^„-f-i; 

quant  aux  différences  qui  sont  égales  à  des  nombres  pairs, 
je  distinguerai  celles  qui  répondent  à  deux  termes  de 
signes  contraires  de  celles  qui  se  rapportent  à  deux  termes 
de  même  signe.  Je  désignerai  les  premières  par 

2hi  4-  2,     aA,  H-  2, ... ,     2 A^  H-  2, 
Uudis  que  les  autres  seront  représentées  par 

Comme  il  ya/ut-hv-hp  différences ,  le  nombre  des 
termes  de  l'équation  est  égal  à  fx  -h  v  -f-  p  -t-  i,  et  il  est 


luciit  t]u  il  manque  a  celle-ci, 
tjjlèle,  un  nombre  de  termes  qui  s 
si  l'on  fait,  pour  abri'ger. 


a  égal 


-K)-^ig.' 


En  ajoutant  le  nombre  tics  termes  contenus  dans  l'é- 
quation proposée  avec  le  nombre  de  ceux  qui  lui  roaii..M 
quent  pour  qu'elle  soit  complète,  on  aura  évidemmei^ 
une  somme  égale  à  m-\-  i\  donc 
(,)  ,„  =  ,<  + a. +  2S. 

Désignons  maintenant  par  V  le  nombre  des  varialioï-»s 
de  l'équation  proposée,  par  V  le  nombre  des  variatioartj 
de  la   transformée  en  — x,  et  clierclions   la  valeur  de 

V  -I-  V.  Considérons  d'abord  deux  termes  conséculîjî 
dans  lesquels  Ja  dilTéreDco  des  degrés  soit  un  nombre  im- 
pair aA'  4-  J  i  il  est  clair  que  si  ces  deux  termes  olFreni 
une  \ariatioti  dans  la  proposée,  ils  présenteront  une  per- 
manence dans  la  transformée  en  — x,  et  înverscmenl; 
donc,   les  deux   termes  ne   donnent  qu'une  unité  dam 

V  +  V,  et  comme  il  y  a,  par  hypothèse,  f*  couples  de 
termes  du  même  genre,  ces  termes  fourniront  fi  unités 
à  la   somme  V-i-V'.  Considérons 
termes  consécutifs  de  signes  contraii 
la  dill'érence  des  degrés  soit  un  nombre 
deux  termes  donnent  une  variation 
aussi  bien  que  dans  la  proposée, 

pies  de  pareils  termes,  ils  apporteront  av  unités  dans  lu 
somme  V  -i-  V,  Enfin,  sî  l'on  considère  deux  termes  lie 
même  signe  et  dans  lesquels  la  différence  des  degrés  soit  un 
nombre  pair  2g,  ces  termes  ne  donneiont  aucune  varia- 
tion dans  la  transformée  en  —  x  el  ils  ne  fourniront 
rien  à  la  somme  V  +  V,  On  a  donc,  d'après  cela, 

(a)  V  +  V'  =  |.  +  :,v, 


)ns   en  second  lieu  deux  1     t 

itraires  et  dans  lesquels  i^ 

ombre  pair  a/i  -t-  a;  ces  ^J 

ion  dans  la  transformée  M 

,  et  comme  il  y  a  v  cou-  '  j 
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et  par  cons&jaent  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

(3)  ni  =  y-hY'  -h'zS. 

Si  Ton  désigne  par  P  le  nombre  des  racines  positives  de 
^'équation,  par  P'  le  nombre  des  racines  négatives  et  par 
2I  le  nombre  des  racines  imaginaires,  on  aura  aussi 

(4)  m  =  P-f-P'-<-2l; 

^t  la  comparaison  des  formules  (3)  et  (4)  donnera 

(5)  2I  =  (V  —  P)  -f-  { V  —  F)  -f-  aS. 

Si  Féqualion  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles,  I  est 
nul;  d'ailleurs  aucun  des  nombres  V  —  P,  V — P'  ne 
|)eut  être  n^^atif  ;  donc  on  a,  non-seulement 

(6)  P  =  V,     P'  rr=  V, 

mais  encore 

(,)  S  =  o. 

Les  formules  (6)  démontrent  la  proposition  énoncée; 
la  formule  (5)  nous  fait  connaître  en  outre  une  limite  du 
nombre  des  racines  imaginaires.  On  en  tire  effectivement 

1=     ou     >S; 

doù  il  résulte  qu'une  équation  a  toujours  des  racines 
imaginaires  lorsqu'il  manque  plus  d'un  terme  entre  deux 
termes  de  signes  contraires,  et  lorsquMl  manque  même  un 
seul  terme  entre  deux  termes  de  même  signe. 

C0ROLI.A111E  I.  *—  Si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
'belles  et  positives^  Féquation  est  complète  et  elle  ne 
présente  que  des  variations. 

Car  le  nombre  des  variations  doit  être  égal  an  degré  m 
de  l'équation,  et  celle*ci  renferme  en  conséquence  m  + 1 
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Corollaire  IL  —  Si  Inéquation  y*{j:)  ==  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  que  a  soit  une  quantité  posiiii^e,  le^ 
produit  (X'^a)/[x)  ne  renferme  quune  variation  de^ 
plus  quef[x)* 

Car,  dans  chacune  des  équations 

f[x)  =  0,      [x  —  a)f[x)  =  o, 

le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  d^ 
variations  du  premier  membre.  La  deuxième  équaticv  -i 
ayant  une  seule  racine  positive  de  plus  que  la  première 
elle  a  aussi  une  seule  variation  de  plus  que  celle-ci. 

119.  Le  théorème  de  Descartes  conduit  encore  à  une 
autre  proposition  sur  laquelle  nous  croyons  devoir  ap. 
peler  l'attention,  parce  qu'elle  est  le  point  de  départ  de 
recherches  nouvelles  dont  nous  aurons  à  parler  ensuite. 
Cette  proposition  est  la  suivante  : 

Théorème.  —  Soient  f{x)  =  o  une  équation  du 
degré  m  dont  les  m  racines  sont  réelles ^  ^^ /' (^}i 
f^{jc)y,..yf'^  (x)  les  m  dénWes  successives  du  polynôme 
f[x).  Si  y  dans  la  suite  des  ni  -+-  i  fonctions 

on  substitue  successii^ement  deux  quantités  réelles  quel^ 
conques  et  et  Z^a^  et  si,  après  chaque  substitution,  on 
compte  les  variations  de  signes  que  présente  la  suite 
des  résultats,  le  nombre  des  variations  perdues  en  pas- 
sant dex  =  aàx=S  sera  précisément  égal  au  nombre 
des  racines  de  l'équation  f(x)=io  comprises  entre  a 
et  6. 

En  effet,  posons  successivement  x=:x^  +  a  et 
x  =  x^  -h  S,  Le  nombre  des  racines  de  la  proposée  qui 
sont  supérieures  à  a  sera  égal  au  nombre  des  racines  po- 
sitives de  la  transformée /(x' -h  a)  =  o,  et,  en  consé — 
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quence,  égal  au  nombre  des  variations  du  polynôme 
^(r'-ha),  puisque  toutes  les  racines  sont  supposées 
réelles.  Pareillement  le  nombre  des  racines  de  la  pro- 
posée qui  sont  supérieures  à  6  sera  égal  au  nombre  des 
racines  positives  def(x'  -h  6)  =  o,  et,  par  suite,  égal  au 
nombre  des  variations  de  f(x' -i-  S).  D'où  il  suit  que 
l'équation  /(x)  =  o  a  précisément  autant  de  racines 
comprises  entre  a  et  6  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'excès  du 
nombre  des  variations  dey{a:'-ha)  sur  le  nombre  des 
variations  def(x^'h  6).  Mais  on  a 


1.2  1,2,,, m 

donc  l'excès  dont  nous  venons  de  parler  est  égal  à  la 
différence  entre  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
suiiç 

pour  j:  =  a,  et  le  nombre  des  variations  que  présente  la 
ïnêrae  suite  pour  x  =  ê. 

Théorème  de  Budan. 

120.  La  proposition  précédente  cesse  d'être  exacte, 
*Orsque  l'équation  f[x)  =  o  n*a  pas  toutes  ses  racines 
Réelles.  Mais,  en  cherchant  à  en  modifier  l'énoncé  de  ma- 
nière à  embrasser  tous  les  cas,  Budan  est  parvenu  à 
^n  théorème  remarquable  que  nous  allons  exposer  après 
^  voir  établi  préalablement  un  lemme  fort  important  sur 
lequel  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Lemme.  —  Si  f(x)  désigne  une  fonction  entière 
«ie  X  ayant  pour  dérivée  f  [x)^  et  que  Von  fasse 
croUre    x  de  —  oo  à  -f-  oo  ,  chaque  fois  que   le    rap- 

port  —)       s^ annulera,  il  passera  toujours-d^une  valeur 

négative  à  une  valeur  positive. 
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En  effet,  soit  a  une  valeur  de  x  pour  laquelle  f(x) 
s'annule.  Si  m  est  le  degré  de  cette  fonction  et  que  1*0» 
représente  par/'(x),/''(x),...,/"*(j:)  ses  dérivées. suc- 
cessives, on  aura 

I  I  tH*  »  *  tl 


uT 


1  . 2 .  .  .  //i 


/-(«). 


«    — ..     »  «■"* 


I  I  •  2  •  ■  •  l »•  '■     I  y 


1 .2. . .  (m  —  i) 

comme  il  peut  arriver  que  la  valeur  a:  =  a  annule^'  \pcr  j 
et  quelques-unes  des  dérivées  suivantes,  je  désignerai  i 
généralement  pary*"(j:)  la  première  de  ces  dérivées  qa:aî 
ne  s'annulent  pas  pour  x  =z  a.  Alors,  en  divisant  l'une 
par  l'autre  les  deux  équations  précédentes,  on  aura 


/(«  +  «)      „/"H+- 

/'(«-^«)      "/-(«)  +  .. 

.H ? v/^M 

n.  ,  .{m  —  i) 

la  fraction  qui  multiplie  -9  dans  le  second  membre,  a 

pour  limite  l'unité  quand  u  tend  vers  zéro  ;  donc,  pour 
des  valeurs  de  u  positives  ou  négatives  dont  le  module  est 
suffisamment  petit,  les  quantités 


u     et 


seront  de  même  signe  ;  il  résulte  de  la  que  si  h  désigne 
une  quantité  positive  suffisamment  petite,  et  que  Ton 
fasse  croître  «  de  —  A  à  -f-  /i,  le  rapport 

/{a  -+-  n) 
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(/'abord  négatif,  s'annulera  en  même  temps  que  u  et  de- 
viendra ensuite  positif. 

G)ROLLAiRE.  —  Si  le  polynôme  f[x)  el  ses  n  —  i 
j^remières  dénuées  s'annulent  pour  x  =  a,  et  que  h  dé- 
-^Mgne  une  quantité  positive  suffisamment  petite,  la  suite 
^^es  n-{-i  Jonctions 

.    /(or),    /'(*),    /"W,...,     /-(*) 

^^:^résentera  n  variations  pour  x  =  a  —  h,  et  elle  rCoffiira 
^uedes  permanences  pour  x=:  a  +  h. 

En  effet,  deux  fonctions  consécutives  de  cette  suite  sont 
le  signes  contraires  pour  x  =  a  —  h,  et  elles  sont  de 
xnême  signe  pour  x  =  a'i-  h. 

121.  Théorème  de  Buda».  —  Étant  donnée  une 
équation  quelconque  f[x)  =  o  de  {le gré  /w,  si  dans  les 
^  -h  1  fonctions 

on  substitue  deux  quantités  réelles  quelconques  a  et 
6]>a,  et  si,  api'ès  chaque  substitution,  on  compte  les 
variations  de  signe  que  présente  la  suite  des  résultats,  le 
nombre  des  racines  de  f[x)  s=  o  comprises  entre  a  et  S 
ne  peut  jamais  surpasser  celui  des  variations  perdues 
de  x^=oi.  à  a:  =  6,  et,  quand  il  est  moindre,  la  diffé- 
fence  est  toujours  un  nombre  pair  (*). 

En  effet,  quand  on  fait  croître  x  d'une  manière  con- 
tinue àeakSj  la  suite  des  signes  des  fonctions  (i)  ne  peut 


C*)  Ce  théorème  est  souyent  attribué  à  Fourier,  qui  Tavait  sans  aucun 
^Qte  rencontré  dans  ses  recherches;  mais  la  priorité  appartient  réelle- 
ment à  Budan  qui  communiqua  en  i8ii  à  l'Académie  des  Sciences  la 
démonstration  complète  du  théorème.  L'énoncé  que  nous  adoptons  ne 
diffère  que  dans  la  forme  de  celui  donné  par  Budan,  et  il  est  tel  que 
l^ourier  Va  présenté  dans  son  Analyse  des  équationSf  publiée  après  sa  mort, 
^n  i83i,  par  les  soins  de  Narier. 
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éprouver  de  modificaiioDs  qu'à  rinstant  où  x  atteint  c 
dépasse  une  valeur  qui  annule  quelqu'une  de  ces  fonc— -^ 
tîons  5  supposons  donc  que,  pour  x  =  a,  une  ou  plu — - 
sieurs  des  fonctions  (i)  s*annulent.  Parmi  ces  fonctions  qu..^ 
s'annulent,  pour  x  =  a,  il  peut  y  en  avoir  plusieurs* 
qui  soient  consécutives  ;  soient  donc  généralement 

n  fonctions  consécutives  qui  s'annulent  pour  x  =  a,   \^ 
nombre  n  pouvant  se  réduire  à  l'unité.  L'indice  ^l'pexxt 

être  zéro,  auquel  casy*^(x)  représente  la  fonction y*(ar  j- 
mais  le  dernier  indice  fx  -h  «  —  i  ne  peut  être  égal  â  m^ 
car  la  fonction /*'"  (x)  est  une  constante  différente  de  zéro. 
Cela  posé,  considérons  la  portion  de  la  suite  (i)  qui 
comprend  les    fonctions   (a)    et   la    fonction  suivante, 
savoir  : 

(3)     /''W,    Z''-^' (a:),...,    //'-^"-(x),    //*+»(*); 

d'après  le  corollaire  du  lemme  qui  précède,  si  h  désigne 
une  quantité  positive  suffisamment  petite^  les  n  +  i 
fonctions  de  la  suite  (3)  offriront  n  variations  pour 
x  =  a  —  A,  tandis  qu'elles  ne  présenteront  que  des  per- 
manences pour  X  =:  a  ^  h.  Appliquons  successivement 
ce  résultat  aux  cas  de  fjt  =  o  et  de  /ji  ^  o. 

Dans  le  cas  de  fx  =  o,  on  peut  dire  que  :  si  les  n  pre^ 
miers  termes  rie  la  suite  (i)  s^ annulent  pour  x=^a^ 
c^est-à-'dire  si  f  équation  J'(x)  =i  o  a  n  racines  égaler 
à  a,  la  portion  de  la  suite  (i)  qui  embrasse  les  n  +  i 
premiers  termes  perd  n    variations,  quand   on  pass^ 
de  X  =  a  —  h  à  x  =  a  -{-  h. 

Dans  le  cas  de  fx^  o,  joignons  aux  fonctions  (3)  celte 
qui  les  précède  dans  la  suite  (i),  on  aura  les  n  +  ^^  fonc- 
tions 
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Si  n  est  un  nombre  pair  a/r,  réquatîon  f^(x)  =  o  a  a/r 
racines  égales  à  a,  et,  en  conséquence,  f^[x)  ne  change 
pas  de  signe,  quand  x  varie  àe  a —  Aàa-f-A^  d'ailleurs 
y""*(x)  conserve  aussi  le  même  signe-,  donc  la  suite  (4) 
perdra  2  A  variations  quand  on  passera  de  a —  h  k  a-hh. 
Si,  au  contraire,  n  est  un  nombre  impair  a/r  -f-  f  ^  l'équa- 
tion/^  (jc)  =  o  a  2Â1-+-1   racines  égales  à  a,  elf^(x) 
change  de  signe  quand  x  varie  de  a  —  h    à    a  -H  A  ; 
conimey'*~'(x)  conserve  le  même  signe,  il  s'ensuit  que 
la  suite  des  deux  fonctions /^""*(x),  f^(x)  perdra  ou 
gagnera  une  variation  dans  le  passage  de  a  —  h  à  a-^h, 
et,  par  conséquent,   la    suite  (4)  perdra  dans  ce  cas 
(aA-f-i)±i,  c'est-à-dire  afc  ou  2^4-2  variations.  On 
peut  donc  dire  que  :  sin  termes  consécutifs  de  la  suite  [i) y 
ne  comprenant  pas  le  premier  terme,  s^ annulent  pour 
x=za,   la  portion  de  la  suite  (1)  {/ui  embrasse  ces  n 
termes  a^ec  celui  qui  les  précède  et  celui  qui  les  suit 
perd  un  nombre  pair  de  variations^  quand  on  passe 
de  a  —  h  à  a-\-h^  ce  nombre  de  ^variations  perdues 
peut  se  réduire  à  zéro  quand  n  =  i  -^  mais,  pour  w  ^  i , 
*/  est  positij. 

Il  résulte  de  là  que,  x  croissant  de  a  à  6,  chaque  fois 
C]ue  celte  variable  atteint  et  dépasse  une  valeur  a  qui 
annule  quelques-unes  des  fonctions  (i),  cette  suite  perd 
"V-h  2  A  variations,  k  étant  un  entier  positif  ou  nul,  et  le 
inombre  v,  qui  peut  aussi  se  réduire  à  zéro,  étant  préci- 
sément égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation^  (j:)  ==  o 
qui  sont  égales  à  a.  Si  donc  N  désigne  le  nombre  total  des 
racines  réelles  égales  ou  inégales  comprises  entre  a  et  S, 
le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de  x  =  « 
k  x=  S  sera  égal  à  N  ou  égal  à  N  augmenté  d'un  nombre 
pair. 

Corollaihe    —  Si  l'équation  f(x)  =  o  a  JV  racines 
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comprises  entre  a  et  Z,  et  que  la  suite  (i)  perde  N  -4-  aK 
variations  dans  le  passage  rfe  x  =  a  <i  Jt:=  6,  V équa- 
tion a  au  moins  aK  racines  imaginaires. 

En  effet,  désignons  par  No  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  —  oo  et  a,  par  N'  celui  des  racines  comprise 
entre  6  et  +oo  .  Soient  aussi  No-f-  aK«,  N'-4-  aK'  le 
nombres  de  variations  perdues  dans  la  suite  (i)  quand  o 
passe  de  or  =  —  oo  à  x  =  ol  et  de  a:  =  Sàa:=-|-QO. 
est  évident  que  pour  j:  =  —  oo  la  suite  (i)  présente  n^ 
variations,  tandis  qu'elle  n'a  que  des  permanences  po 
a:  =  00  ^  on  a  donc 

No  -f-  N  -+-  N'  +  2K.  -+-  aK  -f-  aK'  =  w; 

le    nombre    al    des    racines    imaginaires    est    égal  h 

m  —  (No  H-  N  4-  N'),  et  l'on  a  conséquemment 

I=r:Ko-f-K-hK%       d'où      1=      ou      >  K. 

122.  Nous  présenterons  ici  deux  remarques  au  suj  <t 
du  théorème  deBudan. 

Quand  on  applique  ce  théorème,  il  peut  arriver  q^-^e 
l'un  des  nombres  a  et  6  qu'il  faut  substituer  à  x  anntB^le 
quelques-unes  des  fonctions  de  la  suite  (i).  On  sau  ^^e 
cette  difficulté  en  substituant  a  -f-  ft  au  lieu  de  a  et  6 
au  lieu  de  6,  h  désignant  comme  précédemment  u 
quantité  positive  suffisamment  petite.  Aucun  calcul  ^^e 
sera  d'ailleurs  nécessaire,  car  supposons  que  l'hypothS^se 
a:  =  ot  annule  les  termes  de  la  suite  (3)  à  l'exceplion  ^du 
dernier,  nous  savons  que  celte  suite  (3)  n'offre  que  c^es 
permanences  pour  jr:=:  «-f-  /i.  Si  c'est,  au  contraire,  l'b^^y- 
pothèse  jc  =  6  qui  annule  les  fonctions  dont  nous  venc^n^ 
de  parler,  la  suite  (3)  ne  présentera  que  des  variatic^ns 
pour  ar  =  S  —  h. 

Le  théorème  de  Descaries  peut  être  regardé  comme    *^ 
corollaire  de  celui  de  Budan.  Supposons,  en  effet,  que  P^^ 
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v^euille  appliquer  ce  dernier  théorème  en  prenant  a  =  o, 
S=4-oo  .  Pour  a:  =  -H  00  ,  la  suite  des  fonctions  (i)  ne 
présente  que  des  permanences,  et  pour  x  =  o  ces  foue- 
ttions se  réduisent  aux  coefficients  de  l'équation  y  (a:)  =  o, 
en  faisant  abstraction  de  certains  multiplicateurs  numé- 
riques et  essentiellement  positifs.  A  la  vérité,  Thypo- 
t.hèse  x  =  o  peut  annuler  quelques-unes  des  fonctions  (i  ), 
et  cela    arrive   nécessairement   si   l'équation    proposée 
manque  de  quelques  termes.  Mais  supposons  qu'au  lieu 
de  substituer  zéro,  on  ait  substitué  successivement  — h 
et  -H  A  5  comme  le  nombre  des  variations  pei*dues  en  pas- 
«antde — h  k  -|- A  est  pair,  si,  comme  on  le  suppose, 
Téquation  proposée  n'a  pas  de  racines  nulles,  il  est  permis 
de  ne  tenir  aucun  compte  de  celles  des  fonctions  (i)  qui 
s'annulent  pour  ar=  o,  lorsque  l'on  applique  le  théorème 
de  Budan  en  prenant  a  =  -f-Aet6==-f-oo,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  prenant  a  =  o,6  =  -f-oo.Il  résulte 
donc  du  théorème  de  Budan  que  :  si  Véquation  f(x)  :^  o 
«N  racines  positix^es,  la  Suite  des  coefficients  des  termes 
contenus  dans  le  premier  membre  offrira  N  -f-  a  K  varia^ 
^^ons,  K  étant  un  entier  positif  ou  nul)  ce  qui  est  préci- 
sément le  théorème  de  Descartes. 

Théorème  de  Rolle, 

123.  La  proposition  connue  sous  le  nom  de  théorème 
^«  Rolle  est  utile  dans  quelques  circonstances,  et  elle  se 
■attache  directement  à  la  théorie  que  nous .  exposons, 
^ussi  croyons-nous  devoir  la  présenter  ici. 

Théorème.  —  Si  a  et  h  désignent  deux  racines  consé- 
cutives de  V équation  f  [x]  =  o,  en  soHe  que  cette  équa- 
f.ion  n^ait  aucune  autre  racine  comprise  entre  a  et  h, 
inéquation /^  {x)  =  o,  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dé^ 
rivée  def(x)^  a  au  moins  une  racine  comprise  entre  a 
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et  b^  et  quand  elle  en  a  plusieurs ^  le  nombre  de  ces  ra  - 
cines  est  impair. 

En  eflfet,  sî  l'on  suppose  b^ a  el  que  l'on  désigne  ps^ 
h  une  quantité  positive  sufGsamnient  petite,  le  premi^ 
des  deux  rapports 

/(a-^/i)       Ab-h) 

sera  positif,  tandis  que  le  second  sera  négatif  (n^  1S£^  ), 
D'ailleurs  les  numérateurs  f(n  -f-  h)  et  f[b  —  A)  saut 
de  même  signe,  puisque  l'équation  proposée  n'a  pas  de 
racine  entre  a  +  h  et  b  —  h\  donc  les  dénominateurs 
J' [a-{-h)^  f  [b  —  h)  sont  de  signes  contraires,  et,  en 
conséquence,  l'équation  J' [oc)  =  o  a  un  nombre  impair 
de  racines  comprises  entre  a  +  h  et  b  —  A,  ou  entre  a 
et  b.  Il  faut  remarquer  que  ce  théorème  subsiste,  lois 
même  que  a  ou  6  serait  une  racine  multiple  de  l'équa- 
tion proposée. 

Corollaire  I.  —  Deux  racines  consécutives  a  et  ë  de 
Véquationf'[x)  =  o  ne  peux^enl  comprendre  entre  elles 
plus  d'une  racine  de  l'équation f[x)  =  o. 

Car  sî  l'équation  y  (o:)  =r  o  avait  deux  racines  a  exh 
comprises  entre  a  et  ê,  l'équation  f  [x)  =  o  aurait  au 
moins  une  racine  y  comprise  entre  a  ei  b\  cette  racine 
serait  donc  comprise,  à  plus  forte  raison,  entre  a  et  6,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 

Corollaire  II.  —  Si  l'équation  f[x)  =  o  de  degré  m 
a  toutes  ses  m  racines  réelles  y  V  équation  f^{x)  =o  a 
également  toutes  ses  racines   réelles  y    et  deux  racines 
consécutii^es  de  la  seconde  équation  comprennent  tou^ 
jours  une  racine  de  la  première. 

Désignons  par 
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les  racines  de  l'équalîony(a:)  =  o,  rangées  par  ordre  de 
grandeur  à  partir  de  la  plus  petite,  et  par 

W,,    /Wj,    //Ij,  .  . .,    /w„, 

les  degrés  de  midtiplicité  de  ces  racines^  on  aura 

m  =  ;w,  -h  /Wj  -f- .  . .  -*-  /w„. 

Cela  posé,  d'après  le  théorème  des  racines  multiples, 
Téquationy  (a:)  =  o  a  w^  —  i  racines  égales  à  a^,  elle  eu 
aW| — I  égales  à  ûj,.  .  .,  w„ — i  égales  à  a„-,  le  nombre 
de  ces  racines  est  m  —  ri.  En  outre,  d'après  le  théorème 
de  Rolle,  Véquation  f  [oc)  =  o  a  au  moins  une  racine 
comprise  dans  chacun  des  n  —  i  intervalles  que  forment 
deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (i)  ;  elle  ne  peut  d'ail- 
leurs en  avoir  plus  d'une  dans  chaque  intervalle,  puisque 
le  nombre  total  de  ses  racines  est  m  —  i . 

Soient 

les  //  —  I  racines  dej''[x)  =  o  dont  nous  venons  de  par- 
ler et  qui  sont  respectivement  comprises  dans  les  n  —  i 
intervalles  formés  par  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  (i).  Il  est  évident  que  les  termes  de  celle  suite  (i) 
seront  compris  respectivement  dans  les  n  intervalles  for- 
niés  par  la  suite 

(2)  —  ao,  ^i,   ^2,.  . -f  ^/ï-i,   -4-00; 

les  termes  de  la  suite  (a)  séparent  donc  les  racines  (i)  de 
l'équation  proposée. 

124.  Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  des  appli- 
cations du  théorème  de  Rolle,  nous  établirons  une  pro- 
pnété  importante  que  possède  une  classe  de  fonctions  qui 
'^t?  présentent  dans  diverses  recherches  mathématiques. 
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Posons,  pour  abréger, 

^     '  l  .  2  ...//.  9/' 

et  désignons  par 

/'(x),/''(x).... ,//*(*),... 

les  dérivées  successives  du  polynôme  y  (.r);  la  fonctic^ 
que  j'ai  en  vue  et  que  je  désignerai  par  X„  est  définie  {^^^ 
la  formule 

La  fonction  f(x)  étant  un  polynôme  de  degré  2/1,  sa 
j^ième  dérivée^ y*"  (jc)  ou  X„  sera  un  polynôme  du  degré  n. 
Cela  posé,  je  dis  que  l'équation 

X«=o 

a  ses  n  racines  réelles  inégales  et  comprises  entre  —  t 
et  -hi. 

Pour  établir  cette  proposition,  il  suffit  d'appliquer 
71  fois  de  suite  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

Cette  équation  a  n  racines  égales  à  —  1  et  n  racines  égales 
à  -f- 1 5  donc  l'équation 

aura  n  —  i  racines  égales  à  —  i ,  n  —  i  racines  égales  à 
-f-  I ,  et  une  racine  cii  comprise  entre  —  i  et  -H  i  •  De  là  il 
résulte  que  l'équation 

a  n  —  '2  racines  égales  à  —  1 ,  //  —  2  racines  égales  à  + 1 , 
une  racine  &i  entre  —  i  et  ai,  et  une  racine  i,  comprise 
entre  a^  et  4-  1 . 

11  n'est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  ce  raison- 
nement, pour  reconnailre  que  Téquatioii  J''(x)  =  0  et» 
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t„  ==  o  a  ses  n  racines  réelles  inégales  est  comprise  entre 
—  I  et  H-  I,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

125.  On  peut  tirer  du  théorème  de  Rolle  les  conditions 
de  la  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation  de  degré 
donné  ^  mais,  devant  bientôt  faire  connaître  une  méthode 
beaucoup  plus  simple  qui  remplira  le  même  objet,  nous 
n'aborderons  point  ici  cette  question  générale,  et  nous 
nous  bornerons  à  appliquer  le  théorème  à  la  détermina- 
tion du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  <r<- 
nùmcy  telle  que 

f[x)  =  X"*  -f-  jOJT"  -f-  7  =  o, 

dans  laquelle  nous  supposerons  les  exposants  m  et  n  im- 
pairs. 

Le  nombre  total  des  variations  contenues  dans  cette 
équation  et  dans  sa  transformée  en  —  x  est  égal  à  i  ou 
à  3  ;  le  nombre  des  racines  réelles  est  donc  lui-même  égal 
à  1  ou  à  3  ^  il  s'agit  de  distinguer  ces  deux  cas.  La  dérivée 
f{x)  a  ici  pour  valeur 

\  m 

si  p  est  positif,  l'équation  y  (a:)  =  o  ne  peut  avoir  d'autre 
racine  réelle  que  zéro,  donc  la  proposée  ne  peut  pas  avoir 
dans  ce  cas  trois  racines  réelles.  Si  p  est  négatif,  et  que 
l*on  désigne  par  h  le  radical 


y-  ï 


l'équation  f'{x)  =  o  admettra  les  racines  — 6  et  -H  A, 
indépendamment  des  racines  nulles  qu'elle  peut  avoir  et 
qui  sont,  par  hypothèse,  en  nombre  pair.  Alors,  si  la  pro- 
posée a  trois  racines  réelles,  —  b  sera  comprise  entre  les 
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deux  plus  petites,  tandis  que  -+-  i  le  sera  entre  les  deu]^ 
plus  grandes  ;  donc  ces  trois  racines  seront  respectivemei^ 
comprises  dans  les  trois  intervalles  que  forme  la  suîle 

—  00,       —  6,       H-Ô,       +00, 

ce  qui  exige  que  1  on  ait 

/(-*)>o,    /(+ô)<o. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  Téqua- 
tion  proposée  aura  nécessairement  (n°  115)  une  racine 
comprise  entre  —  00  et  —  i,  une  deuxième  entre  —  i  et 
4-  by  une  troisième  enfin  entre  H-  i  et  -h  00  .  En  remet- 
tant au  lieu  de  b  sa  valeur,  on  trouve  que  nos  deux  con-  f 
ditions  deviennent 


m  m 


m  m  —  n 


(np\tÂ  —  n 


et  elles  peuvent  s'exprimer  par  une  inégalité  unique,  en 
écrivant  que  la  puissance  [m —  n)"""^  de  la  quantité  in- 
termédiaire est  inférieure  à  la  puissance  (m  —  /i )**"•*  de 
Tune  des  quantités  extrêmes.  On  obtient  ainsi  la  condi- 
tion demandée, 


m  —  n 


(ï 


on  voit  qu'elle  n'est  jamais  satisfaite  quand  p  est  ^  0.  Si 
le  premier  membre  de  celte  inégalité  se  réduit  à  zéro, 
l'équation  proposée  a  encore  trois  racines  réelles,  mais  il 
est  évident  que  deux  de  ces  racines  sont  égales  entre  elles. 
Si  Ton  a 

l'équation  proposée  devient 


.» 


JC'H-  px  -k-  q  :=:  O, 
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ee  qui  est  la  forme  à  laquelle  peut  être  ramenée  toute 
équation  du  troisième  degré  (n^  62).  Quant  à  la  condi-^ 
^îcn  de  réalité  des  trois  racines,  elle  devient 

~  4-  •=--  <  o,     on     4/^  -J-  27  7*  <  o. 

Théorème  de  Sturm, 

126.  Parmi  les  problèmes  que  Ton  rencontre  dans  la 
Xliéorie  des  équations,  Fun  des  plus  importants  est  celui 
^i  a  pour  objet  la  découverte  d^une  règle  à  Faide  de  la- 
c|uelle  on  puisse  déterminer  le  nombre  exact  des  racines 

réelles  d^une  équation  qui  sont  comprises  entre  deux 

nombres  donnés, 

La  proposition  du  n^  1 1 9  nous  a  donné  la  solution  de  ce 
problème,  pour  ce  qui  concerne  les  équations  dont  toutes 
les  racines  sont  réelles,  et  les  recberches  de  Budan  ont  eu 
pour  objet,  comme  on  Ta  vu,  de  tirer  des  mêmes  prin- 
cipes un  critérium  qui  pût  s'appliquer  à  tous  les  cas. 
Mais^  malgré  son  utilité  incontestable,  le  beau  théorème 
auquel  ce  géomètre  est  parvenu  ne  donne  pas  une  solution 
complète  de  la  question  que  nous  venons  de  poser. 

L'Algèbre  offrait  ainsi  une  lacune  regrettable^  mais 
cette  lacune  se  trouva  comblée  de  la  manière  la  plus  heu- 
reuse par  le  fameux  théorème  de  Sturm.  Ce  grand  géo- 
mètre communiqua  à  l'Académie  des  Sciences,  en  1829, 
la  démonstration  de  son  théorème,  qui  constitue  Tune 
des  plus  brillantes  découvertes  dont  se  soit  enrichie  Fana- 
sse mathématique. 

127.  Le  théorème  de  Sturm  consiste  dans  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  V équation  V  ==  o  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction  entière  d'un  degré 
^^elconque  m  de  Vinconnue  x,  et  qui  na  pas  de  ra^ 


_o 


%'j4  CUUKS  U  ALGÈBRE  SUPÉRIEUBE- 

cines  égales,  soit  V,  la  dérivée  du  pofjnôme  V.  EJkc. 
tuons  la  tlwision  de  V  par  V, ,  jusguâ  ce  que  nous 
soyons  arrivé  à  un  reste  de  degré  injérieur  au  degré 
de  V, ,  changeons  les  signes  de  tous  les  termes  de  ce  reste 
et  désigaons  par  Vj  ce  qu'il  devient  alors.  Divisonsde 
même  V,  par  Vj,  et  après  avoir  changé  les  signes  des 
termes  du  reste,  nous  aurons  un  nouveau  polynôme  V, 
dont  le  degié  sera  inférieur  au  degré  de  V, ,  Divùom 
paivillement  V,  par  Va  et  continuons  la  même  série 
d'opérations,  comme  s'il  s'agissait  de  déterminer  leplus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  V  et\i,  mah 
en  ayant  soin  de  changer  les  signes  de  chaque  reste 
avant  de  le  prendre  pour  diviseur.  L'équalion  proposée 
n'ayant  pas  de  racines  égales,  nous  arriverons  après  un 
certain  nombre  }t,~-  i  de  divisions  à  un  reste  nuinériaue 
différent  de  zéro,  et  nous  représenterons  par  V  ce  reste 
changé  de  signe.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  suite  de 
fi  -+- 1  fonctions 
(.)  V,  ï.,  V„...,V,_„Ï, 

dont  les  degrés,  par  rapport  à  X^  formeront  une  smtt 
décroissante. 

Cela  posé,  soient  a  e(  ë  >■  a  deux  quantités  rèelia 
quelconques  données,  et  substituons  successivement  « 
ei  ^  à  X  dans  les  fonctions  (i).  Le  nombre  des  racines 
réelles  de  l 'équation  V  =  o,  comprises  entre  at  et  S,  sera 
précisément  égal  à  l'excès  du  nombre  des  variations 
que  présente  la  suite  des  signes  des  fi  -f-  i  fonctions  (i) 
pour  x^a,  sur  le  nombre  des  variations  que  présente 
la  suite  des  signes  des  mêmes  fonctions  pour  x^^$. 

Désignons  par 
les  quotients  que  Ton  obiieni  en  divîsani  V  pjr  Vi>  V, 
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ff . . . ,  V^__,  pafr  V^_,;  on  aura  celle  sàktfi^égà'-' 


induisent  aux  deux  conséquences  suivantes  : 

Dans  la  suite  {i)^  deux  fonctions  consécutis^es  ne 
nt  s* annuler  pour  la  même  valeur  de  x . 

efiet,  si  l'on  avait  Vji_i  =  o,  V*  =  o,  pour  une 
ne  valeur  de  x,  la  relation 

■e  que  Ton  aurait  en  même  temps  \k^i  =  o .  On 
it  de  là  que  si  une  même  valeur  de  x  annulait  deux 
ans-  consécutives,  elle  annulerait  aussi  toutes  les 
ites,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  dernière  fonc* 
ï^  est  une  constante  différente  de  zéro. 

St,  pmu'  U9t0  valeur  de  x^  Vune  des  fonetiont  de 
1er  (i^,  autre  que  la  première,  s^  annule  y  lafonc^ 
frécédente  et  la  fonction  misante  sont  de  signes 
lires. 

effet,  si  l'on  a  V^  =  o,  l'égalité  (3)  donne 

§ 

scms  maintenant  croître  x  d'une  manière  continue 
les  limites  a  et  6  ^.  la  suite  des  signes,  des  fonc- 
If,).  ne  pourra  être  modifiée  qu'à  l'instant  où  x  al* 
ra  et  dépassera  une  valeur  qui  annule  une  ou  plu- 
v  iets  fonctioiiîs  de  la  suite  (i).  Soit  a  Tune  de  ces 
rs,  etsopposons  d'abord  cpie  parmi  les  fonetiomsi 

V*,  V/,... 

18. 
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qui  s'anaulent  pour  x  =  a,\à  piemiérc  V  ne  soiC  pi 
comprise. 

Si/i  désigne  une  quantité  positive  suffisamment  petiit, 

les  équations  Vj_i  =  o,  Vj+i  ;=  o  n'auront  aucune  racine 
entre  a  —  h  et  a-hh,  et,  en  conséquence,  chacuneda 
fonctions  Vi_,,  Vj+,  conservera  le  nième  signe  quand  on 
fera  croître  x  de  a  —  h  à  a  +  h.  Ces  fonctions  dtanl 
de  signes  contraires  pour  X  =  a^  comme  nous  l'aToni 
dit  plus  haut,  elles  sont  pareillement  de  signes  con- 
traires pourx  =  a  —  h,  ainsi  que  pour  a:  =^  n  +  A;doDC 
la  portion  de  la  suite  (i)  qui  comprend  les  trois  foncùon) 

offre  une  variation  unique  pour  X=^a  —  A,  ainsi  qw 
pour  x  =  a  +  h\  ceci  s'applique  cvidemmeni  à  cha- 
cune des  portions  de  la  suite  (i)  qui  sont  formées  pal 
Tune  des  fonctions  V^ ,  V;,.  .  .  et  les  deux  qui  la  com- 
prennent. On  peut  conclure  de  là  que  la  suite  des  signa 
des  fonctions  (i)  ne  perd  ni  ne  gagne  aucune  variaiiM 
quand  X  croît  den  —  hà  a-i-  h. 

Supposons  maintenant  que  x,  croissant  de  a  à  S,  at- 
teigne une  valeur  a  qui  annule  la  fonction  V,  et  poiK 
laquelle  quelques-unes  des  autres  fonctions  de  la  suite  |i)) 
telles  que 

Vi,  V,,..., 

puissent  aussi  s'annuler.  Le  raisonnement  qui  précèdi 
montre  que  la  portion  de  la  suite  (i)  formée  avec  l'um 
de  ces  dernières  fonctions  et  les  deux  qui  la  comprennen 
pi-csente  une  variation  unique  pour  x  =  a  —  h, 
que   pour  x^it-hh.  D'ailleurs,   d'après  le  lemme  dl 


tx°  120,  le  rapport  —  passe  du  négatif  au  positif  quand  J 
croit  des  —  h  à  o-H  A;  ce  qui  revient  à  dire  que  lesdeiu 
fonctions  V,  V,  offrent  une  variaiiou  pourx^a — h,el 
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une  permanence  pour  a:=:a4-A^  donc,  dans  le  pas- 
sage de  a:  =  «  —  Aàj:  =  «-hA,  la  suite  entière  des 
fonctions  (i)  perd  une  variation  et  n^en  perd  qu'une 
feule. 

En  résume,  si  x  croit  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqu'il,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  fonc- 
tions (i)  n'ëprouve  de  modification  que  quand  x  atteint 
<t dépasse  une  racine  de  Féquation  V  =  o,  et  chaque  fois 
if»  X  atteint  et  dépasse  une  telle  racine,  il  y  a  une  varia- 
tion perdue,  dans  la  suite  des  fonctions  (i);  ce  qui  dé- 
niootre  lé  théorème  énoncé. 

128.  Sturm  a  fait  lui-même  sur  son  théorème  des 
remarques  importantes  que  nous  reproduisons  ici. 

x^  Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  trouver 
les  fonctions  V99  Vs  9  •  •  •  ?  il  est  permis  de  multiplier  ou 
de  diviser  les  dividendes  ou  les  diviseurs  par  des  nom^- 
bres  positifs  quelconques *,  les  fonctions  (i)  se  trouveront 
tlors  multipliées  par  des  facteurs  positifs,  ce  qui  ne  chan-' 
géra  point  leurs  signes.  Mais  il  faut  éviter  de  supprimer 
oa  d'introduire  des  facteurs  négatifs. 

2^  La  condition  que  la  dernière  des  fonctions  (i),  sa- 
voir V^,  est  une  constante,  n'intervient  pas  dans  la  dé^ 
monst ration  que  nous  avons  présentée  du  théorème;  cette 
démonstration  suppose  seulement  que  V^  ne  change  pas 
de  signe  quand  x  varie  de  a  à  S.  Il  résulte  de  là  que  si, 
parmi  les  fonctions  (i),  il  s'en  trouve  une  Vjt  qui  n'ait 
tncone  racine  comprise  entre  a  et  6,  on  pourra  arrêter 
U  suite  (i)  à  cette  fonction  et  faire  abstraction  de  toutes 
odies  qui  suivent. 

3°  Il  peut  arriver  que  l'une  des  limites  a,  S  annule 
une  ou  plusieurs  des  fonctions  de  la  suite  (i);  mais  il 
ne  saurait  résulter  de  cette  circonstance  aucun  embarras 
poar  compter  le  nombre  des  variations.  Il  suffira  efiecti- 
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mupesityidaiis  pe  ica»,  de  substituer  ce  • —  A  au  lieuse  01  ou 
£  Tf*  ^  ^11  Ueu  de  69  A  dési|piaiu  une  quantité  rusa  pcAîte 
qiiejiV>n  voudra.  Supposons  que  la  fosction  V^'aimnkf 
soit  pour  X  =  (x^  soi t  pour  x=S.  Ainsi  que  nous  r«VMi 
vu,  Ififi  deux  fonctions  Y,  Vi  «offriront,  dajis  le  jpreoûer 
cas^iine  variation  pour  x^^a-^hj  et  un«  permanentt) 
dau6  le  deuxiième  cas,  pour  4;  stp  iS  -+r  A,  'QuA«t  aux  lboi>' 
tAim$  qui  suivent,  si  Tune  d'îles  s*a«iKule  pour  j;»a  H 
pour  or  sp  $^  JQ0U3  avons  vu  que  pour  uoe  vakmr  de  x  wk 
peu  différente  de  a  ou  de  6,  la  suite  formée  ^par  oeflr 
fonction  et  les  deux  qui  la  qpmprenMUt  çl^e  topjow 
une  variation  unique. 

129.  Le  théorèpfie  de  Sturm  s'applique  âms  modifia^ 
tion  aux  équa^ons  qui  ont  des  racines  multiples,  poiMrvn 
que  l'on  fas$a  «d)str^tiQn  du  degré  de  multiplicité  i^  £9 

fai  effet,  soit  Xr^Q  une  équation  qui  a  4(9sr9cii># 
nwltiples,  et  désignons  par  X|  la  dérivée  du  po\j»im^%f 
Oji^rons  sur  les  fonctions  X  et  Xi ,  comme  s'il  était  (piffr 
tîon  de  chercher  leur  plus  ^gr^ind  commun  divisenr,  w 
ayant  soin  de  changer  le  sign^  de  ch^ique  re^te»  amsiqne 
le  prescrit  Ténoncé  du  tbéorèo^.  On  obtiendra  ain»ib 
ftuitjB  de  ftwfitipns 

(  1  )  X,   X| ,    Xa  ,  .  .  .  ,  X^  _ ,  y   A-^> 

d^Qis  laquelle  Je  dernier  terme  n£  sera  pins  consMt; 
mw  1^9^^   fonctions   consécutives   seront  ^i^cçtjç 
en|;re  elles  f^r  une  égalité  de  la  fprjmç 

ou  Qft  désigne  une  fonctioia  f^tiëre. 

Soit  D  le  produit  des  faeours   li»éaii^s  comiao»^  . 
à  X  et  à  Xi  ;  il  est  évident  que  les  Ibcictâons  (i  )  pourront 
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ètrediTiéées  exactement  par  D,  et  si  l'on  désigne  par 

kl  quotients  de  ces  divisions,  la  dernière  des  fonctions  (  2  ) 
sam  une  constante,  en  outre  trois  fonctions  consécutives 
de  cette  suite  seront  liées  entre  elles  par  la  relation 

V*^.  =  V*Q*-Va+.; 

y         X 

«fin,  d'après  le  lemme  du  n**  420,  le  rapport  —  =  — 

passera  toujours,  en  s'annulant,  d'une  valeur  négative  à 
une  valeur  positive.  En  conséquence,  on  peut  appliquer 
aux  fondions  (a)  le  raisonnement  entier  du  n°  127,  et  il 
en  résulte  que  si  6  est  ^  a,  l'équation  V  =  oouX  =  o  a 
autant  de  racines  comprises  entre  ce  et  6  qu'il  y  a  de  va- 
riations paxiues  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions  (2), 
lorsque  x  croit  de  akë.  Enfin,  comme  les  fonctions  (1) 
s'obtiennent  en  multipliant  les  fonctions  (2)  par  un 
nème  polynôme  D,  il  est  permis  de  substituer  les  unes 
aui  autres. 

Des  conditions  de  récUité  de  toutes  les  racines  d'une 

équation  de  degré  donné, 

130.  Pour  avoir  le  nombre  total  des  racines  réelles 
dane  équation  donnée  ¥  =  0,  il  suffit  de  former,  confor- 
mément au  théorème  de  Sturm,  la  suite  des  fonctions 

et  d'y  substituer  successivement  deux  limites  L,  U 
^tre  lesquelles  toutes  les  racines  réelles  soient  comprises  ^ 
ïûais  comme,  pour  une  valeur  de  x  dont  le  module  est 
suffisamment  grand,  une  fonction  entière  a  toujours  le 
^ede  son  premier  terme,  et  que  nous  n'avons  à  nous 
P^éoeeuper  que  du  /ligne  des  résultats  des  substitutions,  on 


» 
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pem  prendre,  pour  plus  de  commodité,  —  oo  et  +< 
lieu  de  L  et  de  L'.  Soient  donc  A  le  nombre  des  ^, 
nations  conicnues  dans  la  suite  des  fouclions  (i),  pou 
X^  —  eo  ;  k'  le  nombre  des  variations  de  la  même  siu'i^ 
pour  a:  ^  4-  00  ,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion V  =  o  sera  k  — A'. 

Si  l'on  veut  avoir  séparément  le  nombre  des  racines 
positives  et  celui  des  racines  négatives,  il  faudra  en  outre 
substituer  zéro  à  x  dans  Ja  suite  (i),  ce  qui  réduira  cW- 
cuuedes  fonctions  à  son  dernier  terme;  soit  hi  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  (i)  pour  x  =  o,  l'équation  pro- 
posée aura  A,  —  k'  racines  positives  et  A— A,  racines 
négatives. 

131.  Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  conaailre 
les  cpudilious  qui  doivent  élrt  remplies  pour  que  l'équa- 
tion V  ^  o,  du  degré  m,  ait  ses  m  racines  réelles  et  iné- 
gales. Il  faut  et  il  suflii,  pour  qu'il  eu  soit  ainsi,  que  \a 
suite  des  fonctions  (i)  perde  m  variations  quand  x  crot' 
de  — 00  à  -|-oo  ;  cela  exige  d'abord  que  cette  ^ui  te  ait  at 
moins  m+i  termes,  or  elle  ne  peut  en  avoir  davaa 
tage,  donc  le  nombre  fi  est  égal  à  m,  et  les  fonctions  (i 
sont  respectivement  des  degrés 


En  outre,  la  suite  des  signes  des  m  H-  i  fonctions  (i 
doit  renfermer  m  variations  pour  x:^  —  oo  ,  et  elle  n'e 
doi  t  plus  ofirir  aucune  pour  x  =^  -i-  oo  ;  il  est  évident  qa 
cela  revient  à  dire  que  le  coefficient  du  premier  terme 
dans  chacune  des  fonctions  (t),  doit  être  positif. 

On  peut  énoncer,  d'après  cela,  la  proposition  sut 
vante  : 


Pour  tjuhine  équation  du  degi 
réelles  el  inégales,  il  faut  et  il  su^ 


uffit  tji 


ait  ses  m  rocini 
te  la  sidte  fornit 
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conformément  à  l'énoncé  du  théorème  deSturm  se  com- 
pose de  m-^i  jonctionSy  et  que^  dans  chacune  de  ces 
fonctions,  le  coefficient  du  premier  terme  soit  positif. 

Comme,  dans  les  deux  premières  des  fondions  do^t 
nous  venons  de  parler,  le  coefficient  du  premier  terme  est 
toujours  positif,  la  proposition  précédente  indique  seule- 
ment m  —  1  conditions  pour  la  réalité  de  toutes  les  ra- 
cines. Mais  il  se  peut  que  ces  conditions  rentrent  les  unes 
dans  les  antres  ;  le  nombre  m  —  i  ne  doit  donc  être  re*^ 
gardé  que  comme  une  limite  supérieure. 

ExEMPLS.  —  Prenons  pour  exemple  T^quation  du  troi- 
sième degré 

a:'  -h/9j:  -h  y  z=r  o; 

pour  éviter  les  dénominateurs,  dans  les  deux  divisions 
que  nous  avons  à  exécuter,  je  multiplie  les  dividendes 
respectivement  par  3  et  4^*  \  on  a  alors 

V  =a:*-h/?x -h  ^,     ou     3a:'-h  3/^x -h  3^, 
Vi=:3d:»-h/7,  ou      i2/;'a:'-h  4/^% 

Va=  —  2/m:  —  3^, 

Les  conditions  de  réalité  des  trois  racines  sont  donc 

mais  la  première  condition  est  comprise  dans  la  seconde ;; 
celle-ci  peut  s'écrire 

4/?»-h277»<o; 

cest  la  même  que  nous  avons  déjà  obtenue  par  une  autre 
voie,  au  11^125. 

Extension  de  la  méthode  de  Sturm. 

132.  Les  fonctions  dont  le  théorème  de  Sturm  prescrit 
l^emploi  peuvent  être  quelquefois  suppléées,  ainsi  que  Ta 
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remarqué  l'illustre  auteur,   par  d'à 
remplissent  le  même  objet. 
Soient 


('} 

V,  v„ 

H  + 

fonctions  entières 

aux  c 

ondi lions  suivantes 

l'une  variable  x  qui  satîsfoni 


i"  Que  la  dernière  fonction  V^  ne  c/uinge  pas  d& 
signe  quand  x  varie  entre  deux  limites  données  «  eff 
6>«-, 

2°  Que  deux  Jonctions  consécutives  ne  puissent  s^an— 
nuler  pour  une  même  valeur  de  X  comprise  entre  a 
et  S; 

3"  Que  si  une  Jonction  autre  que  la  première  s  an- 
nule pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  «  et  S,  les 
deux  Jonctions  gui  la  comprennent  aient  alors  des  va- 
leurs de  signes  contraires; 

4°  Que  le  rapport  —  passe  toujours  du  nègatij  aim 

positif  chaque  Jois  qu'il  s^annule,  quand  X  croît  de  m 


Il  est  évidenL  que  ces  condiiioDs  éOTkl  les  seules  que 
nous  ayons  fait  intervenir  dans  la  démonstration  du 
n"  127;  on  peut  donc  affirmer  que,  dans  notre  hypo- 
thèse, le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V  =c 
comprises  entre  a  et  ê  est  égal  au  nombre  des  variatîOD  ! 
perdues  par  la   suite  (i)  dans    le    passage  de    x^a    s 

X=^    D. 

Supposons  que  la  dernière  des  quatre  conditions  qu.» 
nous  venons  de  mentionner  soit  remplacée  par  la  condi. 

tion  contraire,  savoir  :  Que  le  rapport  —  passe  toujour 

du  positif  au  négatif  en  s'annulant,  t/uand  x  croit  de   t 
â€.  Les  trois  premières  conditions  étant  maintennes,    î 
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«SI  évident  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  ràpiatîoD 
Vs:o  ccmiprises  entre  a  et  €  sera  égal  au  nombre  des 
vimtioin«  gagnées  par  la  suite  {i),  quand  x  croit  de  a  à  S. 
C'est  uniquement  pour  fixer  les  idées  que  nous  avons 
supposé  ê  ^  a  ;  les  mêmes  choses  ont  lieu  dans  le  cas  de 
fi<[4e,  seulement  les  variations  perdues  deviennent  des 
variations  gagnées,  et  inversement. 

133.  Supposons  maintenant  que  les  trois  premières 
des  quatre  conditions  précédentes  existent  seules,  et  que 
l'on  aie  constata  ckez  la  suite  (i)  une  perte  ou  un  gain 
de  k  variations  dans  le  passage  de  x  =  a  k  x  =  6y  a  et  S 
étant  des  quantités  quelconques  données.  Il  est  évident 
ipe  si  l'on  fait  varier  x  dans  le  même  sens,  depuis  x  =  a 
jusqu'à  ;p:=€,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  (i) 
De  pourra  être  modifié  qu'à  l'instant  où  x  atteindra  et 
dépassera  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  Y. 
OonC|  la  perte  ou  le  gain  de  k  variations  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  Téquation  V  =  o  a  au  moins  k  racines  réelles  entre 
«et  6. 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  A  l'excès  du  nombre  de 

y 

fois  que  le  rapport  ^j  en  s'évanouissant  et  en  changeant 

de  signe,  passe  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre  de  fois 
que  le  même  rapport,  en  «'évanouissant  et  en  changeant 
de  signe,  passe  du  négatif  au  positif,  on  aura  nécessaire- 
ment 

IçMgne  -^  ayant  lieu  dans  le  cas  où  la  suite  (i)  gagne  k 
i^riations  quand  on  passe  de  a:  ;=  a  à  or  =  ê,  et  le  signe  — 
^a96  le  cas  où  la  même  suite  perd  k  variations. 
Désignons  aussi  par  A'  l'excès  du  nombre  de  fois  que 

Je  rapport  -^  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif  sur 


Il" 


•=c-, 


^t1 


:.lc 
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le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport  s^annule  en  p^^. 
sant  du  n^atif  au  positif,  quand  x  varie  de  a  à  6. 0>iniiie 
y  et  Vt  sont,  par  hypothèse,  de  signes  contraires,  chaque 

y  y 

fois  que  Vi  s^annule,  les  deux  rapports  -^  et  rr^  passent, 

V  Va 

Pun  du  positif  au  négatif,  Tautre  du  négatif  au  positif; 

si  donc  on  représente  par  V  le  nombre  des  variations     |=i  c 

gagnées  ou  perdues  par  la  suite  pEcal 

,(^)  Vi,  Vi, . . .,  V^, 

dans  le  passage  de  a:  =  a  à  x  =  6,  on  aura,  comme  plus 
haut, 

Comparons  maintenant  les  nombres  A: et  V.  La  suite  (a) 

se  déduit  de  la  suite  (i)  en  supprimant  dans  celle-ci  k 

y 
premier  terme;  donc,  si  le  rapport  —  a  le  même  signe 

pour  x  =  a  et  pour  a:  =  6,  on  aura  A/=  A,  et,  par 
suite, 

A'=— A; 

•  .  V  . 

si  ~  a  le  signe  -h  pour  a:  =  a  et  le  signe  —  pour  a:  =  5> 

on  aura  A'  =  A  zb  i ,  le  signe  supérieur  ayant  lieu  quan^- 
il  y  a  gain  de  variations  dans  le  passage  dej;  =  aàa:  =  S'«^ 
et  l'inférieur  dans  le  cas  contraire  ;  on  a  donc 

A'  =  —  A  -h  I  ; 

enfin,  si  ~  a  le  signe  —  pour  a:  =  a,  et  le  signe  -f-  pouj 

a:  =  6,  on  a  encore  A/  =  Ar  zt  i  ;  mais  ici  le  signe  supé- 
rieur a  lieu  dans  le  cas  d^une  perte  de  variations,  et  li 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire  ;  il  en  résulte  que 

A'  =  —  A  — - 1 . 

Ainsi,  en  résumé,  l'excès  A'  est  égal  à  —  A,  à  —  A  + 
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V 

oix  a  —  A  —  I  ;  le  premier  cas  a  lieu  quand  ^  a  le  même 

signe  pour  x  =  a  et  pour  x  =  6  ^  Je  deuxième  cas  quand 

le  même  rapport  est  positif  pour  x  =^a  et  négatif  pour 

V  . 

a?  =  6;  le  troisième  cas,  enfin,  quand  ^  est  négatif  pour 

or  =  a  et  positif  pour  x  =  6.  On  trouvera  plus  loin  une 
application  importante  de  ce  résultat. 

Si  le  nombre  k  est  égal  au  degré  m  de  la  fonction  V, 
Inéquation  V  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  ;  en  outre, 
quand  x  croit  constamment  ou  décroît  constamment  de  a 

V 

à  6,  le  rapport  —-?  chaque  fois  qu'il  s'annule,  passe  tou- 

jours  du  positif  au  négatif,  ou  toujours  du  négatif  au  po- 
sitif. Il  suit  de  là  que  le  raisonnement  dont  nous  avons 
fait  usage  (n^  123)  pour  établir  le  théorème  de  RoUe 
est  applicable  à  la  fonction  Vi,  comme  si  cette  fonction 
était  la  dérivée  de  V  ;  en  conséquence,  deux  racines  de  l'é- 
quation V  =  o  comprennent  nécessairement  une  racine 
de  Téquation  Vj  =  o.  Si  cette  dernière  équation  est  du 
degré  m  —  i ,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles,  et  ces  ra- 
<îîues  sépareront  celles  de  l'équation  V  =  o.    • 

134.  Pour  bien  faire  sentir  l'importance  des  considé^ 

'^ations  qui  précèdent,  je  les  appliquerai  à  un  exemple 

remarquable,    celui    de   la    fonction    dont    nous    nous 

*otnmes  déjà  occupé  au  n**  124  et  que  nous  avons  repré- 

*^titée  par  X„. 

Cette  fonction  X„  est  la  w'*'"*  dérivée  de  la  fonction 


I  .  2  ...  «  X  2' 


-L     r      «  «  .        /    ^i ^(^ — i)...(/ï — x-hi)  ,  ,.     1 

••'»-î'»L  <  1.2. ..A  J 
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on  a  donc 

2/1(2/1  — l)...(/?  H- 0^    • 
2  .  4  •  O  .  •  .  2  // 

^  /  .^(2/l--2^)(2ll  — 2^— |)...(/IH-I— 1^)  ^p^^_^ 

Le  polynôme  X„  est  du  degré  >i  ;  il  ne  ifenferme  que  des 
puissances  de  x  de  même  parité  et  il  n  a  qpne  dcfs  varù* 
lions.  Dans  le  cas  de  ms^  1,  il  se  réduit  à  utl  sietil  tenhe, 
savoir  : 


(i)  X,=x; 

pour  n=  2j  on  a 

^     '  2  2 

Si,  dans  l'exprestûm  deX„T  on  change  n  c»  n -~  a,  il 
viendra 


x,^~«  — 


(2/2  —  4)-  •  •(''  —  ^) 


-  »'» — '      ■ 

»m  ^^  •   •   « 


2.4.6. .  .(2/1  —  4) 

(2/2 — 2/' — 2)...(/i-î-i — lA-y 


-(-")* 


[2,4. . .  (2  ^'  —  2]  [2.4. .  -(2  /l  —  2  X'  —  2)] 

et  l'on  vérifie  très^facilement  que  la  somfnte 

/aX, -f-(/i  — i)X,_> 

est  égale  au  produit  de  la  fonction  X„»i  par  (an  —  1)  jr 
on  a  donc 

(3)  nXn—  (2/1  —  1) a: X,^_,  -h  (/?  —  i)  X,_a  =  o. 

Cette  formule  servira  à  définir  Xo  en  y  faisant  n  =  2 
en  substituant  les  valeurs  de  Xi  et  Xs  écrites  plus  haui 
on  trouve  ainsi 


(4) 


X»  =  I. 
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Gela  posé,  considérons  la  suite  des  fonctions 

dernière  de  ces  fonctions  est  constante;  et,  d'après  la 
»rmule  (3),  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  être 
ulles  pour  une  même  valeur  de  X'^  car  si  elles  s'éva- 
ouïssaient,  la  dernière  fonction  Xq  serait  nulle,  ce  qui 
'a  pas  lieu;  en  outre,  quand  l'une  des  fonctions  X,  autre 
ue  la  première,  s'annule,  les  fonctions  qui  la  compcen- 
ent  sont  de  signes  contraires,  d'après  la  formule  (3). 
iifio,  cette  même  formule  (3)  jointe  aux  formutle»  (i) 
t  (2)  montre  que  l'on  a 

X«  =  (— i)**    pour     ar=:— I, 
Xm  =  -H  I  pour    x=z  4- 1  ; 

onc,  quand  on  fait  croître  x  àe  —  i  à  -f- 1,  la  suite  (5) 
»erd  n  variations,  d'où  l'on  peut  conclure  que  : 

i^  L'équation  X„  ==  o  a  ses  tz  racines  réelles  inhales 
l  comprises  enitre  —  i  et  -h  1  ; 

2^  Les  racines  de  l'équation  X„.t  =  o  séparent  celles 
e  l'équation  X„  =  o  5 

3°  Si  a  et  0  ^  a  sont  deux  nombres  compris  entre  —  i 
^  +1,  le  nombre  des  variations  de  l'équation  Xn=  o 
>mprise8  entre  a  et  S  sera  égal  au  nombre  des  variations 
îrdues  par  la  suite  (5),  dans  le  passage  de  x=  oc  à 

On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  considérant,  au 
M  des  fonctions  (S),  la  suite 

\\  X     x'     x"  X^"^ 

^rmée  par  la  fottctioa  X„  et  ses  dérivées  successivesw  On 
e&ctiveiiiieiit  les  relations  suivantes,  qu'il  est  facile  de 
^fier  au   moyen  de  l'expression  de  X„  écrite  plus 
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haut  : 

(1)  (l  —-ar'jXl  —  2a:X'„  -f  /l(/H-0X„=:O, 

et 

On  voit,  par  ces  relations,  que,  dans  la  suite  (6),  deux 
fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'annuler  en  même 
temps,  et  que,  si  Tune  d'elles  s'évanouit  pour  une  valeur 
de  X  comprise  entre  —  i  et  + 1 ,  la  fonction  qui  précède 
et  celle  qui  suit  ont  des  valeurs  de  signes  contraires»  Ces  - 
mêmes  relations  montrent  que,  pour  x  =  —  i,  la  suite  (6) 
n'offre  que  des  variations,  tandis  qu'elle  n*â  que  des  per- 
manences pour  x  =  -I-  i;  on  peut  donc  tirer  les  mème^ 
conséquences  que  nous  avons  formulées  plus-  haut.  Cett^ 
conclusion   s'accorde   avec  la   proposition  du   n*^-H9, 
puisque  l'équation  X„  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

135.  On  peut  encore  démontrer  très-simplement,  par^ 
la  méthode  de  Slurm,  la  réalité  des  racines  des  équations 
en  X  que  nous  avons  obtenues  dans  le  Chapitre  précédenC* 

en  appliquant  la  transformation  jè  -\ —  =  x  aux  deu)c: 

z 

équations 

z*»»  +  1 1=  o,     z'"  +  z^^-'  -4- , .  .  -f-  a^  H-  z  H-  I  =:  o. 

application  de  la  méthode  de  Sturm  à  la  détennina,^ 
tion  du  nombre  qui  exprime  combien  une  équatio 
quelconque  a  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dan- 
V intérieur  d^un  contour  donné, 

136.  Soity'(z)  =  P  H-  ^Q  une  fonction  entière  de  1 
variable  imaginaire  z  =  x  -^  iy^  dans  laquelle  les  co< 
fjicients  sont  des  quantités  quelconques  données  réelles  o 
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imaginaires;  e  désigne,  comble  à  Tordinaire,  Pimaginaire 

V — 1>  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des  variables 
réelles  a:  et  j". 

Pour  connaître  le  nombre  (x  des  racines  de  Téquation 

r 

comprise  dans  un  contour  donnée  il  suffit,  d'après  le 
théorème  de  Caucby  (n°  55),  de  chercher  l'excès  A  re- 
latif à  ce  contour;  on  a  effectivement 

ri  Ton  suppose  qu'il  n'y  ait  aucun  point  racine  sur  le 
contour  lui-même.  Rappelons  encore  que  sî,  partant  d'un 
point  quelconque,  on  décrit  le  contour  donné,  comme 
il    a  été  indiqué  au  n^   55,   le  nombre  A  est  égal   à 

l'excès  du  nombre  de  fois  que  le  rapport  -  >  en  s'éva- 

nouissant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  positif  au 
négatif,  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport,  en 
s* évanouissant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  négatif 

au  positif. 

Quel  que  soit  le  contour  donné,  on  peut  le  partager  en 

plusieurs  parties  telles  que  AB,  et  il  est  évident  que  Tex- 


0  X 


ces  A  relatif  au  contour  total  sera  égal  à  la  somme  des 
^•^cès  qui  se  rapportent  aux  diverses  parties  dans  les- 
î^elles  ce  contour  à  été  divisé. 

Si  les  coordonnées  x  et  j^,  pour  la  portion  AB  du  con- 
^^Ur  donné,  sont  exprimables  par  des  fonctions  ration* 
I.  19 
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nelles  d'une  variable  r,  en  sorte  que  Ton  ait 

(p,  4>,  (J/,  V  étant  des  fonctions  entières,  on  pourra  déter- 
miner Texcès  positif  ou  négatif  A  qui  se  rapporte  à  la  por- 
tion de  contour  AB  par  une  règle  très-simple  que  Sturm 
a  fait  connaître  (*).  Soient  t^  la  valeur  de  (  qui  se  rap- 
porte au  point  A  et  T  celle  qui  est  relative  au  point  B.' 
Quand  on  décrit  Tare  AB  en  marchant  de  A  vers  B,  la 
variable  t  a  ainsi  la  valeur  initiale  ^o  6t  la  valeur  finale  T, 
mais  dans  l'intervalle  elle  peut  varier  d'une  manière 
quelconque  et  repasser  plusieurs  fois  par  les  mêmes 
valeurs.  Remplaçons  xetjr  par  leurs  valeurs  fonctions 

de  f,  le  rapport  —  deviendra  une  fonction  rationnelle 

de  lE,  et  Ton  aura 

Y  et  Vi  désignant  des  fonctions  entières  de  tj  sans  divi- 
seur commun.  Cela  posé,  voici  en  quoi  consiste  la  règle 
de  Sturm  ; 

Si  le  degré  de  V  nest  pas  inféneuf  au  degré  de  Vi, 
on  dwisera  V  par  y ^^  et  on  poussera  V opération  jusque 
ce  que  Von  obtienne  un  reste  —  Va  de  degré  inférieur 
au  degré  de  Vi  ;  on  dii^isera  pareillement  Vi  par  V,,  ce 
qui  donnera  un  reste  —  Va  5  on  divisera  encore  V,  pdf 
Va,  et  on  continuera  la  même  série  d'' opérations  jusqil^ 
ce  que  Von  arrit^e  à  un  dernier  reste  —  V    indépendaT*^ 
de  t.  On  obtiendra  ainsi  la  suite  de  fonctions 


(*)  lournal  de  Slêthématiqurs  pures  et  appliquées^  i'*  série,  t.  I. 
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0^  comptera  le  nombre  des  ^variations  que  présente  la 
suite  des  signes  de  ces  fonctions  pour  t  =^  T,  ainsi  que  le 
nombre  des  variations  qu^elle  présente  pour  ï  =^  t^  j  Vex^ 
ces  du  premier  nombre  sur  le  second  sera  précisément 
l'excès  cherché  û. 

Si  le  degré  de  V  est  inférieur  au  degré  de  V^^  on  opé- 
rera de  la  même  manière  ^  seulement ^  dans  la  première 
Jiifision^  on  prendra  Vi  pour  dividende  et  V  povr  dii^i- 
scur;  on  obtiendra  ainsi  la  suite 

on  comptera  le  nombre  des  variations  de  cette  suite 
pour  t  =  T,  ainsi  que  le  nombre  de  ses  variations  pour 
*  =  ^0,  et  si  Von  désigne  par  h  V excès  du  premier  nom- 
bre sur  le  second^  on  aura  A  =  ^^k,  ou  A  =  —  A-hi, 
ouA  =  — ^i — I,    savoir   :    i^    A=:— /r,    quand  les 
termes  Vi,  V  offrent  une  variation  ou  une  permanence 
pour  t  =  tQ  ainsi  que  pour  t=T;  2°A2=  —  A-hi,  quand 
les  termes  Vj  ^  V  offrent  une  permanence  pour  ti=^l^ 
et  une  variation  pour  f  =  T  ;  3°  enfin ,  A  =  —  k  —  i  ^ 
guand  les   termes  V^^  V  offrent  une  variation  pour 
'  =  fo  5  et  une  permanence  pour  t=zT, 

Cette  proposition  devient  évidente  après  le$  dévelop-;' 
^      pements  que  nous  avons  présentés  au  n°  133. 

137,  Si  le  contour  que  Ton  considère  (e^  im^  circon£^ 
renée  de  rayon  R  dont  le  centra  ^oit  placé  au  ppint  qui  a 
^%  et  jTf  pour  coordonnées,  on  pourra  faire 

6t  pour  décrire  la  circonférence  entière,  en  marchant  tou- 
jours dans  le  même  sens,  il  suffira  de  faire  croître  t  de 
—  00  à  H-00  . 


n 


aga  couns  -o  algèbre  supérievre. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celnl  où  le  contour  donne  e  -^ 
un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  coi^^ 
donnes;  on  clierclie  alors  séparément  la  valeur  de  l'a-j. 
ces  A  qui  se  rapporte  à  chaque  côté.  Dans  ce  cas,  l'uoe 


une  fonction  rationnelle  de  la  deuxième  coordonnée;  on 
peut  donc  prendre  celle-ci  pour  la  variable  t  que  nons 
avons  introduite. 

Soit  le  rectangle  ABDC,  et  supposons  que  l'on  ait  res- 


pectivenieni 

x  —  x,     et     *  — X 

pour  les  côtés  parallèles  CD  et  AB, 

V  =7,      et     y  =  Y 

pour  les  côics  CA  cl  DB.  Représentons  par 

(..+iê.)(»  +  '>r +(".+■■».)  (»+■»-'+...      I 

le  premier  membre  de  l'équation  proposée.  On  peut  tou- 
jours ramener  le  coefficient  du  premier  terme  à  l'unité  ou 
à  [";  mais  nous  ne  ferons  point  cette  simplification  et  nou^ 
supposerons  que  a^  ne  soit  pas  nul  quand  )«  est  pair  et 
que  ba  ne  le  soit  pas  quand  m  est  impair.  Cela  posé,  1* 
fonction  P  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  j,  son  premier  terme  sera  ±  a^j""  daO* 
le  cas  de  m  pair,  et  ii  sera  d:  b^y"  dans  le  cas  de  m  iiï*' 
pair.  Dont',  si  l'on  attribue  à  jr  une  valeur  positive  o* 


SECTION    I.  —    CHAPITRE   VI.  ^93 

^ative  déterminée,  dont  le  module  soit  suffisamment 

P 
rand,  le  rapport  rr  ne  s'annulera  pour  aucune  valeur  de 

r  comprise  entre  Xo  et  X  ;  en  conséquence,  si  Ton  suppose 
r©  ==  —  00  ,  Y  =  4-  <x> ,  l'excès  relatif  à  chacune  des  por- 
tons CÂ,  BD  du  contour  sera  nul.  D'ailleurs>  l'excès  re- 
atif  au  côté  DG  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'excès  qui 
e  rapporte  au  même  côté  CD  changé  de  sens,  et,  en 
lonséquence,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Soient  z  une  variable  imaginaire  x  ••hiy  et 

me  fonction  entière  de  z,  Soitk^  V  excès  du  nombre  de 

^oisque  le  rapport  ^  .       !^  s' annule  en  passant  du  positif 

tu  négatif  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport  ' 
^annule  en  passant  du  négatif  au  positif,  quandy  varie 
le  —  00  à  +  00  5  soit  aussi  K  la  quantité  analogue  re- 

VzftVe  au  rapport  ^      ' — ")  et  désignons  par  fx  le  nombre 

les  racines  de  V équation  f  [z)  =  o  comprises  entre  les 
ieux  parallèles  qui  répondent  à  x  =  Xo^  a?  =  X5  on 

2ura 

2 

n  est  presque  superflu  d'ajouter  qu'on  peut  déterminer 
Une  manière  semblable  le  nombre  des  racines  comprises 
^tre  deux  parallèles  à  l'axe  des  x. 

^^emières  recherches  sur  la  séparation  des  racines 
réelles  des  équations  numériques.  Emploi  du  théorème 
de  Sturm, 

138.  Une  équation,  dans  laquelle  quelques-uns  des 
'efficients  sont  imaginaires,  peut  être  mise  sous  la  forme 
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t^{x)  +  ''^{^)  =  o,  If  {a;}  et  '^{x)  éiani  des  polynôfUej 
à  coeHicienU  réels,  ei  les  raciuea  réelles  doivent  évideo^ 
ment  satisfaire  aux  deux  équations  tj  i^x)  ^0,111  (.r)  =  0 
ainsi  qu'à  l'équatioQ  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  p/us 
grand  commua  diviseur  des  polynômes  ^[x)  et  tf'('^)j  '^\ 
en  résulte  que  la  recherche  dont  nous  avons  u  nous  ot- 
cuper  doit  fitie  bornée  aux  équations  à  coefficients  réels. 
En  outre,  il  n'y  a  évidemment  lieu  de  eonsidérer  que  les 
équations  qui  n'ont  pas  de  racines  égales. 

La  première  idée  qui  si;  présente  pour  séparer  les  ra- 
cines d'une  équation  f{x)  ^  o,  d'un  degré  quelconques, 
et  qui  n'a  pas  de  racines  égales,  est  de  déterminer  [n"  H2) 
deux  limites  /  et  L  ^  /,  entre  lesquelles  les  racines  réelles 
soient  toutes  comprises,  et  de  substituer  à  :r,  dans  le  po- 
lynôme ^(x),  une  suite  de  nombres  croissants 

commençant  à  la  limite  inférieure  /  et  se  terminant  à  ur»- 
terme  /„  égal  ou  supérieur  à  L.  Deux  termes  consécutifs 

de  cette  suite,  s'ils  fournissent  des  résultais  de  signes  con 1 

trairos,  comprendront  entre  eux  au  moins  une  racines' 
(n"  il^}>  mais,  si  ces  résultats  sont  de  même  signe,  ot:^ 
ne  pourra  plus  rien  conclure  en  général.  Toutefois,  I^k 
séparation  des  racines  sera  entièrement  effectuée,  s'i  l< 
arrive  que  le  nombre  des  intervalles  dans  chacun  des^ 
quels  les  substitutions  indiquent  l'existence  d'une  ra. — 
cîne,  soit  égal  au  degré  m  de  l'équaiioa;  la  même  clio»« 
aura  lieu  aussi,  si,  le  nombre  p  de  ces  intervalles  étanl 
inférieur  à  m,  ou  a  constaté,  par  le  théorème  de  Descartes, 
ou  autrement,  que  l'équation  ne  peut  avoir  plus  de  p  ra- 


Mais  le  procédé  dont  il  est  question  prendra  le  carac- 
tère d'une  méthode  générale  conduisant  iiifailliblcmeii  t., 
dans  tous  Icd  cas,  à  la  séparation  des  racines  réelles,   si  4 
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noas  y  ajoatons  une  règle  pour  former  la  suite  (i)  de 
tdle  manière  que  deux  termes  consécutifs  ne  puissent 
comprendre  plus  d'une  racine.  Or,  il  est  évident  qu'on 
réalisera  cette  condition  en  faisant  coïncider  la  suite  (i) 
avec  une  progression  par  différence 

(2)  /,  /-h  A,  / -h  2^, . . . ,  /-h  w/i, 

dans  laquelle  la  différence  h  soit  inférieure  à  la  diffé- 
rence de  deux  racines  réelles  quelconques  de  Téquation 
/*(a:)  =  05  tout  est  donc  ramené  à  déterminer  cette  quan- 
tité A.  On  y  arrive  par  le  moyen  de  l'équation  aitx 
currés  des  différences  (n®97)  des  racines  de  l'équation 
J^{x)  =0.  Supposons  que  l'on  ait  calculé  cette  équa- 

»•              •      ^                             »      3     i       ,  mim  —  i) 
«on,  qui  est,  comme  on  sait,  du  degré  — ^ ^  et  que 

l'on  ait  déterminé  une  limite  inférieure  X  de  ses  racines 
positives.  La  différence  de  deux  racines  quelconques  de 

la  proposée  sera  supérieure  à  ^,  et,  en  conséquence,  il 
suffira  de  prendre  pour  h  une  quantité  positive  égale  ou 

ûiférieure  à  ^A.  La  différence  h  ainsi  déterminée  peut  être 
lan  nombre  inférieur  à  1,  et  Ion  doit  chercher  à  éviter  les 
substitutions  de  nombres  fractionnaires  \  on  y  parviendra 
au  moyen  de  la  transformation  x  =  hod  qui  sert  à  diviser 
par  h  la  racine  de  la  proposée.  En  faisant  cette  transfor- 
mation et  en  choisissant  /  de  manière  que  7  soit  un 

nombre  entier,  on  n'aura  à  substituer  que  des  nombres 
^tiers  dans  l'équation  en  od. 

139.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  corn- 
^Unément  attribuée  à  Lagrange,  mais  il  est  jus  te  de  dire, 
®l  l'illustre  géomètre  le  reconnaît  lui-même,  que  Wa- 
''lïig  avait  indiqué  antérieurement,  dans  ses  Miscellanea, 
'  Usage  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  pour  la 
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séparation  des  racines.  Cette  méthode  fait  connaitre  d'aune 
manière  certaine  le  nombre  des  racines  réelles,  en  même 
temps  qu'elle  (^ère  leur  séparation  ;>  mais  on  aperçoit 
sans  peine  combien  l'application  en  est' laborieuse,  en 
considérant  d'une  part  le  grand  nombre  de  substitutions 
que  l'on  peut  avoir  à  effectuer,  et  d'autre  part  la  lon- 
gueur du  calcul  nécessaire  pour  former  l'équation  aux 
carrés  des  différences .  Cependant  Cauchy  a  montré. qu'qn 
peut  éviter  ce  dernier  calcul,  et  que,  pour  ètre.cn  mesure 
d'assigner  une  valeur  de  la  quantité  A,  il  çuflGlt  de  con- 
naître le  dernier  terme  de  l'équation  aux. carrés  des  dif- 
férences, lequel  peut  être  calculé  séparément  par  diverses 
métbodes  dont  on  trouvera  le  développement  dans  la  Sec- 
tion II  de  cet  Ouvrage.  En  effet,  soient  a, &,  c,  *  •  >^f,S 
les  m  racines  de  l'équation  f(x)=0]le  dernier  terme 
de  l'équation  aux  carrés  des  différences  sera  égal,  abstracr 
tion  faite  du  signe,  à  l'expression 

\=(a^  bY{a  -  c)^  .  .(a^gy.  .  .(/-  g)\ 

Cette  valeur  de  V  étant  supposée  connue,  soit  u  son  mo- 
dule, en  sorte  que  m  =  d=  V;  désignons  aussi  par  p  une 
limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation 
proposée  (n*^  46).  Les  modules  des  différences 

seront  inférieurs  à  ap  (n°39)-,  si  donc  on  suppose  que 
les  racines  a  et  J  soient  réelles,  l'égalité  précédente  don- 
nera 


V 


.<(«-6)'(2py("-)-»  d'où    («-^)'>(ap),(^)--« 

si  dope  on  prend 


^  =  ou  < 


mirn  —  i) 

— i i  — I 


la  quantité  h  sera  certainement  plus  petite  que  la  difB 
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rence  de  deux  racines  réelles  quelconques.  On  verra 
dançja  Section  U  que  si  le  coefficient  du  premier  terme 
de  l'équation  proposée  est  égal  à  i  et  que  les  autres  coef- 
ficients soient  des  nombres  entiers,  la  quantité  i^  est  tou- 
jours un  nombre  entier;  on  pourra  donc,  dans  ce  cas,  se 
dispenser  de  calculer  u  et  l'on  prendra 

A  =  ou  <  — 


m(m — i) 


Ce  perfectionnement,  apporté  par  Gaucby,  a  sans  doute 
de  Pinlportance,  mais  il  ne  fait  pourtant  disparaître 
qu'une  partie  des  inconvénients  de  la  méthode. 

140.  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  d* indiquer  ici 
Tusage.  de   Péquation  aux   carrés  des  différences  pour 
former  les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  de 
l'équation  proposée /*( a:).  =  o.   Si  cette  dernière  équa- 
tion a  toutes  ses  racines  réelles,  il  est  évident  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  seront 
réelles  et  positives  5  donc  cette  équation  sera  complète  et 
elle  n'offrira  que  des  variations.  Si  au  contraire  l'équa- 
tiQny(jc)  =0  n'a  pas  toutes  ses  racines  réelles,  soient 
«  ±  16  deux  racines  imaginaires  conjuguées,  l'équation 
*Ux  carrés  des  différences  admettra  la  racine  négative 
"^46'  et,  si  elle  est  complète,  elle  offrira  nécessairement 
ÎUelques  permanences,  d'après  le  théorème  de  Descartes. 
*^onc: 

Pour  qiCune  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles ^  il 
f^ut  et  il  suffit  que  V équation  aux  carrés  des  différences 
^^>il  complète  et  ne  présente  que  des  variations. 

Ce  théorème  donne  ainsi  — conditions,  mais 

^^elques-unes  de  ces  conditions  devront  être  satisfaites 
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d'elles -mêmes  ou  rentreront  dans  }es  autres,  cardai  H 
vu  au  n°  131  que  le  nombre  total  des  conditions  A^  Il 
lînctes  ne  peut  pas  surpasser  m  —  i .  I| 

141,  Plusieurs  géomètres,  après  Lagrange,  ontcherché     H 
à  éviter  l'emploi  de  l'équation  aux  carrés  des  dilféreiiceïj     Q 
mais  nous  n'avons  à  signaler  aucun  résultat  essentiel,     P 
jusqu'à  la  découverte  du  théorème  de  Ëudan.  Ce  théorème     |] 
a  une  grande  importance  dans  la  théorie  des  équation!,      Il 
et  ïl  permet  d'eQ'ec tuer  très-simplement,  dans  la  plupart      I 
des  cas,  la  séparation  des  racines.  Mais  avant  de  déve-      I 
loppcr    cette    application    importante   du    théorème  de     1 
Budan,  je   dois  parler  de  la   méthode  si   remarquatle 
qui  nous  est  donnée  par  le  lliéorème  de  Sturm,  et  qui 
résout  de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  élégante 
le'problème  que  nous  avons  en  vue.  Effectivement,  qnanS 
on  aura  formé  les  fonctions  dont  ce  théorème  indiqua 
l'usage,  on  substituera  à  l'inconnue  une  suite  de  nombre» 
croissants 

a.   S,   y,   S,  ...,   M,  I 

et  lo  théorème  fera  connaître  combien  il  y  a  de  racîues' 
dans  l'intervalle  que  forment  entre  eux  deux  termes  con- 
sécutifs de  celte  suite.  S'il  y  a  une  seule  racine  dan^ 
l'un  des  intervalles,  cette  racine  sera  séparée;  si,  au  con — 
traire,  il  y  a  plusieurs  racines,  on  substituera  des  nom — 
bres  intermédiaires,  et  l'on  arrivera  infailliblement  ainsï. 
a  achever  la  séparation.  Il  esta  peine  nécessaire  d'ajou — 
ter  qu'on  devra  prendre  pour  termes  extrêmes  de  la  suit^ 
précédente  deux  nombres  au  delà  desquels  il  n'y  ait  plix^ 
de  racines  réelles. 

Les  nombres  à  substituer  peuvent  être  pris  arbitra»— 
remeht',  mais  dans  les  applications  il  conviendra  en  g£  ' 
néral  de  choisir  d'abord  les  nombres 


^ 
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B  substitution  se  fera  satis  difficnltë.  Si  les  substitu- 
iiidi<|aetit  rexistence  d*une  ou  de  plusieurs  racines 
tn  interyalle,  entre  i  et  10  par  exemple,  on  substi- 
les  nombres  !&,  3, . . .  jusqu'à  9,  ce  qui  donnera  la 
entière  des  racines  comprises  entre  i  et  lo.  S'il  y 
ieurs  racines  dans  Tuu  de  ces  nouveaux  intervalles, 
œmple  entre  3  et  4  9  on  substituera  les  nombres 
,2,  •  •  •!  et  ainsi  de  suite. 

voit  que  ce  procédé  donne  non-seulement  la  sépa- 
des  racines,  ce  qui  est  l'objet  que  nous  nous  pro- 
i,  mais  qu'il  permet  à  la  riguear  de  calculer  chaque 
avec  un  degré  d'approximation  quelconque, 
nporte  de  remarquer  le  cas  où  l'on  sait  d'avance 
ates  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles. 
e  cas,  on  peut  se  dispenser  d'employer  le  théorème 
rm,  ou  plutôt  on  appliquera  ce  théorème,  en  pre- 
our  suite  de  fonctions,  conformément  à  la  proposi- 
1  n*^  H9,  celle  qui  est  formée  du  premier  membre 
nation  proposée  et  de  ses  dérivées  successives. 

.  Exemple  I.  —  Supposons  qu'on  demande  de  sé- 
es  racines  de  l'équation 

supprimant  certains  facteurs  numériques  positifs, 
cation  du  théorème  de  Sturm  donnera  les  fonctions 
tes  : 

V  ==  X*  -\-  x^  —  4*^'  —  4-^  ~*~  '  » 

V,  =  4jc3  -h  3ir^  —  8a:  —  4 

V3  =  4-^  +  5 

étions  sont  au  nombre  de  cinq,  et  leurs  premiers 
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lermes  sont  positifs,  donc  l'équation  proposée  a  sesqnatn 
racines  réelles.  Les  règles  des  n"'  113  et  114  mdiqueai 
que  les  racines  sont  toutes  comprises  entre  —  2  ei  +  s, 
ce  qui  s'accorde  avec  les  résullats  des  subsli  tu  lions. 
La  substitution  des  nombres 


daus  la  suite  des  fonctions  V,  donne  les  résultats  suifWU*. 


X 

V 

V, 

V, 

V^ 

V. 

+  1 

+  a 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

4- 

+ 

+ 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

Il  y  a  deux  variations  perdues  dans  le  passage  de  —  ai 

—  I,  une  dans  le  passage  de  o  à  i  et  une  dans  le  passage 
de  1  à  2  ;  l'équation  proposée  a  donc  deux  racines  entre 

—  3  et  —  I,  une  racine  entre  o  et  1  et  une  autre  i  en. 
Il  reste  à  séparer  les  deux  racines  comprises  entre— i 
et  —  a.  Or,  d'après  le  tableau  précédent,  on  voit  que  la 
première  des  fonctions  V  est  positive  pour  x  =  — 2. 
ainsi  que  pour  x  =  — "  1 ,  et  l'on  trouve  qu'elle  est  néga- 
tive pour  x^ ;  donc  les  deux  racines  négatives  soni 

comprises,  l'une  enlie  —1  et  —  i,5,  l'autre  entre  — ïfi 
et  —  3. 

Exemple  II.  —  Prenons  pour  deuxième  exempl 
quation 
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on  trooTe,  dans  ce  cas, 

V  =ijc^-^x*  —  X*  —  ar^-t-x*  —  x-4-1, 
V.=:  6x»-l-  5x«  —  4x3  —  Sx'  -4-  2-r  —  ,^ 

V,=  17X*  H-  i4-p*  —  27X'  -4-  Sax  —  35, 
¥3=  —  792x3  -4-  2o52x*  —  2o58x  H-  127, 
¥4=  —  5i8o552x*  -4-  49^3200  X  -4-  10048623, 

)n  reconnait/par  la  méthode  du  n^  114,  que  réquation 
proposée  ne  peut  avoir  de  racines  réelles  en  dehors  des 
imites  —  0,6  et  4-  i.  Or  l'équation  V^=  o  a  ses  deux 
acibes  réelles,  mais  Tune  d'elles  est  comprise  entre  -r-t 
t  — 0,6,  l'autre  entre  -H  i  et  -f-  25  donc  il  est  inutile, 
K>ar  notre  objet,  de  calculer  Vb  et  ¥«<  La  suite  des  signes 
les  fonctions 

»>    V,,    Va,    V3,    V4 , 

îst,  pour  j:  =  —  0,6  , 


et,  pour  j:  =  4- 1 ,  cette  suite  devient 


il  y  a,  dans  les  deux  cas,  deux  variations;  donc  Péquation 
proposée  n'a  point  de  racines  réelles. 

Méthode  de  Fourier  pour  la  séparation  des  racines. 

143.  La  méthode  de  Sturm  ne  laissé  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  perfection  théorique  ;  malheureuse- 
nient  le  calcul  des  fonctions  dont  cette  méthode  exige 
l'emploi  peut  devenir  très-pénible,  même  dans  des  cas  fort 
simples;  ainsi,  daùs  le  second  des  exemples  que  nous  vê- 
lions de  présenter,  le  nombre  constant  Ve  qui  terminerait 
la  suite  complète  des  fonctions  n'a  pas  moins  de  quarante- 
quatre  chiffres.  Aussi  est-il  plus  avantageux,  dans  un 
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grand  nombre  de  cas,  de  se  borner  à  l'emploi  du  ihia- 
rème  de  Budan.  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  déjà,  Fouriei 
avait  trouvé  de  son  côte  ce  théorème,  et  il  a  montré  dans 
son  Analyse  des  équations  comment  on  peut  en  tirer 
parti  pour  edeciuer  la  séparalion  des  racines  réelles  d'one 
équation,  et  obtenir  en  même  temps  le  nombre  enct 
de  ces  racines.  Nous  allons  indiquer  ici  cette  métbode  de 
Fourier;  mais,  afin  d'apporter  plus  de  clarté  dans  noire 
exposition,  nous  commencerons  par  établir  une  proposi- 
tion dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Lekke.  —  Soient  f  (x)  une  Jonction  entière  de  la 
variable  X,  etf(x],f"{.r)  les  tteux  premières  dérivéei 
de  f(^x).  Si  Von  fait  croître  .r  entre  deux  limites  X, 
et  X  qui  ne  comprennent  aucune  racine  de  Véqualm 

que  f{x]  et  J'" {x)  seront  île  même  signe,  et  elle  dé- 
croîtra tant  que  f(x)  et  f"  [x]  seront  de  signes  con- 
traires. 

On  a  effecti' 


/'(«)= 


,  la  fonction  ^  (x)  - 


:  crottra  li 


ri':) 


,|«-H.)-,(x|  _  /[.r)/'(j)-l 


E  et  71  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent  avecU 
il  résulte  de  là  que  si  h  désigne  une  quantité  positive  Joni 
le  module  soit  suffisamment  petit,  la  quantité 


T(^  +  u)-yfxl 
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a  le  signe  de         j^      —  ou  le  signe  def(x)f"{x) 

ip  toutes  les  valeurs  de  u  comprises  entre  —  A  et  -H  A, 
irvu  que/'(a:)  ne  soit  pas  nulle.  En  conséquence,  si  x 
It  de  Xo  à  X  et  que  ces  limites  ne  comprennent  aucune 
ine  de  l'équation /'  (x)  =  o,  la  fonction  <f{x)  croîtra 
décroîtra  suivant  qixef(x)  elf"[x)  seront  de  même 
ne  ou  de  signes  contraires,  ce  qui  est  la  proposition 
mcée. 

Corollaire  I.  —  Si  Véquation  f(x)=zo  a  deux 
mes  réelles  comprises  entre  les  limites  aet^^oc^  mais 
elle  rien  ait  pas  un  plus  grand  nombre  ;  si,  en  outre ^ 
fuationf"  (a:)  =:  o  na  aucune  racine  entre  les  mêmes 
\itesj  on  aura 

/m     /(«)  ^e    ^ 

/'(6)     /'(«;^      ,  • 

En  eflfet,  soient  x'  et  x"  ]>  x'  les  racines  Acf[x)  =  o 
mprises  entre  u  el^\  comuierf^  [x)  ne  peut  changer 
signe,  quand  x  varie  entre  ces  limites,  la  fonction 
(x)  est  constamment  croissante  ou  constamment  dé- 
)issante,  et  il  en  résulte  que  l'équation  f'[x)  =  o  ne 
ut  avoir  qu'une  seule  racine  entre  a  et  6  ;  d^ailleurs  cette 
cine  existe  d'après  le  théorème  de  RoUe,  et  elle  est  com- 
ise  entre  j:'  eto:''.  D'après  la  proposition  du  n?  120, 

J  rapports    J^.  ^>i  "jrrr^  sont  négatifs  quand  jc<îroît  de 

à  x',  tandis  qu'ils  sont  positifs  quand  x  croit  de  x^^  à  S  ; 
ne  dans  l'un  et  Taulre  cas,  f[pc)  etf^^(x)  sont  de 
^me  signe,  et,  par  conséquent,  la  fonction 

t  croissante.  On  a  donc 

9M<f(*')r       ?(*")<  f  (6). 
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D'ailleurs  on  a 

,(*')  =  *',     ?{*")  =  *"•. 
d'où 

donc,  à  plus  forte  raison, 

?(a)<ç(6), 
OU 

/'(6)       /'(«)^  ' 

ce  qui  est  le  résultat  annoncé. 

Corollaire  II.  —  Si  V équation  f'(x)  =  o  û  une  ra- 
cine Xi  entre  OL  et  è^  OL^  et  que  les  équations  y(.r)  =o, 
f'^(x)  =  o  niaient  aucune  racine  entre  ces  limites;  à, 
en  outre,  les  fonctions  f[x)^  f"[x)  sont  de  mêmesigney 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  S,  Vinégaliii 

pourra  avoir  lieu,  mais  elle  cessera  nécessairement  de 
subsister  si  Von  augmente  a  ou  que  Von  diminue  S 
d*une  quantité  convenable. 

D'après  notre  hypothèse,  la  fonction  ç  (x)  croît  quand 
X  augmente  de  oc  k  Xi  ou  de  Xi  kS.  Il  s'ensuit  que  si  Tos^ 
fait  décroître  x  de  6  à  Xi,  la  fonction 

croîtra  depuis  la  valeur  initiale  <5>(a)  —  ^  (6)  jusqi».^ 
-h  00  .  Pareillement,  si  Ton  fait  croître  x  de  a  k  Xi,  1 
fonction 

croîtra  aussi  depuis  cp  (a)  —  ç  (6)  jusqu'à  -t-  oo  .  Si  do« 
a'  et  6'  désignent  des  valeurs  comprises  entre  a  et 
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et  6  respectivement  et  suffisamment  approchées  de  Xt , 
anra 

?(«)-t(6')>o.     ?(a')-ç(6)>o, 

•st-à-dîre 

/(€')         /(a) 


/'{«')       /'(«) 


>e' 


/'(6)        /'(a')-^ 

144.  Cela  posé;  soit  f(x)  =  o  une  équation  donnée 
degré  m,  et  considérons  la  suite 

•mée  par  la  fonction /'(x)  et  ses  dérivées  successives, 
lur  effectuer  la  séparation  des  racines,  on  procédera  de 
même  manière  que  par  la  méthode  de  Sturm,  et  Ton 
hsti tuera  à  x^  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n°  141 , 
le  suite  de  nombres  croissants 


a,  6,  7, . .  . , 


(û 


impris  entre  les  limites  des  racines. 
Si,  dans  le  passage  x  =  a  à  a:  =  6,  la  suite  des  signes 
îs  fonctions  (i)  ne  perd  aucune  variation,  Téquation 
(x)  =  o  n^aura  aucune  racine  réelle  comprise  entre  a  et  S, 
*ily  a  une  seule  variation  perdue,  réquationy(x)  =  o 
ira  une  seule  racine  entre  a  et  6,  et  cette  racine  sera 
parée. 

S'il  y  a  deux  variations  perdues  en  passant  de  x  =  a 
x=  6,  il  peut  arriver  que  réquationy(j:)  =  o  ait  deux 
icines  entre  a  et  o  ou  qu'elle  nen  ait  aucune  ;  on  a  vu 
Ile,  si  le  dernier  cas  a  lieu,  l'équation  a  nécessairement 
sux  racines  imaginaires.  Nous  allons  indiquer  comment 
3  peut  distinguer  ces  deux  cas  Tun  de  l'autre,  lorsque 
^  perte  de  deux  variations  se  manifeste  dans  la  portion 

I.  -20 
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de  la  suite  (i)  qui   esi  formée  par  les   Lroîs  pi 

fonctions 


2) 


A-),f'{^],/"(^). 


Comme  le  théorème  de  Budan  s'applique  à  l'une  quel  Jl 
conque  des  fonctions  de  la  suite  (i),  îl  résulte  de  oolr*'-^ 
hypothèse  que  l'équation  f  {x)  ^  o  i 
comprise  entre  a.  et  €.  Si  donc  on  a 


■tain,  d'à 


/(") 

"/'(O 


> 


)ièsle  lemmedu  n"  143  (corollaire I 


que  réquationy"(x)  ^^  o  ne  peut  pas  avoir  deu: 
réelles  entre  a  et  S.  Lorsque  l'inégalité  précédente  n'&^f 
point  satisfaite,  il  faut  substituer  daus/"{:r)  (ilf'{x)  vii 
nombre  a  compris  entre  a  et  É;  si  f{a)  est  de  signe 
contraire  kf[a)  et_/"(ë),  il  y  aura  deux  racines  réel  fn 
comprises  l'une  entre  x  et  a,  l'autre  entre  a  et  6  ;  mais 
fi\f(a)  est  de  niême  signe  quey(«)  ety(6),  on  connaiira, 
par  les  substitutions  faites  dans  la  suite  (2),  quel  es I  celui 
des  deux  intervalles  de  ce  à  a  ou  de  a  à  €  dans  lequciil 
peut  exister  deux  racines.  On  appliquera  alors  à  ce  nou- 
vel intervalle  ce  qui  a  été  dit  du  premier,  et  après  quelques 
essais  du  même  genre,  on  arrivera  généralement  à  con- 
naître la  nature  des  deux  racines;  ceci  suppose  bien  en- 
tendu que  l'équation  proposée  n'a  pas  de  raciues  égalei. 

14s.  Cousidérons  maintenant  le  cas  générnl,  ai  dési- 
guonsparA^lenombredes  variations  perdues  pitr  La  suite 

/-") /■-'(■')■ /*(»). 

dans  le  passage  ie  x^a.  à  x  ^  6.  Ce  nombre  ^  est  W 
que  Fourier  nomme  Yindke  relatif  à /"(a:);  l'iod^w 
relatif  à/(x)  sera  ànnv  reisi-éM-nté  par  A^,  et  celui  q"' 


SECTION    l.  —   CHAPITRE    VI.  Soy 

se  rapporte  à  la  deruière  fouciion  /"(j?)  sera  zéro,  en 
sorte  que  la  séria 

(3)  Ao,  A„  Aj,...,   A«_„   G, 

comprendra  les  indices  des  m+i  fonctions  (i);  il  est 
évident  que,  dans  cette  suite,  deux  termes  consécutifs 
sont  égaux  entre  eux  ou  ne  difDèrent  que  d'une  unité ^ 
ainsi  Ton  a 

Af  =  A,_j.,  —  I ,     ou     =  A,^.,     ou     A/^_,  -h  I . 

Nous  avons  examiné  plus  haut  le  cas  de  Ao  =  o  et  ce« 
Itti  de  ûo  =  1*9  dans  le  premier  cas  l'équation  f(x)=o 
n'a  aucune  racine  entre  a  et  6^  dans  le  second  cas,  Téqua- 
tion  a  une  seule  racine  entre  les  mêmes  limites.  Il  im^ 
porte  de  remarquer  que  si  l'on  sl  Jl^  =  iy  on  peut,  en 
diminuant  l'intervalle  de  a  à  S,  faire  en  sorte  que  A^  ==  o  ; 
eu  effet, /'(x)  =  o  n'a  qu'une  seule  racine  x'  entre  a  et  6» 
et,  par  suite,  elle  ne  peut  avoir,  avec  sa  déiivée,  aucuiu^ 
racine  commune  comprise  entre  a  et  6;  donc,  en  rem- 
plaçant les  limites  a  et  6  par  deux  autres  suffisamment 
rapprochées,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que 
l'équation  /^  (x)  =  o  n'ait  aucune  racine  dans  le  nouvel 
intervalle;  alors  la  suite  (i)  ne  perdant  qu'une  seule 
variation,  on  aura  A^  =  o. 

Supposons  actuellement  que  Ao  =  s  ou  A^ ^  2 .  Paj- 
courons  la  suite  (3)  en  partant  de  la  gauche,  jusqu'à  ce 
que  nous  trouvions  un  indice  égal  à  i  :  soit  A„  ce  pre- 
mier indice  égal  à  l'unité;  la  méthode  que  nous  allons 
développer  a  pour  objet  de  reculer  successivement  l'in^ 
dice  Aa  vers  la  gauche  de  la  suite  (3),  ou,  ce  qui  revient 
^u  même^  de  diminuer  le  nombre  n  qui  marque  le  rang 
deTindice.  L'indice  A„^j  qui  précède  A„  ne  peut  être  égal 
^  I,  par  hypothèse,  donc  il  est  o  ou  2;  mais  si  l'on  avait 
^„^j=  o,  comme  Ao  est  au  moins  égal  à  2,  en  remontant 

20. 


la  suite  (3)  à  partir  de  ^„. 
ment  un  indice  égal  à  i, 
thèse,-  ainsi  l'on  a  A„_, 
indice  A„  éga' 


on  rencontrerait  i)écetta)i«- 
qui  est  contraire  à  l'hjpo- 

z,  en  sorte  que  le  premier 
enl  précéda  d'un  indite 
indice  n'est  pas  suivi  d'un 


indice  A„+,  égal  à  xéro,  on  pourra  toujours,  comme  an 
l'a  vu  plus  haut,  trouver  deux  limites  a',  6'  conipn5''s 
outre  a  et  ë  et  qui  ne  comprennent  aucune  rnciim  de 
réqualion_/'""^'(jr)  ^  o;  l'intervalle  de  a  à  ê  sera  alors 
partagé  en  trois  autres,  savoir  :  celui  de  ce  à  a\  celui 
de  a'  à  ë'  et  celui  de  S'  à  Ê.  L'équation  /"  (x)  =  o  n'a 
aucune  racine  dans  le  premier  et  dans  le  troisième  inter- 
valle; donc,  pour  chacun  de  ceux-ci,  l'indice  A.  estxéro. 
et,  en  conséquence,  le  premier  indice  égal  à  i  est  recDJf 
vers  la  gauche  de  la  suite  (3).  A  l'égard  de  l'intemllt 
dont  ce'  et  €'  sont  les  limites,  il  peut  arriver  que  A,  ne 
soit  plus  le  premier  indice  égal  à  i  ;  dans  ce  cas,  ce  pre- 
mier indice  se  trouvera  reculé  vers  la  gauche.  Mais  il 
peut  arriver  aussi  que  A„  demeure  le  premier  indice 
égal  à  1,  et  alors  on  a  simultf 


Tant  que  ce  dernier  cas  ne  se  présenlera  pas,  on  |>ourra 
r  le  premier  indice  i  vers  la  gauche  de  la  suite  (il), 
jusqu'à  ce  que  cet  indice  y  occupe  le  premier  rang,  et  on 
se  trouvera  dès  lors  dans  le  cas  de  Aq^  i  qui  est  celui 
d'une  seule  racine  comprise  dans  l'intervalle  iloni  on 
s'occupe. 

Ainsi  nous  n'avons  plus  à  considérer  que  le  cas  où  If 
premier  indice  A„  égal  à  i  est  précédé  d'un  indice  égal 
à  î,  et  suivi  d'un  indice  égal  à  o.  L'équation  f"~^  (x)  =<> 
peut  alors  avoir  deux  racines  réelles  entre  a  et  $,  mais 
peut  aussi  n'en  avoir  aucune;  on  distinguera  ces 
deux  cas  l'un  de  l'autre,  au  moyeu  de  la  i  ègle  cxpost^  a" 
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lil.  En  même  temps  cette  règle  donnera  le  moyen 
séparer  les  racines,  si  elles  sont  réelles  et  inégales; 
loe  d^elles  sera  comprise  entre  a  et  un  certain  nom- 
3  ûj  la  seconde  entre  a  et  6  ;  à  chacun  de  ces  nouveaux 
lervalles  répondra  une  série  d'indices  dans  laquelle  le 
emier  terme  égal  à  i  se  trouvera  reculé  vers'  la  gauche 
delà  de  A„.  Si  l'équation  y""*  (x)  =  o  n'a  aucune  ra- 
ie réelle  entre  a  et  6,  on  reconnaît,  en  se  reportant  à  la 
monstration  du  théorème  de  Budan,  que  chacune  des 
nations 

deux  racines  imaginaires.  En  effet,  il  résulte  de  nos 
'pothèses  que  l'équation  y**  (x)  =  o  a  une  racine  entre 
et  S,  laquelle,  substituée  dans  f'*"^  (x)  et  dansy""*"*  {x), 
one  des  résultats  de  même  signe;  donc  la  suite  des 
ois  fonctions 

!rd  deux  variations  dans  le  passage  dex  =  (x  à  x  =o. 
D  conséquence,  cette  circonstance  introduit  dans  les 

dices 

le  partie  égale  à  2  que  Ton  peut  supprimer,  car  cliaque 
iice  n^exprime  autre  chose,  dans  cette  théorie,  qu'une 
iiite  supérieure  du  nombre  de  racines  réelles  que  peut 
air  l'équation  correspondante,  dans  l'intervalle  consi- 
^é.  Alors  on  aura,   après  cette   suppression  de  deux 

ités, 

K-x~  o, 

sorte  que  le  premier  indice  égal  à  1  se  trouvera  reculé 
rs  la  gauche. 

11  peut  arriver  que  l'équation  /"~*  (x)  =  o  ait  deux 
nnes  égales  comprises  entre  a  et  S ^  il  est  facile  de 
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voir  que  la  conclusion  est  la  même  qne  dans  le  ci 
deux  racines  imaginaires,  à  moins  que  rëqtiation 
posée  n^ait  de&  racines  égales.  Si  la  radne  double 
nous  nous  occupons  appartient  à  chacune  des  é 
tions  (4)9  la  proposée  aura  n  + 1  racines  égales  k 
racine^ 

146.  Exemple  I.  —  Je  choisirai  pour  premier  exe 
Téquation 

ai^-h  X^  —  X*  —  J?'  -h  Jî'  —  jr  -I-  1  r=  O, 

déjà  considérée  au  n**  142.  On  a 

/*(  J7  )  =r  X^-hX^  —  X*' —  .r'-h  X^  —  X  -hlf 

— ■- —  =;r  6a7*-h  5«* — Ls^-^  3x*-f-  %x —  1 
I  ^ 


I  .2 
1.2.3 

I .2.3.4 

1.2.3.4'^ 

1 . 2 . 3 . 4  •  5 . 6 


=ri5a:<-t-  10^' —  ôur*—  3x  -h  l. 


r=  20X*-f-  10 -C^—  ^X  -^  I^ 


=r  l5x'-|-  5^  —  t, 


=  6jc  -f-  l, 


I. 


Les  racines  réelles  de  réqualiony(^)  =0  sont  < 
prises  entre  —  i  et  -f- 1  -,  substituons  les  nombres 

1  I 

—  I, >     o,     -4- ->      H- 1 

2  2 

dans  la  suite 

/(^),  /'(*),  /"(^),  /'"(^),  /-(^),  /"(*).  /^'{^ 
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on  obtiendra  les  résultats  suivants  : 


3ii 


—    I 

1 

o 

+-     I 


/w 

/'W 

/•(^) 

rw 

/^'W 

/'W 

-4- 

— 

-h 

— 

^- 

— - 

•4- 

— 

■+- 

-h 

-h 

— 

-+- 

— 

-h 

— 

4- 

-4- 

— 

-h 

4- 

4- 

4- 

-h 

4- 

4- 

4- 

4- 

-+- 

f  [^) 


4- 


II  y  a  deux  variations  perdues  de —  i  à ?  deux  autres 

^e  o  à  -5  deux  enfin  de  -  a  i . 

On  reconnaît  immédiatement  qu'il  n'y  a  point  de  ra- 
^nies  réelles  entre  -  et  i,  parce  que  l'on  a 


•"•^  qui  donne 


/(O 


>!-.- 


Pour  rinlervalle  de  o  à  -»  la  série  des  indices  est 

2 


2,    2,    2,     I,     I,    O,    o; 

"^premier  indice  i  étant  suivi  d'un  autre  indice  égal  à  i, 
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il  nous  faut  resserrer  nos  limites.  La  substitution 
donne  les  résultats 


d'où  il  suit  quHl  n'y  a  aucune  variation  perdue  de  o  â  jj 

il  suffit  de  considérer  l'intervalle  de  -7  à  -;  la  série  des in- 
dices  qui  répondent  à  cet  intervalle  est 

2,  2,  2,  I,  o,  o,  o; 


comme  on  a 


/"(4W4^  r{^  =  -T 


128' 


d'où 


^•i-^  =  l-     ^■(;)=-'- 


^"(i)  ^'  î. 


on  conclut  que  Téquation  f"[x)  =  o  n'a  pas  de  racii* 

entre  j  et  -;  donc  la  proposée  elle-même  n'en  a  pas  dan 

cet  intervalle  (n°  145). 

EniSn,   la  série  des  indices   pour  l'intervalle  de  — 

a est  encore 

2 

2,  2,  2,   I,  o,  o,  o; 
on  a 
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i'où 


ce  qui  montre  que  l'équation  f'^x)  =  o  n'a  pas  de  ra- 
cine entre et  —  i  ;  la  proposée  elle-même  n'en  a  donc 

aucune  dans  cet  intervalle. 

Ainsi  les  six  racines  de  notre  équation  sont  imaginaires, 
comme  nous  Tavons  déjà  reconnu  à  Taide  du  théorème 
de  Sturm. 

Exemple  II.  —  Je  considérerai  encore  l'équation 

X* —  I2X*H-  6ox*-f-  I23x'-|-  4567  a:  —  8g0I2  =:  O, 

traitée  par  Fourier.  On  a  ici 

f[x)z=^  x^ —  1 2  x*  -h  60  j-*  -+- 1 23  j;*  -f-  4567  ^  —  8go  1 2 , 


I 
i  .2 

I  .2.3 

1 .2.3.4 


=  6ar* —  60a:*  H-  240^-1-  246 ;r  -I-  4^67, 


=r  i5x* —  i2oa:^-l-  36oj:^-f-  I23, 


=:  20a:' —  I20ar'-I-  i^ox^ 
=  i5j;' —  60X-I-  60, 


•a.3.4.5.6~ 

^ite  une  quantité  positive  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
■•"  substituant  les  nombres 

••.  —  lO,        —  I,        —  £,        -t-«,        +')         -l-IO,.... 
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on  obtient  les  résultats  suivants  : 


X 

m 

/'W 

/"W 

f"'{^) 

Z'M^) 

/'W 

/•M-^) 

—  10 

4- 

_ 

-h 

_ 

4- 

..i_ 

+ 

—    I 

— 

— 

-h 

— 

+ 

— 

H- 

—  e 

i     — 

'    -h 

-f- 

— 

4- 

— 

4- 

-h  s 

— 

+ 

+ 

4- 

H- 

— 

H- 

4-  I 

— 

+ 

■+- 

4- 

4- 

— 

+ 

-f-IO 

-f- 

1 

-f- 

-h 

4- 

! 

'     4- 

4- 

4- 

Comme  il  y  a  six  variations  perdues  dans  le  passa  g 
de  —  lO  à  +  lo,  les  racines  réelles  sont  toutes  comprise 
entre  ces  limites. 

De  — loà  —  I,  ilya  une  variation  perdue  5  il  y  i 
donc,  entre  ces  limites,  une  racine  unique  qui  est  ainsi 
séparée. 

De  —  €  à  4-  e  il  y  a  deux  variations  perdues,  ce  qui 
indique  deux  racines  imaginaires.  Enfin,  de  4-  i  à  4-10 
il  y  a  trois  variations  perdues,  donc  il  y  a  entre  ces  limites 
une  ou  trois  racines  réelles. 

La  série  des  indices  relatifs  à  Fintervalle  de  i  à  lo  es 


v)»  y  9  9  9  9  9 


on  a  ICI 


ce  résultat  montre  que  l'intervalle  de  i  à  10  est  trop  con 
sidérable  pour  qu'on  puisse  reconnaître  la  na|ure  de 
racines  par  une  seule  opération.  Mais  avant  de  diim 
nuer  cet  intervalle,  il  convient  d'examiner  si  l'équatioi 
/*^(a:)  =  o  n'aurait  pas  deux  racines  égales  comprise 
(uilre  I  et  10.  On  reconnaît  effectivement  que  x  —  2  es 
un  diviseur  àe  f^^  (x)  et  Aef''[x)'^  d'ailleurs  ce  binotn 
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ne  divise  pas  toutes  les  fonctions  ^'''(j:),. .  ,  ^  J  (x)  qui 
\yrécèdenif'^[x)'^  donc  on  pourra  retrancher  a  des  cinq 
premiers  indices.  On  obtiendra  ainsi  la  nouvelle  série 


I  y     O,      O,      O,      O,       ly     o 


9 


qui  montre  que  la  séparation  des  racines  est  terminée. 
Ainsi  Téquation  proposée  n'a  que  deux  racines  réelles, 
Tune  entre  —  i  et  —  lo,  l'autre  entre  -f-  i  et  -h  lo. 

Séparation  des  racines  imaginaires, 

147.  Si  J^(z)  désigne  une  fonction  entière  de  la  va- 
riable imaginaire  z  =  x^ij,  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients soient  des  quantités  données  réelles  ou  imaginaires, 
on  pourra  eâectuer  la  séparation  des  racines  de  Téqua- 
ùon  f[z)  z=o,  en  faisant  usage  de  la  proposition  que 
nous  avons  établie  au  n°  137. 

Effectivement,  si  l'on  trace  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  ox  et  qy^  puis  qu'on  mène  à  l'un  des  axes, 
celui  des  y  par  exemple,  des  parallèles  qui  répondent 
^ux  abscisses 

^1  pourra  déterminer,  par  le  théorème  du  n°  137,  le 
'Nombre  des  racines  comprises  entre  deux  parallèles  con- 
sécutives. S'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  dans  l'un  des 
espaces  ainsi  déterminés,  cette  racine  sera  séparée^  con- 
formément à  la  définition  du  n^  111;  s'il  y  a  plusieurs 
^^cines  comprises  entre  deux  parallèles  consécutives,  on 
pourra  achever  la  séparation  par  le  moyen  de  parallèles 
^titermédiaires,  à  moins  que  plusieurs  racines  n'aient  la 
^ï^ème  partie  réelle. 

On  connaîtra  ainsi  deux  limites  aussi  rapprochées 
l'une  de  l'autre  que  l'on  voudra,  entre  lesquelles  sera 
Comprise  la  partie  réelle  x  de  chaque  racine.  Si  l'on  vont 
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avoir  en  même  temps  des  limites  de  la  valeur  corrc 
dante  ou  des  valeurs  correspondantes  de  y^  on  y 
viendra  en  menant  des  parallèles  à  l'axe  des  x\  celj 
avec  les  deux  parallèles  à  Taxe  des  j^  qui  comprenne 
points  racines  que  Ton  considère,  détermineront  < 
rectangles,  et  le  théorème  du  n°  136  fera  connaître 
sont  ceux  de  ces  rectangles  qui  renferment  les  ra 
dont  on  s'occupe. 
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CHAPITRE  VIL 

DU  CALCUL  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Recherche  des  racines  commensurables  des  équations 

à  coefficients  rationnels, 

148.  Le  calcul  des  racines  d'une  équation  numérique 
oSre  d'autant  plus  de  difficultés  que  le  degré  de  Téqua- 
tion  est  plus  élevé.  Aussi,  lorsqu'une  équation  donnée 
ûest  pas  irréductible  et  que  l'on  sait  effecluer  la  décom- 
position de  son  premier  membre  en  plusieurs  facteurs, 
il  faut  commencer  par  opérer  celte  réduction.  En  parti- 
culier, toute  équation  qui  a  des  racines  multiples  devra 
être  remplacée^par  une  ou  plusieurs  autres  qui  n'aient 
que  des  racines  simples^  cette  suppression  des  racines 
égales  n'est  pas  seulement  utile,  elle  est  souvent  indispen- 
sable, ainsi  qu'on  a  pu  s'en  convaincre  en  étudiant  les 
théories  que  nous  avons  développées  dans  le  précédent 
Chapitre. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  dans  laquelle  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  rationnels  et  que  cette  équation 
^  des  racines  commensurables,  on  peut  les  obtenir  par 
^Ue  méthode  très-simple  que  nous  allons  exposer.  Les 
''^cines  commensurables  étant  connues,  si  leur  nombre 
^t  égal  au  degré  de  l'équation,  celle-ci  sera  résolue^  dans 
'^  cas  contraire,  on  pourra  les  supprimer  par  le  moyen 
^^  la  division,  et  l'on  sera  ramené  à  une  équation  plus 
^■*i:iple.  Cette  détermination  des  racines  commensurables 
^oît,  comme  on  le  voit,  précéder  toute  autre  recherche. 

i49.  Lorsque  les  coefficients  d'une  équation  sont  ra- 
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tionnels,  on  peut  chasser  les  dénominateurs  qu^ils  peuven 
contenir;  ces  coefficients  deviennent  alors  des  nombre 
entiers.  Cela  posé,  la  recherche  de  toutes  les  racines  coi^ 
mensurables  se  ramène  à  celle  des  racines  entières,  ^ 
moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Lorsque  le  premier  terme  d'une  équa 
tion  a  pour  coefficient,  l'unité  et  que  les  autres  coeûi. 
cients  sont  des  nombres  entiers ^  V équation  ne  peut  avoir 
pour  racines  commens arables  que  des  nombres  entiers. 

En  effet,  soit  Téquation 

dans  laquelle  les  coefficients  A], . . .,  A,„  sont  des  enti«fs. 
Substituons  à  x  une  fraction  irréductible  quelconque  7» 
on  aura 


fa\  _€^ 
\b)-  h 


or,  pour  que  t  fût  racine  de  réquationy(x)  =  o,  il  fais 
drait  que  Ton  eût 

a"" 

y  =  —  AiûE"*-'  —  .  .  .— A«^'"-', 

ce  qui  est  impossible,  puisque  le  second  membre  est  i^ 
nombre  entier,  tandis  que  le  premier  membre  est  ur3 
fraction  irréductible  \  donc  Féquation  proposée  ne  peK 
avoir  une  racine  fractionnaire. 

D'après  cette  proposition,  pour  avoir  toutes  les  racine 
rationnelles  d'une  équation  à  coefficients  entiers,  il  suffim 
de  transformer  Téqualion  proposée  en  une  autre  (n®5É 
dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  soil  l'uniL^ 
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les  autres  co^Hcients  étant  entiers,  et  de  déterminer  les 
racines  entières  de  la  transfornM^e. 

Soit 

A4)  j:"  -^  A,  x*^^  -f- .  .  .  -h A«_i  X  -f-  A„  =  o 


réquation  proposée;  on  posera  x  =  -  (n°  58),  et  la  trans- 
formée sera 


z 
a 


Al  a         .        Aja^         „  A^od 


le  nombre  entier  a  devant  être  choisi  de  manière  que  les 

expressions 

A,  a        A^a*                 A„a™ 
9      ï  •  •  •  >      

Ao  AQ  Ao 

se  réduisent  à  des  nombres  entiers.  Il  est  évident  qu'on 
satisfera  à  cette  condition  en  prenant  a  =  Aq,  mais  on 
remplira  souvent  l'objet  demandé  en  donnant  à  a  une 
valeur  inférieure  à  Aq.  Quand  les  racines  entières  de  la 
transformée  en  z  auront  été  obtenues,  eu  les  divisant 
par  a,  on  aura  les  racines  commensurables  de  la  proposée. 

ISO.  Il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  déterminera 
'es  racines  entières  d'une  équation 

(i)     /(x)  =  A,af" -h  A,ar-'  -I-  . . .  +  A„^,x  +  A«=:  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  A^,  Aj,...,  A„  sont  des  nom- 
bres entiers  sans  diviseur  commun. 

Dire  que  a  est  une  racine  de  cette  équation,  c'est  dire 
que  le  premier  membre  f(x)  est  exactement  divisible 
par x — a;  représentons  le  quotient  de  la  division  par 

on  aura 


B^, 

a 

> 

Bfl^_2 

A„ 

-,  +  B^, 

a 

Bflî_3 

■A/it 

_i  H-  Ba,_a 

> 

a 

B. 

A, 

* > 

+  B, 
a 

o 

A. 

-l-B., 
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et  si  a  est  un  nombre  entier,  il  est  évident  que  les  coe^^ 
cients  du  polynôme  c^  (x)  seront  aussi  des  nombres  entie^/^ 
En  effectuant  le  produit  indiqué  dans  le  second  membre 
de  la  précédente  égalité,  et  en  écrivant  que  les  coefficie/7ii 
des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres  soDt 
égaux  entre  eux,  on  trouve  : 

A«    =«B,„_,, 

Abh_,  =  a  Bot— a  —  Bto_i, 

A„,_2  =  a  B,„_3  —  B„_2,     d'où 

•  •  •    '•  •  j 

A,      =aBo— B,, 

Ao      =^  —  Bo, 

et  réciproquement,  si  les  relations  précédentes  sont  satis- 
faites, la  formule  (2)  aura  lieu  identiquement.  Donc, 
pour  que  le  nombre  entier  a  soit  une  racine  de  l'équadon 
proposée,  il  faut  et  il  suffit  que  les  valeurs  précédentes  de 
Bm-n  B„«,,...,  B^  soient  des  nombres  entiers,  et  que  le 
dernier  de  ces  nombres  soit  égal  à  —  Aq.  Ainsi  les  condi- 
tions auxquelles  on  reconnaîtra  qu'un  nombre  entier 
positif  ou  négatif  est  racine  d'une  équation  sont  les  sui- 
vantes  : 

I 

Il  faut  et  il  suffit  qu'il  divise  exactement  le  demi^T 
terme  de  V équation;  qu'il  divise  la  somme  obtenue  en 
ajoutant  le  quotient  de  cette  division  avec  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  V inconnue^  quil  divise  h  ! 
somme  obtenue  en  ajoutant  le  quotient  de  cette  deuxième 
division  avec  le  coefficient  de  la  deuxième  puissance  de 
r inconnue;  et  ainsi  de  suite ^  jusquà  ce  quon  arrive  ^ 
ajouter  un  dernier  quotient  avec  le  coefficient  du  pt'^' 
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nier  terme  de  V équation,  ce  qui  de^ra  donner  une 
somme  égale  à  zéro. 

On  peut  disposer  de  la  manière  suivante  l'opération 
qu^on  exécute  pour  essayer  un  nombre  a  : 


A. 
Bo 


Bm— 2 


Bot— 


a 


Les  coefficients  de  Téquation  ayant  été  écrits  sur  une 
première  ligne  horizontale,  on  divise  le  dernier  coefficient . 
Â^  par  a  et  on  écrit  au-dessous  de  ce  coefficient  le  quotient 
obtenu  —  B«_i  changé  de  signe.  On  divise  ensuite  par  a 
le  coefficient  A,„_i  augmenté  du  premier  quotient  B„,«i  et 
l'on  écrit  au-dessous  de  A«_i  le  deuxième  quotient  obtenu 
~"B«t-8  changé  de  signe.  On  continue  de  la  même  manière 
jttsqu  à  ce  que  l'on  ait  écrit  au-dessous  du  coefficient  Ai 
le  quotient  changé  de  signe  — Bq  obtenu  en  divisant  par 
«la  somme  Aj  -h  Bi.  Si  Tune  des  divisions  ne  se  fait  pas 
exactement,  ou  si  la  somme  Ao-f-Bo  n'est  pas  nulle,  le 
nombre  essayé  a  n'est  pas  racine.  Dans  le  cas  contraire, 
le  calcul  qu'on  vient  d'exécuter  fournit  les  coefficients  du 

quotient  — - — ;  et,  pour  trouver  les  autres  racines  en- 
tières, il  suffit  d'appliquer  la  même  règle  à  ce  quotient, 
-t  ainsi  de  suite. 

\^^%  nombres  qu'il  faut  ainsi  essayer  sont  les  diviseurs 
lu  dernier  terme  de  l'équation  pris  avec  les  signes  -f-  et  — ; 
toutefois  on  devra  rejeter  ceux  des  nombres  ainsi  obtenus 
lui  tomberaient  en  dehors  des  limites  des  racines  et  ceux 
4*^  on  peut  avoir  reconnus  comme  n'étant  pas  des  racines. 
"ftr  exemple,  si  a  est  une  racine  entière,  l'identité  (2), 
savoir  : 

I.  21 


donnera 
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/(±i) 


a 


=  -?(±'); 


d'ailleurs  les  coefficients  de  (f  (x)  étant  entiers,  cp(±  i) 
un  nombre  entier.  Donc  :  le  riombre  entier  a  ne  peut  et 
une  racine  de  V équation  f[x)  =  o  si  f[±i)  nest 
diwible  par  a  zp  i . 

Quant  aux  résultatsy(zh  i)  de  la  substitution  de±i| 
h  x^  ils  s'obtiennent  par  de  simples  additions  ou  soi 
tractions  entre  les  coefficients  def(x)  •,  on  peut  donc 
connaître  immédiatement  si  l'équation  proposée  adid 
les  racines  -»-  i  et  —  i . 

Exemple.  —  Soit  Téquation 

/(dp)  =  X* —  34«'-+-  29a:' -+-  2I2X  —  3oo  =  o, 


on  a 


/(+!) 


92,    /(— 1):=— 45o; 


en  conséquence  -f-  i  et  —  i  ne  sont  pas  racines.  On  re- 
connaît immédiatement  que  toutes  les  racines  réelles 
comprises  entre  — 6  et  -f-65  les  seuls  diviseurs  de  3 
quMl  y  ait  lieu  d'essayer  sont  donc  ±2,  ±3^  ±  4?  ^^> 
mais  il  faut  rejeter  -f-  3  parce  c[aef[ —  i)  n'est  pas  dîfî* 
sible  par  4?  ainsi  que  —  2,  ±4  et  —  5,  parce  que  06S 
nombres  diminués  de  i  ne  sont  pas  des  diviseurs  de 
y(H-i)^  on  devra  donc  se  borner  à  l'essai  des  nombres 
2,  —  3,  -h  5  et  on  disposera  le  calcul  comme  il  suilî  ■ 


-h  I 


0 

-  34 

+  ^9 

4-412 

— 3oo 

2 

-h  I 

■4-  2 

-  3o 

-  3i 

-hiSo 

2 

-h  I 

+  4 

—  22 

-  75 

-  3 

% 

-h  1 

4-  I 

25 

L'essai  du  diviseur  2  ayant  réussi,  on  doit  renouveler  cet 
essai  qui  réussit  encore;  la  troisième  ligne  du  tableau  (p^ 
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îde  renferme  les  coefficients  du  quotient '—-^  et 

^  {x  —  iy 

oe  le  dernier  de  ces  coefficients  n'est  pas  divisible 
i,  on  passe  au  diviseur  — 3,  qui  est  racine;  enfin 
i  du  diviseur  5  ne  réussit  pas,  et  il  en  résulte  que 
Ation  proposée  n'a  que  trois  racines  commens arables, 
p  deux  racines  égales  à  H-  a  et  une  racine  égale  à  —  3. 
ornière  ligne  du  tableau  donne  les  coefficients  du 

ent  7 ~r ôt>  lequel  est  ainsi  a:*  4*  a:  —  a5, 

[x  —  2,y  [x — 3)        ^ 

résolution  de  la  proposée  est  ramenée  i  celle  de 
ition  du  deuxième  degré  x*  -h  x  —  aS  =  o. 

Théorie  des  différences. 

1 .  Lorsqu'on  veut  effectuer  la  séparation  des  racines 
»  d'une  équation,  ou  que  Ton  se  propose  de  resserrer 
tnites  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  une  racine 
séparée,  on  est  conduit  à  calculer  les  résultats  de  la 
itution  de  divers  nombres  à  l'inconnue,  dans  cer- 
s  fonctions  entières  de  cette  inconnue.  Dès  que  le 
)re  de  ces  substitutions  devient  un  peu  considérable, 
indispensable  de  diriger  le  calcul  d'une  manière  ré- 
re  et  méthodique,  ce  à  quoi  l'on  parvient  par  le 
n  de  V algorithme  des  différences  que  nous  allons 
«r  ici. 
it 

aite  limitée  ou  illimitée  de  quantités  assujetties  à  une 
lelconque.  Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  quantités 
Ile  qui  la  suit  immédiatement,  on  formera  une  nou- 
soite  que  nous  représenterons  par 

àUo^     ^Uly     A^2,  ...,     A//„     ... 

[uantités  (a)  sont  dites  les  différences  premières  ou 

Il . 
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les  différences  du  premier  ordre  des  quautités  (i) 
l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'entier  p, 

Si  Ton  opère  sur  la  suite  (a),  comme  nous  venons  deb 
faire  sur  la  suite  (i),  on  formera  une  troisième  suite qop 
nous  représenterons  par 

(3)  A^Woj  A' a,,   A' «2,...,   A'i/^.... 

Ces  quantités  (3)  sont  les  différences  premières  des  quaor 
tités  (2)  ^  elles  sont  dites  aussi  différences  deuxièmes 
différences  du  deuxième  ordre  des  quantités  (1),  et  Ton 
quel  que  soit  [i^ 

Si  la  suite  (1)  renferme  un  nombre  illimité  de  termes,] 
on  pourra  poursuivre  indéfiniment  la  même  série  d'opé- 
rations et  on  formera  de  cette  manière  une  infinité  âej 
suites  nouvelles  qui  comprendront  les  différences  troi' 
sièmes  ou  du  troisième  ordre  des  quantités  (1),  celles  dai 
quatrième  ordre ^  et  ainsi  de  suite  \  on  aura  généralement,] 
quel  que  soit  /i, 

Mais,  si  la  suite  (i)  ne  renferme  qu'un  nombre  limite 
m  H-i  de  quantités,  il  est  évident  qu'il  n'y  aura  que  w^ 
différences  premières,  m — c   différences  deuxièmes,  et  ' 
généralement  m —  /i  -f-i  différences  du  «'*'"''  ordre*,  ainsi,  1 
dans  l'ordre  w,  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  différence. 
On  peut  avoir  à  considérer  des  suites  de  quantités  illi* 
mitées  dans  les  deux  sens,  telles  que 

•  •  •      II' — 3>      l^—ly     " — Il      '^0  9     "m      "2»     /^3  .  .  .  . 

Nos  définitions  n'exigent,  pour  ce  cas,  aucune  modifie^" 
tion,  et  l'on  aura  toujours 


SECTIOIV    I.   CHAPITRE    VII.  325 

pour  toutes  les  valeurs  positives,  nulle  ou  négatives  de 
rindice  fi. 

132.  Expression  générale  des  différences  d'un  ordre 
QUELCONQUE.  —  Nous  uous  proposons  de  donner  ici  Tex- 
pression  générale  de  A"uo  en  fonctions  des  quantités  (i). 
On  a  d'abord 


(4) 

pois 


\Uo  :=  tt,  —  I/o, 


Att,    =Z     Ui    Uiy 


et,  en   retranchant  Tégalité  (4)   de    cette  dernière,   il 
t'  viendra 


(5) 


^^Uo  =  U2  —  2  ttj  -h  Uq. 


Comme  Uo?  ui^  u^  peuvent  être  considérés  comme  trois 
termes  consécutifs  quelconques  dé  la  suite  proposée,  il^st 
évident  que  Ton  aura  aussi 

A^Ui  =  U3  —  2  «2  -f-  Ml  , 

et,  en  retranchant  l'égalité  (5)  de  la  précédente,  on 
obtiendra 


(6) 


A^  «0  ZZl  W3  3  «2  H-   3  a,    Uf, 


On  aperçoit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  pour- 
suivre ces  opérations,  que  l'on  doit  avoir,  quel  que  soitn, 


(7) 


n  n  (n  —  i) 

A«a„  =z  u„ «„_,  H ^^ //„_,  —  .  .  . 

I  1.2 


-(—  l)«-«.  -h(— l)"«o, 


'es  coefficients  numériques  du  second  membre  de  cette 
^îfpression  n'étant  autre  chose  que  ceux  de  la  puissance 
"'""'  d'un  binôme  pris  alternativement  avec  les  signes  -+- 
®*"^.  La  formule  (7)  étant  vériOée  dans  le  cas  de  «  =  i, 
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il  suffit,  pour  en  démontrer  Texactitude,  d'établir  que 
elle  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  n,  elle  subsia 
pour  la'  même  valeur  augmentée  d'une  unité.  Supposo 
donc  que  la  formule  (7)  ait  lieu  pour  zi  =  ft;  en  Tappj 
quant  aux  /x  + 1  premiers  termes  de  la  suite  proposa 
puis  aux  /i  + 1  termes  qui  suivent  le  premier  z/09  on  ani 

si  l'on  retranche  la  première  de  ces  égalités  de  la  seconde 
et  que  Ton  ait  égard  à  l'identité 

f*  (ft  l)..i(pt  /•  -f-  1)  fA  (tt  l).«.(fA  —  ^4-î 

1.2.  .  .A-  ï  .2.  .  .{A-  —  l) 

(ff4- 1)  ft  (fx  —  1) . , .  (fx  —  A:  H-  2) 

I    •  2  •    »    m  /C 

il  viendra 

àf^^   «0  —  w^^, j^ —  u^  H -— -  a^_j  — ...  -h  (—1^ 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  fourni  par  la  foi 
mule  (7),  quand  on  fait  dans  celle-ci  n  =  [i-i-  i, 

153.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  1 
fonction  du  premier  terme  et  de  ses  différences.  - 
On  a,  d'abord, 

(9)  ''1  --  «0-4-  A«„, 

puis 

et,  en  ajoutant  cette  égalité  à  Tégalilé  (9),  il  vient 

(10)  f/a  =  i/« -h  ?.Affp-f- A'tto; 
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on  peut  appliquer  à  la  suite  (a)  des  différences  premières 
la  proposition  exprimée  par  la  formule  précédente^  ce  qui 
donne 

A  Wj  =  A  «0  -f-  2  A'  Wfl  -f-  A*  u^  ; 

cette  formule  étant  ajoutée  à  la  formule  (lo),  il  vient 

(il)  «8  =  «0 -+- 3AWo  +  3A'«j-f- A^tto* 

Ces  résultats  nous  permettent  d'écrire  immédiatement  la 
formule  générale  suivante  : 

.    .  n  n(n  — i)  n 

(12)   tt„izi:aa-f--AaoH ^^ A'^o  "+-.••-<-- ^""'«o+ A"".» 


I  .2 


S  laquelle  les  coefficients  numériques  sont  ceux  du 
développement  de  la  n'^"*'  puissance  d^un  binôme.  Cette 
formule  est  vériOée  dans  le  cas  de  ^  =  i ,  et,  pour  en  dé- 
montrer la  généralité,  il  suffira  d'établir  que  si  elle  a  lieu 
pour  une  valeur  quelconque  jx  de  w,  elle  subsiste  pour 

La  formule  (i  a)  ayant  lieu  par  hypothèse  pour  n=z  [i^ 
nous  pouvons  l'appliquer  non-seulement  à  la  suite  (i), 
mais  aussi  à  la  suite  (2)  que  forment  les  différences  pre- 
mières 5  on  a  donc 

tt  =  tf.  -H  ^  Allé  -+-  ^^^"^  ^'  A'  «0  H-  ...  -h  A^  «0, 
^  I  1.2 

I  1.2  I 

ajoutant  ces  égalités  et  ayant  égard  à  la  formule  (8),  il 
vient 

■  I  1.2 

^®  ^î  est  le  résultat  que  donne  la  formule  {12)  quand  on 
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154.    DiFFÉREIfCES   DES   FOWCTIOW S  ENTIÈRES.    —    Sok    / 

une  fonction  entière  de  x.  Donnons  à  x  les  valeurs  sac- 
cessîves 


•      •     •        tXr  |i 


/i ,   .r,, ,    Xo  -H  ^ ,    x,  +  2  ^ , .  .  .  ,    JTa  -f-  «^ , .  . , , 


qui  forment  une  progression  arithmétique  dans  laquelle^ 
la  différence  constante  est  égale  à  A,  et  désignons  par 

...  // 1   m  li^  m  Itt   m  U-t   •     •     •      •      «  Mj»  .     .      • 


-l>       •*•»       **l  5       "2  5 


y     "m 


les  valeurs  correspondantes  de  u.  Ces  valeurs,  ainsi  que 
leurs  différences  du  premier,  du  deuxième,  etc.,  ordre, 
seront  données  par  les  formules 


OÙ  il  sufGra  de  substituer  successivement  à  x  les  valeurs 
...  (xq  —  A),  Xo,  (a^o-f-Zi),...  Les  quantités  Au,  A*",.* 
seront  dites  les  différences  première,  deuxième,  etc.,  de 
la  fonction  u. 

Théorème.  —  La  différence  /n**'"'  d'une  Jonction  eti' 
tière  de  x,  du  degré  m,  est  constante. 


Soit 


u  — /(ar)  —  Ao  X"'  -h  A,  x"-'  -h  .  .  .  -f-  A;„_t  X  -^  km 


une  fonction  entière  du  degré  m;  on  aura 


Aw=:/(jp-f- A)— /(.r) 


>m 


.  .  .H- 


I  .2 


1  .  2  ...  m 


/"(«); 


SECTION    I.    CHAPITRE    Vil.  32g 

le  second  membre  de  celle  formule  est  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  m  —  i,  dans  laquelle  le  coeflScient  de 
af  *  est  évidemment  mAoh'^  on  a  donc 

ce  qui  montre  que  la  différence  Au  d'une  fonction  en- 
tière u  du  degré  m  est  une  fonction  entière  du  degré  m — i , 
et  que  le  premier  terme  de  Au  s'obtient  en  multipliant 
par  h  la  dérivée  du  premier  terme  de  u.  Cette  proposi- 
tion nous  donne  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

A*u  =  m{m  —  i)Ao//^-r«-'  -h.  .  ., 

A^ttrr:  w(/W  —  l)(/W  —  l)  Ao /l""  X""-' 


ùT^u  m  m(m  —  i). .  .2. 1  Ao//*"; 

on  voit  que  la  différence  m'^"**  A'"  u  est  indépendante  de  x^ 
et  qu'elle  s'obtient  en  multipliant  par  h"'  la  w**'"*  dérivée 
Je  M,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Il  résulte  de  là  que  les  différences  de  u  des  ordres  su- 
périeurs à  m  sont  nulles. 

i55.  Substitution  de  nombres  équidistàwts  dans  une 
P'OncTiow  ENTIÈRE.  —  La  proposition  que  nous  venons 
l'établir  conduit  à  une  conséquence  très-importante  qui 
f^mplit  l'objet  principal  que  nous  avions  en  vue,  et  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

«Si  l*on  doit  substituer  à  x  une  suite  rie  nombres  équi- 
distants 

^*^ns  une  fonction  entière  u=f(x)  du  degré  w,  ilsuf» 
fi^d  de  calculer  directement  les  résultats  de  la  substitu- 
^on  de  m  termes  consécutifs  de  la  suite,  après  quoi  on 
^l^^iendra  les  résultats  de  la  substitution  de  tous  les  au- 
^^^s  nombres  par  de  simples  additions. 
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En  effet,  considérons  le  tableau  suivant  dans  lequel  on 
trouve  la  série  des  valeurs  que  prennent  la  fonctiou  u 
et  toutes  ses  différences  jusqu^à  celle  de  Tordre  m,  quand 
on  donne  à  x  toute  la  série  des  valeurs   ...J^o  —  A,  x,, 


X 

u 

Att 

A'tf 

A""*  a 

A"tf 

•  •   • 

x^—h 

«-. 

A«_, 

A'"-, 

A"-»  a_^ 

A^a,, 

^0 

"o 

A«. 

A'«o 

A"-'  w^ 

A"*», 

x^-\-h 

«I 

A«. 

A'w, 

A'^^w, 

A^tt, 

X^-^7.h 

•   •  • 

Ak, 

•   •  •   •   • 

A'tt, 

A"»-»  «, 

A"  a, 

Pour  construire  ce  tableau  nous  calculons  directement 
les  m  valeurs  de  u  qui  répondent  à  m  valeurs  consécu- 
tives de  X,  et  nous  les  inscrivons  en  regard  de  ces  va- 
leurs dans  la  colonne  qui  est  intitulée  u.  Nous  formons 
ensuite  les  différences  successives  de  cette  suite  de  m 
termes,  jusqu'à  l'ordre  m  —  i,  et  nous  écrivons  les  résul- 
tats dans  les  colonnes  respectives  intitulées  A  ii-,  A'ii,..m 
^m-i^^.  Qous  avons  ainsi  m  —  i  termes  dans  la  colonne 
ùkU^m —  2  dans  la  colonne  A^i/^ . . . ,  i  terme  seulement 
dans  la  colonne  A'"""*m.  Mais  la  différence  A"* m  est  con» 
stante  et  sa  valeur  est  connue  d'avance;  on  peut  donc 
former  la  dernière  colonne  du  tableau  et  la  prolonger 
indéfiniment  en  haut  et  en  bas.  Cela  fait,  on  a  tout  ce 
qu'il  faut  pour  prolonger  les  diverses  colonnes  du  tableau 
aussi  loin  que  Ton  voudra,  soit  en  haut,  soit  en  bas.  En 
effet,  chaque  terme  de  Tune  des  colonnes  marquées  »> 
ùku^. .  .^  est  égal  à  celui  qui  est  au-dessus  de  lui,  aug- 
menté du  terme  qui  correspond  à  ce  dernier  dans  la  co- 
lonne suivante,  ou  égal  à  celui  qui  est  au-dessou«  de  lui 
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dans  la  même  colonne,  diminué  du  terme  qui  lui  corres- 
pond dans  la  colonne  suivante.  Il  résulte  évidemment  de 
laque  si  l'on  a  inscrit  h  termes  dans  Tune  quelconque  des 
colonnes,  il  suffira  de  connaître  un  seul  terme  de  la  co- 
lonne précédente,  pour  pouvoir  inscrire  dans  celles-ci 
k  nouveaux  termes. 

156.  DÉTERMIIIÀTION  d'une  FONCTlOn  EUTlkaS  DU  DEGRÉ 
m  AU  MOTElf  DES  VALEURS  DE  CETTE  FONCTION  QUI  RÉPON- 
DENT A  m  H-  I   VALEURS  ÉQUIDISTANTES  DE  LA  VARIABLE.  

Soit  u  =  f(x)  une  fonction  entière  du  degré  m,  et  dési- 
pionspar. 

les  valeurs  que  prend  cette  fonction  quand  on  donne  à  x 
les  OT  4-  I  valeurs 

On  a,  pour  toutes  les  valeurs  i ,  2, .  •  • ,  m  de  /z, 

n  nin  —  i)    . 

I  1.2 

-h  -^ ^ — 7 A  «0  H- ...  ; 

1.2.  *  «A* 

^us  les  termes  du  second  membre  de  cette  formule,  à 
partir  du  deuxième,  s^obtiennent  en  donnant  à  h  les  va- 
leurs I,  2,  3,. .  •,  72  dans  Texpression 

/î(w  —  !)...(/?  —  X'-f-l)      , 

7 a  i«o> 

I  .  2  .   .   •  A* 

^ais  comme  cette  expression  se  réduit  évidemment  à 
'éro,  pour  les  valeurs  w  -H  I5  w  -h  2, . . . ,  m  de  A,  on 
peut  écrire 

,    ,   n  nin  —  i)  nin  —  \) .  .  An — /»-f-i) 

I  1.2  I     2.  .  ./M 
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Si  Ton  remplace,  dans  le  second  membre  de  cette  formul 
w  par  —  — *-i  on  formera  la  fonction  suivante  : 


X  X^\  (x JTo  \  A^Wo 

; /W  -4-  1        , 

//  J  i  ,1.  .  ,m 

qui  se  réduit  évidemment  à  m„  pour  x  =  x^-j^  nh,  et 
en  la  retranchant  def(x)i  on  obtiendra  une  fonctioû 
entière  du  degré  m  qui  sera  nulle  pour  les  m  -h  i  va- 
leurs Xo^  Xq  +  A, . . . ,  j^o  4-  mh  de  x  :  or  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  la  fonction  dont  il  s'agît  est  identique- 
ment nulle  ;  on  a  donc 

^,   .  X  —  J7oA«o        [x  —  x^ix  —  Xo  —  A)  A'ifo 

f[x)  —  u^-\ —  -f-^ '^ '  -J--  -f-... 

./  I         /t  1.2  h^ 

(x — x^)[x  —  x^ — A).,.(x — x^ — m — 1  h)  ^^^ . 

I  .  2  .  3  ...  771  «* 

Cette  formule  subsiste  quel  que  soit  h  \  si  Ton  fait  tendre  /^ 
vers  zéro  et  que  l'on  représente  par  u^  la  limite  de  -jîfe^ 
pour  A  =  o ,  on  aura 

^     '-^  ^    '  1  0  1.2  «  1.2. ../7I    • 

d'où  il  résulte  que  u[    est  la  valeur  de  la  A'*"**  dérivée 
f[x)  pour  x  =  Xoj  en  sorte  que  l'on  a 

y  *(a:)  zr:  Iim — T/T'^y      pourAzno. 

,1S7.  Limites  des  racines  réelles  d'une  équation. 
Lorsqu'on  substitue  des  nombres  équidistants  dans     -"^ 
premier  membre  d'une  équation  /(.r)  =r  o,  en  suivant    '^ 
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marche  indiquée  au  n^  155,  les  résultats  obtenus  suffisent 
pour  faire  connaître  deux  limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  toutes  les  racines  réelles. 
En  effet,  soient 

f^  -{- 1   termes  consécutifs   quelconques  de  la  série  des 
valeurs  substituées,  et  supposons  h  positive.  Si  les  quan- 
ti tes  I/o,  Amo,.  . .,  A"*Mo  qui  répondent  à  Xo  sont  toutes 
positives,  la  formule  (i)  montre  que  Ton  sl  f(x)'^o 
pour  toutes  les  valeurs  de    x  égales   ou  supérieures   à 
-•^o  4-  (m  —  i)A;  cette  quantité  est  donc  une  limite  supé- 
rieure des  racines.  Pareillement,  si  les  quantités  i/q,  Amoî 
^^Ujj, . . . ,  A"*i/q  sont  alternalîvetnent  positives  et  néga- 
tives, on  aura  constamment  ^{x)  ^  o,  ou  constamment 
^(x)<^o,  pour  les  valeurs  de  x  égales  ou  inférieures 
à  x^]  doiic,  dans  ce  cas,  x^  est  une  limite  inférieure  des 
racines. 

158.  Substitution  de  nombres  intermédiaires.  — 
Quand  on  a  calculé  les  résultats  de  la  substitutioa  des 
^nnes  de  la  progression  par  différence 

^'^tis  une  fonction  entière  de  x,  si  Ton  veut  avoir  les  résul- 
^^t&  de  la  substitution  des  termes  d'une  nouvelle  progres- 
^^^xx  telle  que 

^^    peut  y  parvenir  en  profitant  des  calculs  déjà  exécutés. 

Supposons,  par  exemple,  A'=  —  et  posons  x  =  x^-\ ? 

^      formule  (i)  du  n**  156  donnera 

•^  C    -î^oH-  —  )  =  ttoH-N(')Aw„-f-N(2)A2«o-4-.  .  .-f-]N('")A'"«„, 
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eu  faisant,  pour  abréger, 


j^(*)  _  n{n  —  io){n^2o)...[n  —  io(^  —  i)] 

I  .  2  .  3  .  .  .  ^ .  I  G* 


Nous  emploierons  la  caractéristique  â  pour  représen 
ter  les  différences  d'une  fonction  quelconque  de  la  varia- 
ble n  relatives  à  un  accroissement  de  n  égal  à  i  •  Aha 
N^^^  étant  une  fonction  entière  de  n  du  degré  A,  sa  diffé- 
rence kf^""'  sera  constante  ;  on  aura  ainsi 


Si  Ton  fait  n  =  o  et  que  l'on  désigne  par  î*N;'*^  ce 
que  devient  alors  î*N^^s  la  formule  précédente  donnera 

Au  moyen  de  cette  dernière  formule  on  peut  calculer 
Îmo,  cÎ'moi  •  •  •  9  ^"*"o?  et  avec  ces  valeurs  on  construira  U 
tableau  relatif  aux  substitutions  nouvelles.  On  oblieo 
ainsi  les  résultats  suivants  : 

^«0  =  o,i  Atfo—  0,045 A» «0  -+-  0,0285 A» «0  —  o;o2o6625a*«» 
-+-  0,0161  i675A*tfo  —  •  •  •  î 

d'n„  z=  0,01  A'tfo  —  0,009  A* ^0 

-4-  0,007725  A*  /lo  —  0,0066975  A*  «0  -h  ...  , 

§^no^=  0,001  A^tto —  o,ooi35A<Mo  +  o, 00 14625 A* «0  — . . ., 

S*U(,=z  0,0001  A* «0  —  o,oooï8A^Wo  +.  .  .  , 

S^Uo  =  0,00001  A*tto  —  .  .  .  , 

qui   suffisent  jusqu'au  cinquième  degré  inclusivemen 
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jépplicalion  à  un  exemple. 

159.  Considérons  Téquation  du  troisième  degré 

x^  —  7x-f-  7  =o  (*)j 

fes  théories  exposées  dans  le  Chapitre  précédent  indiquent 
que  cette  équation  a  trois  racines  réelles,  l'une  négative 
supérieure  à  —  4>  ^^  ^^^  deux  autres  positives  comprises 
entre  i  et  2;  on  arrive  facilement  aux  mêmes  résultats 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  par  le  moyen  des  substitutions. 
Substituons  d'abord  des  nombres  entiers  ;  les  trois  nom- 
bres 

—  I,  o,    H-I 

donnent  les  résultats 

-f-iS,  +7,  -f-i, 

d'où  Ton  tire  les  différences  premières 

-6,  -6, 

et  la  différence  deuxième 

o; 

'a  différence  troisième  étant  constante  et  égale  à  6,  nous 
'orrnerons  avec  les  résultats  qui  précèdent  le  tableau  suî- 


C  '^  )  Cette  équation  est  Tune  de  celles  que  Lagrange  a  choisies  pour  exem- 
■^'^9  dans  la  Résolution  des  équations  numériques  ;  elle  se  déduit  de  Téqua- 
^^O   r"-+-«*  —  a«  — 1  =  0  que  nous  avons  considérée  au  n<>  101,  au  moyen 


a  transformation  s  = 


X I 
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,x 

u 

^u 

\^u 

A^M 

•    •    •    • 

•   •  •  • 

•  •  •  • 

•   •  •  • 

•  •  •  • 

-  4 

^9 

+3o 

-i8 

-\-  6 

—  3 

+  I 

4-12 

—  la 

4-  6 

—  a 

+i3 

o 

-  6 

4-  6 

—  I 

H-l3 

--  Q 

o 

4-6 

o 

+  7 

-  6 

4-  6 

-h  6 

-\-  I 

+  I 

o 

4-12 

+  6 

+    2 

4-  I 

+ia 

4-i8 

4-  6 

4-  3 

+i3 

•   •   •   • 

•   •    •  • 

•  •   •   • 

*  '•  • 

•  •  •  • 

•   •   •  « 

*  •  «   • 

•   •  •  • 

Les  valeurs  de  m,  A//., .  .  . ,  qui  répondent  à  x  =  i, 
positives^  donc  i  4-  2  ou  3  est  une  limite  supérieur 
racines  \  pareillement  les  valeurs  de  u,  Au, .  .  . ,  qu 
pondent  à  x  =  —  4?  sont  alternativement  positives  e 
gatives  ;  donc» —  4  ^st  une  limite  inférieure  des  rac 
L'inspection  du  tableau  montre  que  la  racine  négatif 
comprise  entre  — 4  et  — 3,  mais  elle  ne  fait  rien  conn 
à  l'égard  des  deux  autres  racines^  remarquons  cepen 
que  si  nous  n'avions  aucun  renseignement  sur  la  n; 
de  ces  racines,  les  résultats  précédents  nous  porterai 
penser  qu'elles  doivent  être  comprises,  si  elles  sont  ré< 
entre  i  et  2,  et  nous  serions  ainsi  conduits  à  opér 
nouvelles  substitutions  dans  l'intervalle  de  ces 
limites,  comme  la  méthode  de  Sturm  ou  celle  de  Fo 
en  démontre  la  nécessité. 

Nous  substituerons  donc  en  deuxième  lieu  des  non 
croissants  par  dixième  entre  1  et  2.  Les  formule 
n*'  158  donnent 

(îtto  =:  0,1  A//o  —  0,045  A' «0  4-  0,0285A'tto> 

^'/^o  n=  0,01  Ji'^//û  —  0,009^^/^0, 
^'//„  1=1  0,001  A^Wo. 
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Si  donc  on' prend  j^o  =  i?  on  aura,  d'après  le  tableau 
qui  précède, 

«o=H-i,      A  «0  =  0,      A^tto=  -f-  ï2,      A^Mo=H-6, 

d'où 

^«0  =  —  o>369,     d^Uo=z  -h  o,o66,     $^uo  =  o,oo6. 

Nous  remettons  la  caractéristique  A  au  lieu  de  5,  et  nous 
construisons  le  tableau  qui  suit  en  partant  /les  données 

a?=i,o,      a=  H- 1,000,      Au  =  —  0,869, 
A*a  =  H-  0,066,      A^a  ==  -4-  0,006. 


a: 

£^ 

^u 

A'tt 

à^u 

i,o 

+    1,000 

_^ 

0,369 

+  0,066 

-h  0,006 

»ji 

-f-  o,63i 

— 

o,3o3 

+  0,072 

+  0,006 

',a 

+  0,328 

— 

0,23l 

+  0,078 

+  0,006 

>,3 

+  0,097 

— 

o,i53 

+  0,084 

-h  0,006 

»>4 

—  o,o56 

— 

0,069 

4-  0,090 

+  0,006 

«>5 

—   0,I25 

+ 

0,021 

+  0,096 

+  0,006 

«,6 

—  0,104 

+ 

0,117 

+  0, 102 

4-  0,006 

».7 

-h  o,oi3 

-h 

0,219 

+  0,108 

-f-  0,006 

»,8 

+   0,232 

+ 

0,327 

4-  0,114 

«.9 

+  0,559 

+ 

0,441 

^ 

»,0 

-h  1,000 

*^ 

^*^    voit  que  l'équation  proposée  a  deux  racines  posi- 
Vcs,  l'une  entre  i,3  et  1,4,  Vautre  entre  1,6  et  1,7. 

Si  l'on  veut  resserrer  les  limites  de  chaque  racine,  il 
^tidra  substituer  des  nombres  croissant  par  centième. 
""ï^  prenant  a:©  =  i»3  on  a,  d'après  le  tableau  précédent, 

^=+0,097,  Aao= — 0,1 53,  A*  «0^^ +0,084,  A'wo  =  o,oo6, 
-t  ou  en  conclut 

^"•^  —  O9O18909,     <î'at  =  -f- 0,000786,     ^*  Ko  =0,000006; 
I.  22 
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prenant,  en  second  lieu,  j:o=  i,6,  on  a 

^0= — 0>I04>     ^Uo=-^0,ll'J,     A*ao=-*-o,i02,     A'tt«=0,Oo5, 

ce  qui  donne 

^^0= +  0,007281,     ^'«0  =  -1-0,000966,     ^*  «0=0,000006. 


Au  moyen  de  ces  résultats,  on  peut  construire  les  deax 
nouveaux  tableaux  qui  suivent,  dans  lesquels  on  a  rétabli 
la  caractéristique  A  au  lieu  de  d. 


x 


,3o 
,3i 

,32 

,33 

,34 
,35 

,36 


u 


-f-o,  097000 
+0,078091 
+0,059968 
+0,042637 
+0,026104 
+0,010375 

—0,004544 


I^iU 


0,018909 

-0,018123 
■0,017331 
■o,oi6533 
•0,015729 
■0,014919 


A'tt 


+0,000786 
+0,000792 
+0,000798 

+0,000804 
+0,000810 


A' M 


+0,000006 
+0,000006 
+0,000006 
+0,000006 


.V 

u 

Af^ 

^^u 

A'tf 

1,60 

— 0,104000 

+0,007281 

+0,000966 

+0,000006 

1,61 

—0,096719 

+0,008247 

+0,000972 

+0,000006 

1,62 

—0,088472 

+0,009219 

+0 .  000978 

+0,000006 

1,63 

—0,079253 

+0,010197 

+0,000984 

+0,000006 

1,64 

—0,069056 

+0,011181 

+0,000990 

+0,000006 

1,65 

—0,057875 

+0,012171 

+0,000996 

+0,000006 

1,66 

—0,045704 

+o,oi3i67 

+0,001002 

+0,000006 

1,67 

—0, 032537 

-■1-0,014169 

+0,001008 

+0,000006 

1,68 
1,69 

—0, 018368 
— o,oo3i9i 

+o,oi5i77 
+0,016191 

+0,001014 

1,70 

+o,oi3ooo 

On  voit  que  la  première  racine  est  comprise  entre  i,35 
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936,  la  seconde  entre  1,69  et  1^70^  il  est  évident 
3n  poursuivant  la  même  marche  on  pourrait  calculer 
cune  de  ces  racines  avec  une  approximation  aussi 
ndeque  Ton  voudrait. 

Méthode  d^ approximation  de  Newton. 

160.  Lorsqu'une  racine  d'une  équation  est  séparée,  on 
it  resserrer  indéfiniment,  comme  on  vient  de  le  voir, 
limites  qui  la  comprennent,  ce  qui  permet  d'obtenir 
racine  avec  l'approximation  dont  ou  a  besoin.  Mais  le 
cul  devient  de  plus  en  plus  laborieux  ;  aussi  n'emploie- 
D  habituellement  la  voie  des  substitutions  que  pour 
erminer  les  deux  ou  trois  premiers  chiffres,  après  quoi 
1  a  recours,  pour  achever  le  calcul,  à  des  méthodes  plus 
)éditives.  Parmi  ces  méthodes,  on  doit  remarquer  sur- 
it celle  qui  est  due  à  Newton  et  que  nous  allons  exposer. 
Soit  Féquation  du  degré  m 

/(.r).— o, 

supposons  que  Ton  connaisse  une  première  valeur 
prochée  a  de  l'une  des  racines  •,  si  l'on  désigne  par  a-\-u 
valeur  exacte  de  cette  racine,  on  aura 

f[a  -f-  a)  =  o 

I  '  I  .  ^  1.2.../// 

>à  l'on  tire 

/(a)         r[a)     u}  f-{a)  W- 


u=  — 


l'on  néglige  les  puissances  de  u  qui  figurent  dans  le 
ond  membre  de  cette  formule,  on  aura,  avec  une  ap- 

9.2, 
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proximation  d*autant  plus  grande  que  u  sera  plus  petit, 


(2)    . 

et  si  Ton  fait 


u 


_    A") 


_.     A") 


b  z=  a ^.-.  \» 


b  sera  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine.  On 
peut  appliquer  le  même  procédé  en  partant  de  cette  va- 
leur £,  et  on  en  conclura  une  troisième  valeur  approcliée 

et  ainsi  de  suite. 

Telle  est  la  méthode  de  Newton  ^  elle  permet,  en  gêné* 
ral^  d'obtenir  promptement  une  très-grande  approxima- 
tion, et  il  est  aisé  d'apprécier,  dans  chaque  cas,  le  degr^ 
de  rapidité  avec  lequel  cette  approximation  augmente,  en 
estimant  la  grandeur  des  termes  négligés  dans  le  passage 
des  équations  rigoureuses  telles  que  (i)  aux  égalités  appro- 
chées dont  on  fait  usage. 

161.  Exemple.  —  Soit  Téquation  x*  —  ya:  +  7=o 
déjà  considérée  au  n**  159.  Nous  avons  vu  que  Tune  des 
racines  est  comprise  entre  i,35  et  i,36^  appliquons  la 
méthode  de  Newton  au  calcul  de  cette  racine,  en  partantde 
la  valeur  approchée  a=  1,35  5  l'équation  (i)  devient  ici 


u=--^\ 


/"[") 


f'{a)        ^f'(a) 
et  Ton  a 


W 


6/'(«) 


w 


f{a)  =  -f-  0,010375, 
/'(a)=- 1,5325, 


l/"(^)  =  3x. 


-/"(û)  =  +4,o5, 


g  /'"(•'•) 


g/"'(«)=  +  i; 
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mme  u  est  <^o,oi,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  la 
écédente  expression  de  u,  la  somme  des  termes  en  u*  et 
L  u*  est  positive  et  inférieure  à  o,ooo3  •,  si  donc  on  pose 

0,010875 


i ,53^5 


=  0,0067. . ., 


erreur  commise  sera  moindre  que  cette  limite.  Nous 
%ndrons  pour  deuxième  valeur  approchée 


1». 


è— 1,3568; 

W  aura 

/{à)      o,oooi4  i5864  32, 
/'(^)-- 1,47728128, 

i/''(6)       +4,0704, 
2  ff 

i/"'(é)=+.; 

1  voit,  à  la  simple  inspection  de  ces  formules,  que  f(x) 
îvient  négative  pour  x=:  b  +  0,0001,  d'où  il  résulte 
lela  racine  dont  nous  nous  occupons  est  comprise  entre 
i3568  et  1,3569.  ^^  ^'on  désigne  cette  racine  par  b+u^ 
laara 


r(b)    2/'(è)      2/"(ô3 

somme  des  deux  derniers  termes  du  second  membre  est 
ïsitive  et  inférieure  à  o,ooooooo3,  donc  la  formule 

/{b)       o,oooi4 1586432 


«=:  — 


T{b)=    '1,47728128      =°.«o°«9584... 


>nnera  la  valeur  de  w  à  trois  unités  près  du  huitième 
■dre  décimal,  en  sorte  que  la  racine  demandée  a  pour 
ileur 

1 ,35689  58 

ec  sept  décimales  exactes. 
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Complément  de  la  métkade  de  Newton. 

162.  La  méthode  de  Newton  ne  laisse  rien  à  désirer 
sous  le  rapport  de  la  simplicité,  mais  elle  exige  que  Ton 
discute  dans  chaque  cas  le  degré  d^exactitude  des  résul- 
tats qu'elle  fournit,  et  ainsi  elle  ne  remplit  pas  la  condi- 
tion qu'on  doit  im{>oser  à  toute  méthode  d'approximation, 
savoir,  de  donner  simultanément  une  limite  inférieure 
et  une  limite  supérieure  de  la  quantité  qu'on  veut  éva- 
luer. Mais  il  est  facile,  comme  on  va  le  voir,  de  combli 
cette  lacune  sans  altérer  l'essence  de  la  méthode. 

Soient  a  et  6  ^  a  deux  nombres  qui  comprennent  une] 
seule  racine  x^  de  l'équation 

Comme  nous  supposons  que  cette  équation  n'a  pas  de 
racines  égales,  on  peut  admettre  que  les  équatiwi 
y'(j:)=:o,  f^^(x)  =  o  n'ont  aucune  racine  compiise 
entre  a  et  6;  s'il  en  était  autrement,  il  faudraii  resserrer^ 
les  limites  qui  comprennent  la  racine  x^.  Lorsqu'on 
plique  la  méthode  de  Fourier  à  la  détermination  de  ces 
limites,  on  est  assuré  que  notre  condition  se  trouve  remr 
plie,  quand,  la  suite  des  indices  que  l'on  forme,  confor- 
mément à  cette  méthode,  commence  par  les  noai- 
bres  i,o,  o. 

D'après  notre  hypothèse,  f(x)  change  une  fois  de 
signe  quand  x  croît  de  a  à  6,  mais  f  [x)  et  f"(x]  con- 
servent le  même  signe.  Considérons  la  fonction 

(-)  ?(-)  =— 7^)' 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n°  l^S  et  qui  est 
croissante  ou  décroissante  suivant  que  f{x)  et  f^i-^l  \ 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
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Si/(jr:)  et  /"(x)  sont  de  même  signe  pour  x  =  «, 
a  fonction  f(x)  sera  croissante  de  x=ra  à  x  =  Xo  et 
îMe  sera  décroissante  de  x  =  x^  k  x  =  ë  \  le  maximum 
de  ^(x)  est  donc  (([Xq)  ou  x^,  et  Ton  a 

j:,>(p(a)     et     ar.>t(6), 
OU 

*>-^,  »  '•>'-/^,- 

Si,  au  contraire,  ^ (j?)  et  f"[x)  sont  de  signes  contraires 
pour  x  =  a,  la  fonction  ^[x)  décroîtra  de  x  =  a  à 
r  =  Xo  et  elle  croîtra  de  x  =  x^^  à  x  =  6,  en  sorte  que 
^[x^  ou  Xq  sera  alors  un  minimum;  on  aura  donc 

D  résulte  de  là  qu'en  appliquant  la  méthode  de  Newton 
i  Tune  ou  à  l'autre  des  deux  limites  a  et  6,  on  obtient 
dans  tous  les  cas  des  résultats  qui  sont  tous  deux  en  deçà 
oa  au  delà  de  la  racine  et  qui,  en  conséquence,  ne  peu- 
vent fournir  qu'une  limite  unique. 

Pour  avoir  une  seconde  limite,  je  considérerai  la  fonc- 
tion 

(3)  'if[x)z=zf^[x) — M(:i? — JCo)% 

OÙ  M  désigne  une  constante  de  même  signe  que  le  rapport 

"Trr^  et  dont  la  valeur  absolue  soit  au  moins  égale  à  la 

r[x] 

^itié  de  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  que  prend  le 
^ême  rapport,  quand  x  croit  de  a  à  6;  d'après  cela  on 
^Urra  écrire 

4)  ^^  =  '«». 

^  étant  une  fonction  de  x  dont  la  valeur  reste  comprise 
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entre  o  et  i ,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  S; 
je  poserai  en  outre 

(5)  ^  =  A(:r-^.). 

Nous  avons  vu  (n**  143)  que  Ton  a 

y(;r  +  A)-y(x)        f{x)f"[x)    , 

h  f'^[x)       ^    ' 

s  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  A;  il  en  résulte  que 
si  Ton  fait,  pour  abréger  Técrilure, 

la  formule  (3)  dôrinera 

•^(x-^h)  —^{x)        ...    , 

1 ^^^-^  =  f  (*)H-'3, 

m  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  h. 

En  vertu  des  formules  (4)  et  (5),  la  valeur  de  i/[x] 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(6)  f  (or)  z=z  —  2M{i  —  A0)(a:  ~  x,)\ 

et  il  est  évident  que  la  fonction  ^[x]  est  croissante  ou 
décroissante  entre  les  limites  a:  =  a,  a:  =  6,  suivant  que 
^'  [x)  est  positive  ou  négative. 

Cela  posé,  si  f{x)  et  f''[x)  sont  de  même  signe  pour 
x  =  (X.^  on  a,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  cp  [x)  <^  x^  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  ar^;  cette  inégalité 
équivaut  à  A  <^i',  d'ailleurs,  dans  le  cas  que  nous  exa- 
minons, M  est  négatif,  car  f{x)  et  f'{x)  sont  de  signes 
contraires  pour  x  rzzioL^  donc  l'expression  (6)  de  ^'[x)  est 
négative,  el^[x)  décroit  quand  x  croit  de  a  à  Xo  5  on  a, 
par  suite,  4'(^o)  <C^(^)  0^ 
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ëunt  <^  o,  si  Ton  remplace  Xo  par  S  dans  le  second 
imbre  de  cette  in^alité,  on  aura  à  plus  forte  raison 

f(x)  et  f^(x)  sont  de  signes  contraires  pourx=a, 
$  fonctions  seront  de  même  signe  pour  x  =  S  ;  dans  ce 
s,  on  a,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a:^  et  S , 
x)  >►  Xo ,  ce  qui  équivaut  à  A  <  i .  Maïs  ici,  M  est  po- 
if;  par  conséquent  ^'(x)  est  négative  et  4'(->i^)  est  une 
action  décroissante.  On  a  donc  4'(^o)  I^^'i^)  ^^ 

[remplaçant  Xq  par  a  dans  ^(6),  on  aura,  à  plus  forte 
ison, 

^.>6-P^-M(6-a)'. 

e  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Soient  oc  et  S  "^  a  deux  nombres  qui  comprennent  une 
ule  racine  x^  de  V équation  f(x)  =  o  et  qui  ne  corn-* 
*ennent    aucune    racine    des    équations  y(x)=:o, 

(x)  =  o;  2 M  un  nombre  qui  ait  le  signe  du  rapport 

rr~!  et  dont  le  module  soit  égal  ou  supérieur  au  plus 

'and  des  modules  que  prend  le  même  rapport  quand  x 
vie  entre  a  et  S.  Si  Von  désigne  par  a  celle  des  deux 
nites  a,  ë  pour  laquelle  les  fonctions  f[x)^  f"[^) 
nt  de  même  signe,  et  par  b  celle  pour  laquelle  les 
^mes  fonctions  sont  de  signes  contraires,  on  aura 
5  nouvelles  limites  de  la  racine  x. 


0? 


nt  la  première  est  précisément  celle  de  Newton.  Si  la 
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fonction  f" [x)  varie  dans  le  même  sens,  entre  le, 
mites  a  et  by  auquel  cas  f'"(x)  conserve  le  même  si^ 
on  pourra  former  le  nombre  M  en  divisant  ceUe 

deux  quantités  -  f"[à),  -f  [b)  quia  la  plus  grande 

leur  absolue  y  par  celle  des  deux  f  [a),  f(^)  9^ 
plus  petite  valeur  absolue. 

Le  nombre  M  étant  calculé  comme  nous  venons  de 
diquer,  il  est  nécessaire,  pour  notre  objet,  que  la  va 
absolue  du  produit  M  (a — b)  soit  inférieure  à  Tunit 
le  contraire  avait  lieu,  il  serait  indispensable  de  ressc 
les  limites  de  la  racine,  avant  d^appliquer  la  métl 
Supposons  que  la  valeur  absolue  de  M  soit  com] 

entre  — ;— -  et  — v  9  h  étant  un  entier  positif,  nul  ou  i 
10*-'        10*  ^  ' 

tif,  et  que  — ^  soit  la  différence  des  limites  primitii 

et  S  ou  a  et  £.  Au  moyen  de  ces  limites  a  et  b  on  a 
lera,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  nouvelles  limite 
b^ ,  puis  de  celles-ci  on  en  conclura  deux  autres  a% 
et  ainsi  de  suite*,  si  Ton  pose  généralement 

a    —  b    r=:  dz  g   , 

en  sorte  que  e  représente  la  valeur  absolue  de  la  d 
rence  des  limites  «    ,  i   ,  on  aura 


10 


Il  I 


n 


IQiA-i-Àr  ■*   ^*   |q4«4-3A 


formules  qui  mettent  en  évidence  la  loi  des  approxi 
tions  successives. 

163.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 
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qai  a  une  racine  positive  unique,  et  proposons«-nous  d'é- 
valuer cette  racine.  On  a  ici 

/(xjrrro:»—  ax  — 5, 

on  aperçoit  de  suite  que  f(x)  est  négative  pour  a:  =  a 
et  qu'elle  est  positive  pour  a:  =  2,1  ;  d'ailleurs  f"[x)  est 
positive.  Nous  ferons,  conformément  à  notre  règle, 

az=i  2,1,     b  =  ii 

la  fonction      ^),  \  =  ;r— : est  constamment  décrois- 

8anie  et  elle  est  égale  0,6  pour  x  =  2  5  on  peut  donc  poser 
M=:  0,6.  Les  nouvelles  limites  ont  pour  valeurs 

0,061       ,  ^ 

fl,  r=:2,I -,       t>,  =/l,  —  0,000, 

I  1,23 

®^  On  peut  prendre 

Oi  =  2,095. 
^*i  a  ensuite 

^      o,oo5oo  n3n5       , 

ûj  rz:  2,0Q5 ji —      L     t       6>2  =  «2 — 0,00002  2, 

^  11,167075 

^    l'on  peut  faire,  en   arrêtant  le  calcul  à  la  cinquième 

"^^iîmale, . 

ûj  z=  2,09456. 

^  Impliquons  une  dernière  fois  la  méthode  de  Newton  •,  on 


A  ^  ^  '*"! 


/  fil      o, 000 1 1  5o686  Q08 1 6 

r/3  =rr  2,0945b r    f:/  /    ^  o. ' 

^  11,1015447800 

63  =:  /ig  —  0,00000  oooo3  ; 
^ti  faisant  la  division  indiquée,  on  pourra  compter  sur 
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les  neuf  premières  décimales^  et  l'on  aura  pour  la  racù^ 
demandée 

^0  =  2,09455  i48i 

à  une  unité  près  du  neuvième  ordre  décimal,  par  défaut. 

Méthode  d^ approximation  de  Lagrange, 

164.  La  méthode  de  Lagrange  a  pour  objet  le  déve- 
loppement des  racines  en  fraction  continue < 
Soit  Téquation 

(i)    /(x)  ==  Ao«"  -f-  A,af^-'-hA^x^-^-h...-h  A«_, x  H-  Am  =  o, 

et  supposons  qu'on  ait  constaté  l'existence  d'une  ou  de 
plusieurs  racines  positives  comprises  entre  les  entiers  con- 
sécutifs ût  et  a  -h  I  ;  le  cas  des  racines  négatives  se  ramè- 
nera à  celui  des  racines  positives,  en  changeant  x  en  — JP 
dans  l'équation  proposée.  On  fera,  conformément  à  ce 

qui  a  été  dit  au  n^  1, 

1 

x  =  a  ~\ 

Xt 

et  on  obtiendra  la  transformée  en  Xi 

cette  transformée  aura  autant  de  racines  positives  supé- 
rieures à  I  que  la  proposée  a  de  racines  entre  a  et  a+i] 
considérons  l'une  d'elles  et  supposons  qu  elle  soit  com- 
prise entre  les  entiers  consécutifs  a^  et  «j  4-  ij-on  posera 

I 
a;,  =  ûj  H 

Xi 

et  l'on  aura  la  nouvelle  transformée 

(3)    /,(x,)  :=Af'<  +  Af'xr'  +  . .  .  +  Al!l,x,  + Ar'=o, 
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quelle  aura  autant  de  racine»  positives  supérieures  à  i 
lie  la  proposée  a  de  racines  comprises  entre  a-\ et 

H •  On  peut  poursuivre  indéfiniment  ces  opéra- 

ons  et  chacune  des  racines  de  la  proposée  qui  sont  com- 

pises  entre  a  et  a  +  i   se  trouvera  exprimée  par  une 

action  continue 

I 


a 


I 

«2 


P  P 

)ni  les  réduites  rr^  »  ?r  >  '  '  '  '  fourniront  des  valeurs  de 

lus  en  plus  approchées. 

Quant  aux  transformées  successives  (a),  (3),  etc.,  cha- 
îne d'elles  se  déduit  de  la  précédente  par  une  règle  uni- 
>rme;  on  a  effectivement 


/4^)-/^(%+:;^) 


ï    -. .    .  I   /^(%) 


=/,(^)  +  — /;(%)  +  ••• +:;;r-7ih^' 


la  transformée  en  x       sera 


j>  I  •  2  ...  fis 


^lju^iffi[^fi.)^^fi+i         l  I.2...W 

^8i,  Ton  aura 


I.2.../7? 


-marquons  enfin  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte,  si 
i  le  juge  à  propos,  que  l'équation  proposée  n'ait  qu'une 
ule  racine  comprise  entre  deux  entiers  consécutifs*,  car 
suffira,  pour  atteindre  ce  but,  de  multiplier  toutes  les 
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racines  de  cette  équation  par  un  nombre  eonvenableisif»/ 
choisi;  alors  chacune  des  transformées  (2),  (3),  elc, 
n'aura  qu'une  seule  racine  positive  et  supérieure  à  i. 

165.  La  méthode  précédente  serait  d'une  longueur 
rebutante  dans  la  plupart  des  cas,  si,  en  la  proposant, 
Lagrange  n'avait  indiqué  un  procédé  très-simple  qui  per- 
met de  déterminer  sans  tâtonnement  la  suite  des  quo- 
tients a,  Al,  as, ... ,  lorsque  quelques-uns  des  premiers 
termes  sont  connus.  Voici  en  quoi  consiste  ce  procédé. 

P 

Soit  ^  la  (/i-f-i)'*'"*  réduite  de  la  fraction  continue 

formée  avec  les  quotients  a,  a^,. . .  (n^  2);  la  racine  X. 
dont  cette  fraction  est  le  développement  aura  pour  valeur 

,    V  p»  ^11  ~1~  Pn—i 

(0  -^  ■■ 


Qn^«H-Q. 


on  tire  de  là 


ou,  à  cause  de 


./■„  — —  5 

P„-Q,x 


P„Q«-.  — Q«P«-.  =  (— i^ 


.r„ 


Q«  Qn(^n-Qn^) 


Si  Ton  remplace  x  par  chacune  des  racines  a:,  x:^ 
a:",...  de  la  proposée,  il  est  évident  que  la  formais 
précédente  donnera  les  racines  correspondantes  j:„,  a:'^ 
x"  9 . . .  de  la  transformée  en  x^'^  on  aura  donc  aussi 


y    ,    Q»_,_  (-.)" 


.r"  -+■  - 

n 


Q»        Q„(P,-Q«x") 


SBCTIOJN    1.   CHAPITRE    Vil. 

et  en  ajoutant  ces  dernières  égalités,  il  viendra 
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Q.       Q.(P.-Q.x') 


Q,(P.-Q.x")       Q^P.-Q.*")      ;•• 
Mais,  dans  la  transformée  en  x„,  savoir 

la  somme  des  racines  est ~  ;  on  peut  donc  remplacer 

^» 

x[-h  a*  H- . . .  par  —  x„ rj^  >  dans  l'égalité  précédente, 

A, 

et  si  Ton  fait  en  outre,  pour  abréger, 


A=: 


X 

Q- 


l'n 


.r 


.// 


X 


il  viendra 


Q„' 


enfin  si  l 'on  pose 

(3) 

on  aura 


Jfn=Çi|-+- 


_  P 

"sr  conséquent,  dès  qu'on  sera  arrivé  à  une  réduite  j^ 
^ue,  que  l'on  ait 

'erreur  commise  en  prenant 
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sera  moindre  que  j  en  valeur  absolue,  et  si  A  a  une  va- 
leur suffisamment  grande,  on  connaîtra  directement,  par 
la  formule  (3),  le  quotient  entier  «„  contenu  dans  a;„. 
Ceci  suppose  que  A  est  connue;  mais  il  est  évident  qu^une 
valeur  médiocrement  approchée  de  cette  quantité  suffit 

pour  notre  objet.  Or,  les  réduites  ~  s'approchent  rapi- 
dément  de  x,  et  A  diffère  d'autant  de  moins  de  la  quantité 
I  1  I 

""  :r  — ^  "*■  ^  —  :r''  "^  ^r  —  ^"  "^  '  *  * 

que  n  est  plus  grand  ^  on  a  d'ailleurs  (n°  49) 


/(XJ        X  — ar""X  — x'    ■    X  — x''    •    X  — or'''  ' 

et,  pour  X  =  a:-|-  A,  le  premier  membre  de  cette  formule 
se  réduit,  à  cause  def(x)  =  o,  à 


^/"(-) 


/'W  +  7^/"W 


expression  qui  tend  vers  la  limite     ^,.       quand  h  tend 
vers  zéro-  On  a  donc 

et  à  la  conditiou  (4)  on  pourra  substituer  la  suivante 

(6)  Q,>v/±Im. 

t 

Désignons  par  ^  la  valeur  approchée  de  x  qui  répond 
à  x„=  j^n'-i  on  aura,  d'après  la  formule  (i), 

g  "n  Ç«     •"   " n — I 

""Q.ln  +  Q»-,' 
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«(--^7)(-^C^)' 


econd  membre  de  cette  formule  (7)  diflere  peu  do  la 

utile 

—  M 


<<i: 


lelle  donne  ainsi  la  mesure  de  Terreur  commise  quand 
prend  ^  pour  valeur  approchée  de  x. 
)n  peut  conclure  de  là  que  si  le  développement  en 
:tion  continue  est  assez  avancé,  la  formule  (3)  don- 
a  non-seulement  le  quotient  incomplet  a„,  mais  en- 
s  quelques-uns  des  quotients  suivants,  et  on  obtiendra 
z-ci  en  poussant  le  ^veloppement  de  ^^  en  fraction 
tinue  jusqu'à  une  certaine  limite  qu'il  est  facile  d'éva- 
r  approximativement.  Pour  cela,  supposons  qu'on  ail 
uit  ^„  en  fraction  continue  et  que  Ton  ait  écrit  les 
)tients  obtenus  à  la  suite  de  ceux  qui  ont  été  déjà  trou- 
*,  prolongeons  au  moyen  de  ces  quotients  la  suite  des 

uites,  et  soit  -  Tune  d'elles.  Il  est  évident  que  —  sera 

De  des  réduites  de  ^;  si  donc  on  nomme  a  le  quotient 

nplet  qui  lui  correspond  et  que  —  soit  la  réduite  qui 

•cede  —  ?  on  aura 

Pa  -I-  P^        P  ^  1 

^-Qa-I-Q  -Q-Q(QaH-Q')'' 

ormule  (7)  deviendra  donc 

P  ±1  _A 

-h 


Q      Q(Q«^Q')      Q,i(.,.  +  ^ 

I.  23 


«('-'^)(-*^) 
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ou,  à  peu  près, 

(o  )  X = • 

Soit  maintenant  S  un  nombre  quelconque,  et  supposons 

p 
le  dénominateur  Q  de  -  tel  que 

(9)  Q<      ^" 


vŒëM 


le  second  membre  de  la  formule  (8)  sera  inférieur  el 
valeur  absolue  à 


(«"^CJQ^ 


il  sera  donc  inférieur  à  — t—  si  l'on  a 

^-h--<-     ou      6> -, 

a         6         2  a —  2 

p 

et,  dans  ce  cas,  ~  sera  certainement  Tune  des  réduites 

dex(n°8). 

P 

On  voit  par  là  qu'à  partir  de  la  réduite  ~)  le  dévelop 

pement  de  ^^  fournit  les  quotients  nécessaires  pour  pro- 
longer la  suite  des  réduites,  jusqu'à  ce  qu'elles  aient 
environ  deux  fois  autant  de  chiffres  que  celle  d'où  Ton 
est  parti.  Il  faut  cependant  remarquer  que  cette  conclu^ 
sion  peut  être  en  défaut  quand  le  quotient  qui  suit  celui 
auquel  on  s'arrête  n'est  pas  supérieur  à  2. 

166.  Exemple.  —  Considérons  l'équation 
ue  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  prise  pour  exeiDpl*^' 


:)n 


a 
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/'{:r)=3x'-7, 

L'équation  proposée  a  deux  I*aci&e8  coinprides  entre  i 

et  a  ;  nous  poserons 

I 

.r=  I  H 9 

«, 

et  nous  aurons  la  transformée 

xj  —  4"*î  "♦■  ^-^i  -1-1  =  0; 

celle-ci  a  une  racine  comprise  entre  i  et  a  et  une  autre 
entre  2  et  3  ;  nous  considérerons  d'abord  cette  dernière 
racine  et  nous  ferons 

I 

jTi  =  2  H ; 

x, 


on  a 


/i(x,)  =  ^;  — 4^?-+-  3a?,  4- 1, 

/;  (x.)  =  ix\  -  6a  4-  3, 


I   -«f 


g/r(^.)-«; 

^  remplaçant  Xi  par  2  dans  ces  formules,  on  aura  lôs 
<^efficients  de  la  transformée  en  Xt  ;  celle-ci  est 


Xj  -h  a?5  —  ^-^j  —  1  =  0. 


La  racine  positive  Xt  est  comprise  entre  i  et  2,  on  fera 
donc 


I 

:Pi  =  IH ; 


23. 
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/,('• 

=«i-t 

r.i: 

=  3x! 

î/TC. 

=  3„ 

i/r(-. 

=  ., 

et 

U 

X.  sera 

La  racine  positive  est  comprise  entre  4  ^t  5}  *>n  ^^<^^  ^"t 

on  a 

/..(«,)=*;-3j:i-4i,-i, 
/;(i.)  =  3»;-6i.-4, 

d'où  résulte  la  transformée  en  X( 

xl  —  20a;'  ^  gx]  —  1^0. 

Maintenant  l'opération  est  plus  avancée  qu'il  n'est  d^ 
cessaire  pour  pouvoir  appliquer  le  procédé  abrégé  de 
Lagrauge,  et  déterminer  les  quotients  sans  lâtonuement. 
Formons  d'abord  les  réduites  qui  répondent  aux  qm^ 
tients  que  nous  avons  obtenus 


,5,4 

L    L    l    i    IS 

u       ■       a      3       ,4 
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La  formule  (2)  du  n^  165  donne,  en  rappliquant  ici 

au  cas  de  n  =  4, 

3        20         A 


la  quantité  A  diflère  peu  de  M  ou  de  -  77T— r'  et  il  est  aisé 

de  s*assurer  que  M  est  inférieur  à  3.  La  somme  des  deux 

rractious  — | fournit  le  cinquième  quotient  20^  en 

mtre,  on  a 

i9X4_-+-4 

t  si  Ton  prend  pour  j:«  la  valeur 

3  143 

7  7 

m  obtiendra  une  valeur  de  x,  savoir  : 

2745 
2028 

lont  Terreur  sera  environ  — - — 7-  =  0,0000002,  et,  par 

20*.  14  ^      '  r 

conséquent,  si  Ton  réduit  cette  fraction  en  décimales,  on 

obtiendra  un  résultat  dans  lequel  les  six  premiers  chiffres 

décimaux  seront  exacts  \  on  trouve 

22g =..35689569..., 

'(  les  six  premières  décimales  sont  effectivement  celles 
l^e  nous  avons  obtenues  au  n°  161. 
Si  l'on  veut  poursuivre  le  développement  en  fraction 

^ûtinue,  on  fera 

I 
JCi  1=  20  H » 
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00/ 

et  on  formera  la  réduite  -^9  qui  répond  au  quotient  X|; 
puis,  des  équations 

/^(X^)=zxl  —  20X]  —9^4—1, 

/[  (X4 )  ==  3^î  —  4<> J?4  —  9f 


on  conclura  la  transformée  en  ^5,  savoir  . 

181  j?J  —  391  a? J  —  40*^»^^  i:^Q» 

la  formule  (2)  du  n°  165  donnera  ensuite 

i4        3qi  a 

d'où  il  résulte  que  le  sixième  quotient  est  égal  à  a  ;  en 
outre,  on  a 

^_384j:s-f  \^ 

283  J?5  -¥  l4 

et  ai  Ton  prepd  pour  y:^  ]a  valeur 

28       391 115721 

2b3       i8i        5i223 

on  aura  une  valeur  approchée  de  x  dont  Terreur  sera 
inférieure  à 

3 
4X283*' 

Si  Ton  applique  la  même  méthode  au  calcul  des  deux 
autres  racines  de  l'équation  proposée,  on  obtiendra  les 
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luts  suivants  : 


3591 


y' —  4x'; -h  Sx;  H- 1  =0, 


x'  —  lox'  —  CkX  —  1=0 

4  4  «^       ♦ 


1 

I  -f-  -r9 
X 


I  H r» 


x'  =  2  -f-  -T- 


x'== 


,  I 

4-»--r, 

^4 


X    X4; 


X*' —  7**^-+-  7  =  0, 


X' 


ff* 


.*» 


h 


"  —  20  x^  —  gxj' —  1=0 


-x"  =  3-+-4 


X. 


x^ , 


n  voit  que  les  trois  racines  x,  x',  oc"  conduisent  k 
même  transformée,  et,  en  conséquence,  les  fractions 
inues  qui  expriment  ces  racines  se  terminent  par 
aémes  quotients  \  on  a 


I  + 


x'=  I 


I  -f- 


2  4- 


4  +  -, 

X, 


4 


.r. 


—  a:"  =  3-h-, 

X4 


§signant  la  racine  positive  de  Téquatiou 


X\  —  20Xj  —  9X4  —  1=0. 


I  étudierons  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage  les  équations 
)0ssèdent  cette  propriété  remarquable. 


17.  Dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  P'  du 
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Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  M.  Vin- 
cent a  fait  connaître  une  belle  propriété  des  fractioxis 
continues,  et  il  en  a  déduit,  pour  le  calcul  des  racines 
réelles  des  équations,  une  méthode  qui  procède  à  la  fois  de 
celle  de  Lagrange  et  de  celle  de  Newton  \  nous  croyonis 
devoir  établir  ici  la  proposition  sur  laquelle  repose  061.^^ 
méthode. 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  équation  f{x)  ==  ^ 
qui  n'a  pas  de  racines  égales  ^  si  Von  fait  successiyfement 

I  I  I 

X  :z=.  a  -f y       Xx  "=■  (i\  -\-  —  y       X^  =r  ai-\ ?  •  •  •  9 

J?l  X^  x^ 

a,  aj,  «2,...,  étant  une  suite  illimitée  de  nombres  entien^ 
positifs  quelconques^  après  un  certain  nombre  de  trang — 
formations  y  il  arrivera  toujours  que  les  transformées  suç — 
cessives  n  auront  que  des  permanences  ou  qu  elles  rCof^— 
friront  qu^une  seule  variation. 

Le  second  cas  se  présentera  si  V une  ,  des  racines  F^  1 
V équation  proposée  est  la  limite  de  la  fraction  contin 

(I) 


I 

«1  -+-  — 

«2 


le  premier  cas  aura  lieu  au  contraire  si  aucune  des  rce^    - 
cines  n^est  égale  à  cette  limite. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  formons  les  réduites  t  ^ 

P 

la  fraction  continue  (i),  et  désignons  par  — ^  celle  qui  0(^  ^ 

cupe  le  (te  4-1  )*''"'  rang 5   le  quotient  qui  répond  à  L-^ 

Pn 

réduite  ~  étant  ar„,  il  est  évident  que  l'on  obtiendra  direc:^- 
tement  la  n'^"^  transformée  en  posant,  dans  l'équalic^ïri 

,      X  "«  ^n   ~r"  "lî— I 

{2  1  X  -'.    > 


'SECTION    I.   —    CHAPITRE    VII.  36 1 

formule  d'où  l'on  lire 


(3) 


Q«a:—  P, 


Soient  a,  6,  y,.*-  1^^  racines  de  l'équation  proposée, 
ela„,  6„,  7nv  les  racines  de  la  transformée;  cette  trans- 
formée sera,  en  écrivant  x  au  lieu  de  x„, 

(^  —  a„)  (  j:  —  6„)  (a?  — 7„) .  . .  =  o, 

et  chacune  des  racines  a„,  S„,...  sera  liée  à  la  racine 
a,  6,...  correspondante  par  la  relation  (a)  ou  (3)  ;  ou  a 

donc 

(4)  ««  -  ^""'  ^"-' 


Q«  Pn 

p» 
Si  CL  est  réelle  et  que  les  réduites  — ^  convergent    vers 

cette  racine,  il  est  évident  que  a„  sera  une  quantité  posi- 

Pi, 
tive;  mais  si  les  réduites  ^  ont  une  limite  différente 

de  a,  quand  n  sera  suffisamment  grand,  les  différences 

"il— •  "n 

Seront  de  même  signe,  et  en  conséquence  la  quantité  o;„ 
sçra  négative. 
Si  Cf.  est  imaginaire,  soit 

^n  aura 

Pn— I  .  / 

I — :         x"-'  v^«-» 

Pn  H-  7«  V  —  I  = TT-  -5 ' 

V" 
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et,  en  changeant  ^ —  i  en  —  ^ —  i, 

, o      ô /'+7V-' 

/ Vn— •  Vn— I 

Pn-qW-i  =  --^^ ; 

en  ajoutant  entre  elles  les  deux  formules  précédentes  on 
obtient 


2/?„ 


ou 


Pj»  y Pu  .         y 


p,.  —  — 


Q» 


p«-. 


pour  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  certaine  limite^ 

la  quantité  7  (  tt  "~  7r~^  1    sera  inférieure  à  ^*,  et  Ton 

4  \Qn       Q«-«/ 

voit  que  /3„  sera  négative. 

Si  donc  n  est  suffisamment  grand  et  que  la  fraction 
continue  (i)  ne  représente  pas  le  développement  d'une 
racine  de  la  proposée,  la  w*^"**  transformée  n'aura  que  des 

racines  de  la  forme  —  g  ou  —  g  ^^  si —  i ,  g  étant  posi- 
tif. Les  facteurs  du  premier  membre  qui  répondent  aux 
racines  réelles  seront  de  la  forme  x  +  g^  et  les  facteurs 
réels  du  deuxième  degré  qui  répondent  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  auront  la  forme 

il  est  évident  que  le  premier  membre  de  notre  transfor- 
mée, qui  est  le  produit  de  tous  ces  facteurs,  n'aura  que 
des  permanences. 
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I  convient  de  remarquer  que  les  racines  réelles  ou  ima- 
lîres  des  diverses  transformées  tendent  de  plus  en  plus 
}  réalité.  EjSectiyement,  si  l'on  divise  la  formule  (4) 
celle  qu'on  en  déduit  en  changeant  a  et  tf„  en  S  et  6», 
aura 


«„  _  Q»_,  Q, 


5 


6.  P«  P,^.       , 

p  p 

comme  pr^  et  ^  tendent  vers  la  même  limite,  on  voit 
î  l'on  a 

Iim  --  =r  I . 

arrive  au  même  résultat  en  considérant  la  différence 
—  en  qui  a  pour  valeui^ 

a»  —  6„  —  ^2 


"-ê)('-ê) 


si,  en  particulier,  si  la  proposée  et  les  transformées 
cessives  ont  des  racines  imaginaires,  la  partie  imagi- 
re  de  ces  racines  tendra  vers  zéro. 
Supposons  maintenant  que  la  fraction  continue  (i) 
de  vers  l'une  des  racines  a  de  Téquation  proposée. 
)r8  la  T»'*"**  transformée  aura  une  racine  positive  unique, 
si  n  est  suffisamment  grand;  il  est  d'ailleurs  évident 
e  tout  ce  que  nous  venons  dédire  précédemment  s'appli- 

era  à  l'équation =  o.  Par  conséquent,  dans  le  cas 

i  nous  occupe,  les  racines  de  la  transformée  de  rang  n, 
très  que  la  racine  positive  a„,  pourront  être  représen- 
îs  par 
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g  étant  un  nombre  positif,  et  ei,  e^,. . .,  6^.1  désigiiâ/i/ 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules  à 
peuvent  devenir  plus  petits  que  toute  quantité  donnée. 
Le  produit  des  facteurs  linéaires  qui  répondent  à  ces 
racines  sera  donc 

(5)      (-c-H-g')—  H-  (E,^:c"-'H-  E,g'»:c^>  +  ...-h  E«_,g^'), 

E,,  Ej,. . .,  E^_i  étant  des  coefficients  réels  qui  peuvent 
devenir  moindres  que  tout  nombre  donné.  Posons 

(^-+_^)m-.^Goa-»-'-+-G,^x'"-2-h...-f-G«^,g^-'x-i-G„_,g^-'; 

on  aura 

Go  ^=  I  ,      Gm-i  =  *  > 
el 

Gk-i-i  m 


—  i; 


Texpression  (5)  se  réduit  alors  à 

(6)      Go^c^'  H-  (G,  -^  E.)^x— «  H- ...  H-  (G«,-.  -f-  E„_,)^ 
et  Ton  pourra  faire 

G*_j_,  -I-  E*_,_,        G44.,    .  m 


— I 


^A+i  étant  un  nombre  réel  qui  peut  devenir  moindre  qtte 
toute  quantité  donnée  en  prenant  n  suffisamment  graod. 
Désignons  maintenant  par  (X  —  i)g  la  racine  positive  de 
notre  transformée;  il  est  évident  que  cette  transformée 
s^obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  produit  du  polynôme  (6) 
par  X  —  (X  —  ^) g\  on  a,  à  cause  de  G©  =  i , 

^-h  (^  H-  <?,  —  X  j  0,gx^-'  -^\p.^e^  —  \\  (G,  H-  E,)g'jr'-^* 

-  (>  - 1)  (G;„-.  H-  E^_,)  r  ==  o. 

Le  premier  terme  de  cette  équation  a  le  signe  +  el  k 
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Tiier  terme  a  le  signe  — ]  d'ailleurs,  les  quantités  ei, 
• . .,  El,  Et,. . .  peuvent  être  supposées  aussi  petites 
s  Ton  voudra,  et  si  le  coefficient  de  l'un  des  termes 
npris  entre  le  premier  et  le  dernier  est  nul  ou  négatif, 
ïst  évident  que  tous  les  coefficients  qui  suivent  seront 
;atifs.  L'équation  (7)  n'a  donc  qu'une  seule  variation, 
qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 
Ainsi  que  Ta  montré  M.  Vincent,  le  théorème  précé- 
Dit  suffit  pour  opérer  la  séparation  des  racines,  sans 
e  Ton  soit  obligé  d'en  déterminer  le  nombre  à  priori^ 

de  leur  assigner  des  limites,  pourvu  qu'afin  de  s'épar- 
er  des  essais  inutiles  on  fasse  un  usage  convenable  du 
iorème  de  Budan  ]  mais  nous  renverrons  au  Mémoire 

l'auteur,  pour  le  développement  de  cette  méthode. 

Du  calcul  des  racines  imaginaires. 

168.  La  méthode  qui  a  été  exposée  au  n°  Ml  permet 
n-seulement  de  séparer  les  racines  imaginaires  d'une 
uation,  mais  encore  de  resserrer  indéfiniment  les  limites 
lî  comprennent,  soit  la  partie  réelle  de  chaque  racine, 

it  la  partie  multipliée  par  l'imaginaire  i  ou  \/ —  i . 
Lorsqu'une  racine  imaginaire  est  ainsi  connue  avec  une 
*taine  approximation,  on  peut  en  obtenir  des  valeurs 
plus  en  plus  approchées  au  moyen  de  la  méthode  de 
W"ton,  qui  n'est  en^ aucune  façon  bornée  au  cas  des  ra- 
es  réelles.  Effectivement,  si  Zo  est  une  première  valeur 
>i:*ochée  d'une  racine  simple  z  de  l'équation 

5*ie  Zo  -f-  M  soit  la  valeur  exacte  de  cette  racine,  on 
irra  poser 

/(2p)  ^  ur{z,)  ^  — /"(3„)  -t-  .  .  .  =  G, 

1.2 
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d'où 


u  =^ 


-  -  -  '  •  •  - 


/'(Z.)         /'(«.)    1.2        •••' 

et  on  aura,  avec  une  approximation  d'autant  plus  g/j 
que  le  module  de  u  sera  plus  petit, 

mais  il  sera  nécessaire  d^exaniiner,  dans  chaque  cas^ 
degré  d'exactitude  que  peut  fournir  la  précédente  formu^  J 
et  cette  discussion  ne  sera  pas  toujours  exempte  de  diF^ï 
cultes.     • 
Posons 

et  désignons  par  Xo  4-  ^^o  la  valeur  approchée  z^  de  la- 
quelle on  part  :  le  problème  dont  nous  nous  occupoos  a 
pour  objet  de  calculer  l'une  des  solutions  réelles  (x^y) 
des  équations  simultanées  J 

connaissant  des  valeurs  approchées  x©  et  yoj  de  x  et/; 
or  je  dis  que  la  même  méthode  peut  être  appliquée  aux 
équations  (2),  quels  que  soient  les  polynômes  <f(x,/) 
et  c|i  {x^jr).  Désignons  en  effet  par 

les  valeurs  de  x  qu'on  se  propose  de  calculer  :  on  aura,  6b 
employant  ici  la  notation  dont  nous  avons  déjà  fait  usage 
au  n°  89, 

?  (^>  r)  =  ?  (-^0,  ro)  H-  ?Dx(p  (oTo,  Jo)  -I-  *îPy(p  (  «0,  J.)  + . . .» 

si  donc  ^  et  y)  sont  des  quantités  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  négliger  leurs   carrés  et  leur  produit,  on  aura 
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»roximativement 

l  D.^p  [x^y  ro)  H-  »î  Pr+  (^a,  r*)  ==  -^  +  C^*»  /•)> 
u 

__        ^P(J?o^  j»)Dxy(-g?o>  r»)  —  y(«a^o»  ro)Dx^Kj^o>ro)  .. 

st  évident  que  ces  formules  ne  pourront  être  d'aucun 
ge,  si  la  solution  que  l'on  considère  est  une  solution 
Itiple  des  équations  (  2  ) . 

69.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  exige  des 
3uls  très-laborieux,  et,  au  lieu  de  l'employer,  il  sera 
.vent  plus  simple  de  recourir  à  l'élimination,  comme 
va  le  voir  dans  l'exemple  suivant.  Proposons-nous  de 
2uler  les  racines  de  l'équation 


Z'  —  Z  -f-  I  =  o 

toutes  les    quatre  sont  imaginaires.    Si  Ton  pose 

=  X  -{-y  ^ —  I,  cette  équation  se  décomposera  dans  les 
IX  suivantes  : 

y[^x{y^  —  x^)  H-  i]  =z  o, 
en  supprimant  de  l'équation  (3)  le  facteur  j^,  on  aura 


I 


rtant  ensuite  cette  valeur  de  j'  —  x'  dans  l'équation  (2), 
k'iendra 

6^jj«  —  16a:'  —  I  =r  o  ; 

Gn,  si  Ton  pose 

2 
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celle  dernière  équation  deviendra 

Les  substitutions  donnent  les  résultats  suivants  : 


i 

t'—4t—l 

2 

3 

—  I 

-hi6 

2,1 
2,2 

-  0,189 
-h  0,848 

2,11 
2,12 

—  0,046069 
4-  0,048128 

d'où  il  suit  que  la  seule  racine  positive  t  est  comprit' 
entre  a,  11  et  a,ia.  Une  première  application  de  la  mé' 
thode  de  Newton  donne  les  nouvelles  limites  2,1149^ 
2,ii5o^    une   deuxième   application   fournit   la  valen 
2,11490754  avec  huit  décimales  exactes.  La  formule  (5 
donne  ensuite,  avec  le  même  degré  d'approximation, 

X  =  ±0,72718603; 
enfin  la  formule  (4)  donne  les  valeurs 

jr  =  ±0,430014^5, 
r  =  ±0,93409929; 

on  a  ainsi,  pour  les  racines  demandées, 


3  =  -h  0,72713603. .  .  ±0,43001425. . .  V —  h 

z^=.  —  0,72713603. .  .  ±0,93409929.  .  .  ^ —  I, 


»■••< 
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SECTION  II. 

LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


Des  fonctions  symétriques. 

70.  Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  quantités  ne 
nge  pas  quand  on  échange  entre  elles ,  de  toutes  les 
aières  possibles,  les  qaantilés  qu'elle  renferme,  cette 
ction  est  dite  symétrique.  Nous  ne  nous  occuperons 
que  des  fonctions  symétriques  rationnelles, 
ucs  coefficients  d'une  équation  algébrique  sont  des 
étions  symétriques  des  racines  de  cette  équation;  ce 
Lt  même  les  fonctions  symétriques  les  plus  simples, 
ce  sens  que  chaque  racine  n'y  figure  qu'au  premier 
gré.  S'il  s'agit,  en  effet,  de  l'équation 

que  a,  6,  c, . . .,  Ar,  l  désignent  les  m  racines,  on  sait 
e  Ton  a 

ab  -\-  ac  -¥- ,  . .  -f-  ^/  =:  /?! , 


abc, ,  ,kl=z  dbpm' 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  l'cx- 
ession  d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  quel- 

24» 
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conque  des  racines  d'une  équation,  el  celle  recherche      ^j 

nous  conduira  à  ce  théorème  important  ; 

Toute  fonction  ralionnelte  et  symétrique  tJes  racmts 
d'une  équalion  peut  s 'exprimer  rationnellement  parla 
coe^fficients  de  cette  équation. 

Examinons  d'abord  à  quoi  peut  se  réduire  la  recherche 
de  la  fonction  rationnelle  et  symétrique  la  plus  générale. 
Toute  fonction  rationnelle  non  entière  est  le  qnotientJe 
deux  fonctions  entières,  en  sorte  qu'il  n'y  a  lieu  de  ; 
cuper  que  des  fonctions  symétriques  entières.  En  outrei^ 
toute  fonction  symétrique  entière  non  homogène 
la  somme  de  plusieurs  fonctions  symétriques  h( 
gènes;  tout  est  doue  ramené  à  étahlir  des  règles  pouC 
calculer  les  fonctions  symétriques  rationnelles  entières ei 
homogènes;  enliu,  une  pareille  fonction  symétrique eo— 
tière  et  honiogène  peut  contenir  des  termes  où  les  espo— 
sauts  des  lettres,  tout  en  ayant  la  même  somme,  ne 
soient  pas  égaux  chacun  à  chacun  ;  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion est  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre d^2*] 
fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais  diiTéretites  -^ 
et  que  nous  calculerons  séparément.  De  tout  cela  il  ré — H 
suite  que  nous  pouvous  nous  borner  à  considérei  1^^^ 
fonctions  symétriques  rationnelles,  entières  et  homo — ^ 
gènes,  telles  que  les  exposants  des  lettres  soient  les  même^BÉ 
dans  deux  termes  quelconques;  toute  fonction  de  cetl^^ 
espèce  sera  définie  si  l'on  donne  nn  seul  de  ses  termes— sj( 
ainsi  que  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  sa  compo— ^ 
sition.  Cela  posé,  nous  appellerons /oMC/Zo/i  sjmélrigiie^ 
simple  ou  du  premier  ordre,  une  fonction  syniéirlqn^*ï 
rationnelle,  entière  et  homogène,  dont  chaque  terme  n^^ 
contient  qu'une  seule  lettre;ybnc(/on  symêtn'çue  douhl-^ 
ou  du  deuxième  ordre,  celle  dont  chaque  terme  renferni-  ^ 
deux  lettres,  et  ainsi  de  suite.  Les  fonctions  syméuiqu^^ 
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Simples  de  plusieurs  quantités  ne  sont  autre  chose,  comme 
OQ  le  voit,  que  les  sommes  des  puissances  semblables  de 
ces  quantités. 

Formules  de  Newton  pour  le  calcul  des  sommes  de  puis- 
sauces  semblables  des  racines  d'une  équation, 

\  71 .  Soit  l'équation 

qtt^  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

X  =  o, 

et   clont  nous  désignerons  par  a,  6,  c, . . . ,  Ar,  /  les  m  ra- 
cixftcs.  Soit,  en  outre,  X'  la  dérivée  de  la  fonction  X  ;  on 

X'  =  moT^^  -4-  (nf  —  i)  Pi  af~^  -h . .  .  -f-  ^Pm-i  x  -f-  p^^^. 
On  a  aussi,  par  un  théorème  connu  (n^  49), 

XX  X 


X'  = 


X  —  a 


X  —  h 

et  l'on  trouve,  par  la  division, 
X 


IT^i' 


^ — 


r«»— I, 


-+-/?, 


af^'^-^U'i 

X^' 

"-ha. 

x^^ 

'-f-.. 

.^-a*^*-' 

-^Pia 

+/?•«' 

-hp^a"*-^ 

-^Pf 

-h Pi  a 

-f- 

^^ï  dans  cette  dernière  équation,  on  remplace  a  succes- 
**v^i3ient  par  chacune  des  autres  racines,  et  qu'on  fasse 
ger^^ralement 


.v^  =  rt"  -h  ^"  H-  c»  -f- .  .  .  H-  X"  -I-  /% 
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on  aura,  en  ajoutant  tous  les  résultats^  la  valeur  su^x^ 

vante  de  X', 


X'=: 


WJr"^*H-5i 

af'-^'hi. 

«"-'-f-fa 

o:-^-*-, 

••-*-*«-i 

-hmpi 

-^PlSi 

-^Pi^t 

•^Pi'm.^ 

-hmpt 

-^PtSt 

-^/'>'-^, 

-hmp^ 

■ 

"T"  •  •  •    ,    . 

• 

'^'"Pm^. 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  X'  avec  celle  écrite 
plus  haut  fournit  les  relations  suivantes  :       ^ 

X|-t-/?l  =  0, 

Si-hpiSi-h^Pt  =  Oy 

(0    {  Si-^prft-hpiSt-h3pi=:Of 


La  première  de  ces  formules  fait  connaître  Xf  ou  I^ 
somme  des  racines,  la  deuxième  fait  connaître  Sf  ou  l^ 
somme  des  carrés  des  racines,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  1^ 
dernière  qui  fait  connaître  s„^i.  On  trouve  de  cette  mtt- 
nière 


=  —Pl 


=  P]  —  ^P1 


P\ 


3/?i/?i  —  3/?j, 
P\  —  ^p] Pt-^  4piPi  -^  '^Pl  —  4p*y 


5  (/>,/?,- f» 


Voici  maintenant  comment  on  peut  obtenir  les  sommes^  ^ 
de  puissances  semblables,  dont  le  degré  surpasse  m  —  i  ^ 
et  celles  dont  le  degré  est  négatif.  Soit  n  un  nombre  en. 
tier  positif,  nul  ou  négatif,  et  multiplions  Téquatioupn 
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iée  par  jp"  ^  elle  deviendra 
-•  -f-  Pi  jfH^«  -h  />,  j-»+^'  -f- . . .  -f-  />««,  x*^'  -♦-  p«  «•  =  o . 

oaplaçons  successivement  x  par  chacune  des  racines 
&,  c,  etc.,  et  ajoutons  tous  les  résultats*,  on  aura 

donnant  à  n  les  valeurs  0,1,2,  etc.,  et  observant  que 
:=B  m,  on  obtient  les  relations  suivantes  : 

*•     -hptS^t  H- PtS„^i-^'  • . -f- /^«-i *i  -f-  mp^  :;=  o, 

s  sommes  ^t»  ^s?*  •  •?  ^m-i  étant  connues  par  les  for- 
ales  (i),  la  première  des  formulée»  (2)  déterminera  5,„, 
deuxième  5^4.1,  et  ainsi  de  suite. 
El  importe  de  remarquer  que  les  valeurs  des  sommes  Sf , 

etc.,  ne  contiennent  dans  leur  expression  aucun  dé- 
«ninateur,  et  que  si  les  coefficients^!,  ps,  etc.,  sont  des 
mbres  entiers,  les  sommes  ^1,  Sf^  etc.,  sont  aussi  des 
mbres  entiers. 

Héciproquement,  si  Ton  connaît  m  sommes  de  puis- 
nces  semblables,  par  exemple  5|,  ^t,  •  •  •  9  ^«1  on  pourra 
terminer  les  coefficients  pi,  p^j  etc.,  à  l'aide  des  fer- 
tiles (i)  et  (2),  qui  ont  été  données,  pour  la  première 
t8,  par  Nev^lon. 

Pour  calculer  les  sommes  de  puissances  semblables 
5  racines  à  exposants  négatifs,  il  sufât  de  donner  au 
»iubre  n,  que  nous  avons  introduit,  les  valeurs  suc- 
rai ves  — I ,  —  2,  —3,  etc.  ;  mais  à  l'égard  de  ces  sommes 

puissances  négatives,  le  moyen   le  plus  aisé  de  les 

taver  consiste  à  changer  o:  en  -  dans  l'équation  pro- 
^fSe,  et  à  calculer  ensuite  les  sommes  de  puissances 
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semblables  à  exposants  positifs,  des  racines  de  réqoation 
transformée. 

On  peut  remarquer  qu'en  appliquant  les  formules  (  x) 
et  (2)  au  cas  de  l'équation  binôme  x^ — i  ?=o,  on  rc** 
trouve  immédiatement  les  résultats  que  nous  avons  obte- 
nus au  n^  106,  par  une  voie  différente. 

Usage  de  la  division  algébrique  pour  le  même  objet. 

172.  On  peut  employer,  pour  calculer  les  sommes  d 

puissances  semblables  des  racines  d'une  équation,  uii 

autre  méthode  qui  n'exige  qu'une  simple  division  algi 

brique.  Soit  toujours 

X  =  o 

une  équation  ayant  pour  racines  a,  6,  c,. . .,  A,  /.  Si]^^ 
représenté  la  dérivée  de  X,  on  a,  comme  précédemment  -9 

X'  I  I  I 

•=r  = 1 7  -f-.  .  .H -• 

X        X — a       X — o  X  —  / 

La  fonction est  développable  en  une  série  con  — 

vergente  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  et  dé 

croissantes  de  x,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  m( 

dule  est  supérieur  au  module  de  a  ^  on  trouve,  par  la  di 

vision, 

I  i        a        a^ 


X  —  a       X       x"*       x^ 


.  • . , 


donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune 
autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résultat^^  -^' 

on  aura 

X'       m       Si       S2 

X-~~  — —  ~-*  ~r~  ~  "^  ~  -T"  •  •  .  , 
X  X*  X* 

ou 

X  /^  s  I  Sj 

-— -    =  /«   H 1 ;  -h  .  .  .  . 

X  X        x^ 
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i^our  le  calcul  numérique,  il  sera  plus  commode  d'é- 

3r  les  exposants  négatifs  :  on  changera  alors  x  en-y 

z 

;rX'  Z 

la  fraction  -^  prendra  la  forme  ^9  Zi  et  Z  étant  des 

étions  entières  de  z  ^  on  aura 

~  =  /w  -f-  *i  a  -f-  *a  2*  H-  . . . , 

l'on  obtiendra  toutes  les  sommes  5|,  5^,  etc.,  par  la 
ision  des  polynômes  Z|  et  Z  que  Ton  ordonnera  sui- 
vit les  puissances  croissantes  de  z. 
On  peut  trouver  de  la  même  manière  les  sommes  5«t, 
I,  etc.,  dés  puissances  semblables  à  exposants  néga- 

s.  Effectivement,  la  fonction est   développable 

série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
hissantes  de  x,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  mo-« 
le  est  inférieur  au  module  û,  et  l'on  trouve,  par  la  di- 
ion, 

I  (  i        X        x^  \ 

* —  a  \a       û'       a^  J 

le,  en  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des 
i*es  racines  et  en  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

—  X' 

— =^ —  =  J_,  -i-  J— j  «  -f-  5_j  a:*  -+-  .  .  .  . 

obtiendra  donc  les  sommes  5_i,  5.^,  etc.,  en  ordon- 
i.t  les  polynômes  — X'  et  X  suivant  les  puissances 
issautes  de  x  et  en  effectuant  ensuite  la  division  du 
minier  polynôme  par  le  second. 

-^e  principal  avantage  de  cette  seconde  méthode  fondée 
**  la  division  algébrique  consiste  en  ce  que  Ton  peut 
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en  déduire  facilement,  comme  on  le  verra  plus  loî^^^ 
l'expression  générale  de  5„  ou  de  5_„  eu  fonction  des  co^^" 
(icients  de  l'équation  proposée.  Les  formules  de  Newtc:^^ 
ne  conduiraient  que  péniblement  au  même  résultat* 

Détermination  des  fonctions  Symétriques  doubles^ 
triples^  etc.,  des  racines  d*une  équation. 

173.  Les  formules  établies  au  n°  171  permettent  €3e 
calculer  successivement  les  fonctions  symétriques  doms- 
bles,  triples,  etc.,  des  racines  d'une  équation. 

Soient  a,  &,  c, .  • .,  A,  /  les  m  racines  d'une  équation 

X=:o 

de  degré  /n,  et  considérons  une   fonction  symétrique 

double,  dont  un  terme  soit  a^b  \  la  fonction  dont  il  s'a- 
git étant  déterminée  quand  on  en  connaît  un  terme,  nous 

la  représenterons,  pour  abréger,  par2^*^>  et  nous 

continuerons  de*  désigner  par  s^  la  somme  des  puissances 
a'*"*"  de  toutes  les  racines. 

Cela  posé,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  deux  soœ* 
mes  s^  et  5g,  on  obtiendra  un  produit  qui  sera  évidero.^ 

ment  la  somme  des  deux  quantités  s^    ^  et'Va^i^*    ov^ 
a  donc 

On  voit  que  toute  fonction  double  ^S^cû^l?  est  expri- 
mable, sous  forme  rationnelle  et  entière,  par  les  coeflS" 
cients  de  l'équation  proposée,  puisque  5^,  5g  et  s^^^^  ï^ 
sont;  en  outre,  si  les  coefficients  de  l'équation  sont  des 

nombres  entiers,  V  a^h^  sera  aussi  un  nombre  entier* 
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La  formule  (i)  n'a  plus  lieu  quand  6  =  o^  ;  on  voit,  en 
■t,  que  si  6  devient  égal  à  a,  les  termes  de   jt^  a*  & 
€>nt  ^anx  deux  à  deux,  en  sorte  que  cette  quantité 
réduira  à  a^  a"'  &^;  on  a  donc 

En  remplaçant  $^  et  5^^  par  leurs  valeurs,  on  ob- 

ndra  ime  expression  de  ya*  V^  qui  ne  contiendra  pitis 

dénominateur  2.  Cette  proposition  n^est  pas  évidente, 
lis  nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  à  l'établir,  parce 
.^elle  résultera,  comme  on  le  verra  plus  bas,  des  me- 
rdes proposées  par  Waring  et  par  Cauchj,  pour  la 
Germination  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'one 
nation. 
One  fonction  symétrique  triple,  qui  renferme  le  terme 

4  c',  pourra  être  représentée  par  V'a^A^c^.  Si  Ton 

Jtiplie  la  fonction  double  \*  a*  b^  par  s, ,  on  trouvera 
ir  produit 

a  donc 

wte  formule  fait  connaître  la  fonction  triple  z.^^ô^^ 

le  second  membre  ne  contient  que  des  fonctions  àoif^" 
9  que  Ton  sait  calculer.  Si  l'on  veut  avoir  lexpresiion 


:§ 
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de  la  fonction  triple,  au  moyen  des  sommes  de  puissanc 
semblables,  il  suffira  de  remplacer  les  fonctions  doubl 
par  leurs  valeurs  connues  ^  on  trouvera  ainsi 

(3)    2''**^''^=*«^6^"''«H-«^""^«-K/*«""'6+y'«-^a'«+ 

et  Ton  voit  que  les  fonctions  triples  s'exprimeront  comm^^e 
les  fonctions  simples  et  doubles,  sous  forme  rationnelHEe 
et  entière,  par  les  coefficients  de  Téquation  proposée. 

La  formule  (3)  ne  subsiste  pas,  si  deux  des  exposan^  « 
ou  tous  les  trois  deviennent  égaux  entre  eux;  mais  cz>ji 
peut  en  déduire  aisément  les  valeurs  des  deux  fonctio:K35 

^a'^b'^cy    et    ^a''b''c\ 

On  voit,  en  eflFet,  que  si  6  devient  égal  k  a,^a^b    cl 

se  réduit  à  ^^a!^V^c^  et  à  ^.Z^a^'V^c^,  si  en  même 
temps  7  devient  égal  à  oe  *,  on  a  donc 

(4)  2^***^'  =  î('«^""''>«'/""^^«+"/*«"^^'^«+>'^ 
et 

(5)  ^a-h-c-^\[sl-^^s^^s^-^is^^). 

En  suivant  la  même  marche,  on  calculera  successive' 
ment  les  fonctions  du  quatrième  ordre,  puis  celles  àtx 
cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  presque  superflu  d'^' 
jouter  que  quand  on  aura  calculé,  en  général,  Texpressio^ 
d'une  fonction  symétrique  entière  et  homogène  du  rC 
ordre,  si  f*  exposants  deviennent  égaux  entre  eux,  il  »**' 
dra  diviser  par  i .  a .  3 .  . .  fx  la  valeur  qu'on  aura  trouvée 


^ 
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Dn  voit  par  là  que  toute  fonction  symétrique  entière 
homogèiie  des  racines  d'une  équation  peut  s'exprimer 
ionnellement  par  les  coefficients  de  cette 'équation,  et 
e  la  même  chose  a  lieu,  d'après  les  remarques  faites 
kîédemment,  pour  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
jne  quelconque. 

téthode  de  Waring  pour  calculer  une  fonction 
^métrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d^une 
équation. 

174.  Waring  a  indiqué,  dans  ses  Meditationes  alge- 
éijcœ  (*)y  une  méthode  par  laquelle  on  peut  former 
rectemeiit  l'expression  d'une  fonction  symétrique  et 
tière  quelconque  des  racines  d'une  équation  en  fonction 
scoefQcients  de  cette  équation.  Nous  allons  faire  con- 
itré  ici  cette  méthode,  qui,  dans  un  très-grand  nombre 
circonstances,  devra  être  préférée  à  celle  que  nous 
ions  d'exposer, 
^it  l'équation 

a^  -hpi  af^* -h Pi  af^* -h .  . .  -^pm^i  a?  -f-/7a,  =  o, 
xt  les  m  racines  sont 

supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  valeur  d'une 
action  symétrique  et  entière  V  de  ces  racines. 
C^our  plus  de  clarté,  il  convient  d'imaginer  que  l'on  ait 
tonné  la  fonction  Y  de  la  manière  que  nous  allons  in.- 
I^uer.  Désignons  par  a  l'exposant  de  la  plus  haute  puis- 
:^ce  à  laquelle  se  trouve  élevée  chaque  racine,  et,  en 

*)  Editio  tertia,  p.  i3. 
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particulier,  la  racine  a  dan$  V  ;  |>ar  &  Texpo^ant  de  la  plus 
haute  puissance  à  laquelle  se  trouve  élevée  la  racine  i 

dans  ia  partie  A&  V  qui  contient  le  facteur  a^^  par  y  Fex* 
p<»sa]!it  de  la  plus  haute  puissance  à  laquelle  ae  troate 

élevée  c  dans  la  partie  de  V  qui  renferme  le  facteur  tf*  J^j 
et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  \  désignera  6nalement  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  /  dans  la  partie  deV 

qui  contient  le  facteur  «^i^c^...  A*.  D'après  cela,  la  fonc- 
tion V  contiendra  un  terme  de  la  forme 

auquel  nous  assignerons  le  premier  rang;  A  est  noe 
constante  donnée^  il  se  peut  que  quelques-oiif  des  ex* 
posants 

a,  6,  y,. , .,  x,  \ 

soient  nuls;  en  outre,  chacun  de  ces  exposants  peut  être 
égal,  mais  non  supérieur  au  précédent.  Je  dis,  par  exem- 
ple, qu'on  ne  peut  avoir  7^6;  en  effet,  la  foncûorm 

symétrique  V   qui  renferme  le  terme  Ka^b^c\..lfl 

contient    aussi   le  terme    Aa*J'''c  ...ft^/,  qui  se  déduis 
du  premier  en  permutant  les  lettres  i  et  c;  or,  si  1' 

avait  7^  S,  6  ne  serait  pas,  comme  nous  l'avons  sup 
posé,  la  plus  haute  puissance  de  b  contenue  dans  la  parti 

de  V  qui  renferme  le  facteurs";  donc  on  a  nécessaire 
ment  y  <]  6  on  y  :=z^.  Ce  raisonnement  s'applique  évi 
demment  aux  autres  exposants. 

Le  premier  terme  de   la  fonction    V  .ayant  été  fixi 
comme  il  vient  d'être  dit,  nous  appliquerons  la  mêni' 
règle  à  la  détermination  du  rang  de  chacun  des  autn 
termes,  et  nous  écrirons 


•  •  «  • 
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«la  pose,  on  a 


(—  i)'"^„  =  abc. .  .kl. 
^on  élève  ces  égalités  aux  puissances 

pectivement,  qu'on  en  fasse  ensuite  le  produit  et  qu'on 
Ittpiie  enfin  de  part  et  d'autre  par  A,  le  premier  mem- 
de  Tégalité  résultante  sera 

Qs  le  représenterons,  pour  abréger,  par  P  ;  quant  au 
ond  membre,  il  sera  une  fonction  symétrique  des  lettres 
£,  c,.  • .,  h^  /,  et,  si  nous  Tordonnons  de  la  même 
nière  que  V,  il  est  évident  que  son  premier  terme  sera 

i*  i  c^ . . .  h^  l^  \  on  aura  ainsi 

ïn  retranchant  la  seconde  des  fonctions  symétriques  V 
P  de  la  première,  on  obtient  une  nouvelle  fonction 
létriquc  Vj  telle  que 

V  —  P=:V,. 

i  Ton  opère  sur  Vi  comme  on  a  opéré  sur  V,  on  ob- 
idra  une  troisième  fonction   symétrique  Vt  telle  que 

V,~P.=:V,; 


] 
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Pj  désigne  une  quantité  analogue  à  P,  et  qui  est,  comnm.  e 
relle-ci,  le  produit  d'une  constante  par  diverses  puis 
sances  des  coefficients  pi^  p^^. . . ,  p„. 

En  poursuivant  ces  opérations,  on  voit  qu'on  obtiendi 
une  suite  de  fonctions  symétriques, 

V,,  V,,  Vj,.  . . ,  v^_,,  v^^ 

telles  que 

V  ~P=V,, 

V,-P.=:V„ 


•  •  •  • 


V  —  P         =  V 

V         p         —  V  • 

/A—  1  */* — I  '/*> 

chacune  des  quantités  P,  Pi, .  •  •  5  P„  est  le  produit  d'i32?e 
constante  par    diverses   puissances  des    coefficients  p^, 
Piv9  Pm*  ^n  outre,  si  l'on  imagine  une  fonciipn  entière 
U  formée  des  premiers  termes  des  fonctions  V,  Vj,...,  V 

et  ordonnée  de  la  même  manière  que  ces  fonctions,  il  est 
évident,  d'après  le  procédé  que  nous  avons  suivi,  que  1^ 
premier  terme  de  Tune  quelconque  des  fonctions  Vt^ 
Vj,..,,  V    occupera,  dans  U,  un  rang  supérieur  au  rang 

du  premier  terme  de  la  fonction  précédente.  Or,  le  noin.'' 
bre  des  termes  susceptibles  d'occuper,  dans  U,  un  rang 
supérieur  à  celui  d'un  terme  donné  est  nécessaîremen* 
limité;  donc,  dans  la  recherche  des  fonctions  V,,  V,,..-» 
on  finira  toujours  par  arriver  à  une  constante,  et  alors 
l'opération  sera  terminée.  Supposons,  d'après  cela,  qii^ 
V  se  réduise  à  une  constante;  il  viendra,  en  ajoutant  les 
égalités  précédentes, 

V  =  P-hP.-+-P,-+-...-+-  P^_,  -4-  V^, 
formule  qui   fera  connaitre  l'expression  de  la  fonctioï^ 
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oéiriqne  proposée  V  en  fonciion  des  coeffieienls  />|« 

3n  peut  conclure  de  là  que  toute  fonction  entière  et 
ciétrique  Y  des  racines  d'une  équation  est  exprimable 
ionnellement  par  les  coefficients  de  Téquation,  propo- 
ion  que  nous  avons  déjà  établie  (n^  173)  ;  mais  on  voit, 
outre,  que  si  les  coefficients  de  Féquatjon  sont  des 
mbres  entiers,  ainsi  que  ceux  qui  multiplient  les  di Be- 
ats termes  de  V,  la  valeur  de  celte  fonction  V  sera  éga- 
lent un  nombre  entier. 

475,  Exemple  I.  —  Étant  donnée  Vcquaiion 
JcT-^p,  X"-»  H-  p^  X"-»  -h  ...  4-  /?«_,  X  -f.  ^«  =  O, 

^nt  û,  i,  c,  dy  e^  f^, ,  .y  k^  l  sont  les  racines^  on  r/e- 
t^nde  la  valeur  de  la  fonction  symétrique 

¥osons,  conformément  à  la  théorie  précédente, 
=ip,p^p^z=^a.^ab.^abc 

^=1^0,^  b^ e -^  Z^aHcd -^  Z^aH' c^ -{- S^aH' cd 
-h  22  5]  û*  bcde  -*-  6o  \^  abcdefy 

n  aura 

V-.p  =  V,  =  --3V/i»6r//—  Z'^aH^ c' --^  S^a^ b' cd 

—  22  V'a'  bcde  —  ^o^^abcdef\ 
isons,  en  second  lieu, 

^^3/>f/?4=  — si  ^ûj  ^abcd 

=^=  — Z^a^bcd — {j^a'^b'^cd — 27  ^a'^bcde — ç^o^abcdcf, 

25 


386  couKs  d\lgèbre  suféribube. 

on  aura 

V,  —  P»  =  V,  =:  —  a^û^ô'c^  —  a^û' ^^f/f 
■+-  5  2  a'  bcde  -f-  3o  ^^  abcdef^ 
faisons,  en  troisième  lieu, 
V,=z^3pl=z^3[^abcT 

=  — S^a'^^c»— e^û'^'crf— iS^tf'^ftfo— 6o2«*^- 
on  aura 

faisons,  en  quatrième  lieu, 

Pj  =  4;?,/?,  =  4  2^^  2  ^^^^ 


on  aura 


V3  —  P,  =  V4  =  7 2)  «'  ^^^^  •+•  3o2)  abcdef-, 
faisons,  en  cinquième  lieu, 

^4  =  '} px p,,z=z  '^'^a^abcde 


on  am^a 


V4  -  P.  =  V.  =  -  122  «*^^^/> 
si  enfin  Ton  fait 

Pt=:  —  i2/?f=r  —  12  \'  abcdef^ 
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on  atmv^a 

Vs-Ps  =  V.  =  o. 


Ici  I  o  jpération  est  terminée  et  Ton  a  cette  valeur  de  V, 
I.  Exemple  I(.  -r-  Éfant  donnée  l'équation 


071^       a^  hj  Cy, .  .jk^  l  sont  les  racines^  on  demande  la 
)al^^^^mr  de  la  fonction  sy^métrique 

^e5^  le  nombre  des  racines  qui  entrent  au  carré  dans 
àiXi€fue  terme j  et  v  le  nombre  dç  celles  qui  filtrent  à  la 
pre^rzière  puissance . 

Désignons  la  fonction  proposée  par  la  nota^qii  ^  (fx,  y], 
^^  plu9  général ^jpaeQt,  Représentons  p^r  F  (/a -ri?,  v+2/1) 
'^  fonction  symétrique  de  laêmç  g^re  q|ie  1^  prppQ&^e  çt 
^^ns  laquelle  chaque  terme  contient  (x  —  n  racines  au 
carré  et  y  +  2/1  racines  à  la  première  puissance. 

C^la  p03é,  pr^  doit  fornaer,  d'aprèç  i^otre  tîiéprjpj  Ips 
f*  "+- 1  égalités  suivantes  : 

f  —  ï)'^^ /',H-^  =  F  (Hv»  ) -I- ^^  F  (  K  -  I ,  V  +  2) 

^  (-wH-a/i)  (y-f-2/i  — l)...(v-»-ii  H-l)_,  ,         . 

I  .2.  .  ./t         • 

^ ^ i ^ ^  F(o,  v-f- 2tt); 

1.2, .  .fA  ^ 
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I.2,,.(/l— l) 

(v-4-2a).  ..(v-i-a4-a)      , 
-^^ TT T 7^ ^F  o,  v-h2p), 

I  .2.  ..(fl  —  I) 


(vH-2Li).  ..(v -f- t*-f-/H-l)_,  .  ■ 

-f.  ^ ^^^^ ^"7 ^^=— T -^  F   o,  V  -f-  2fii) 

1.2. ..(fi  —  n)  *^' 


•  •» 


—     ». 


OÙ  la  quanti  lé  pi  doit  être  regardée  comme  nulle  si  l'iM- 
dîce  i  est  supérieur  à  m. 

Ajoutons  toutes  ces  égalités  après  les  avoir  multipliée^ 
respectivement  par  les  facteurs 

et  supposons  ces  facteurs  choisis  de  manière  que  les  qua 


tites 

F(fi  — I,  v-h2),     F(fi  — 2,  v4-4),...,     F(o,  v-l-2ft 

soient  éliminées  du  résultat*,  il  viendra 

F(p,v)  =  (-I)M  +      -4.x  ^ 

Nous  allons  chercher  maintenant  les  valeurs  des  fac^^^' 
teurs  Xi,  Xs,.  .  .,  ^  .  Les  équations  qui  déterminent  c^^ 
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faoteurs  s^obdennent  en  donnant  à  /»  les  jx  valeurs  i,  3, 
3^  •  .  • ,  f£  dans  la  suivante  : 

V  H-  2/î  (vH-  2«)(v -f-  2/1 — l) 

I  I  .2 

(y  -f-2/î)(v-f'2^  —  i)(v  H-  2/1  —  2) 

H-  - ^; ^n— a  H"  •  •  • 

I  .2.3 

(v  -1-2/1)  (v  H-  211  —  i)  ...  (v  4-2/1  —  '"H-  l)^ 

1 .2. . .r 

.    (v-|-2/l)...(v4-/l-h'l) 

H ^^ i =0; 

I  .2.  .  ./t 

mais  cette  équation  peut  s^ écrire  d'une  autre  manière. 
Posons,  pour  abréger, 

^    _(v-H2p)(vf-p  — l)^ 
^  (v-t-2p —  2)|l 

et 

^  _^  n  —  p  (v4-2/r)(v-f-27i  —  i)...(v-*- 2/i — p) 

^         (V-4-2/Î — 2p)ll  1.2.3. ..p 

on  aura 

V-+-2/1       - 

=  0,  -4-  A, , 

i 

*^  généralement 


(l;^  a/f)(»-H2/i  —  l)...(v-H2/i-~  r4-l) A       û 

3— — — — — — — — — — ~— — — ^— — — — ^—  Ar»!  V||^i%f.|  -T-  Ar  • 
•  •  • . 

^  ^  {)rès  cela,  notre  éqyation  devient,  en  remarquant  que 
^«    ^st  nul, 

(^  -*-  e»^,-,)  H- A,(>^»-f.e^,>^,)  H-  A,(x,._,4-  v»^!.-.)  •+-... 

•4-  A^,  (X,  -4-  ©,>»)  4-  A,^,  (X,  -+-  Ô.)  =  o. 

^^  donnant  successivement  à  n  les  valeurs,  i,  2,  3,...,  n, 
on    cbtient  /t  équations,  d'où  Ton  tire  immédiatement 

^«  *♦"  0|  =  o,   >a  +  ÔaXi  =  O,   >,  -4-  e,X,,  .  .  .  ,    >,  -+•  ©.>«-.,  =  O , 
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ou 

1,=— (v+2), 

1  _       (v4-4)(y-H), 

_      (»  +  6)(v-<-a)^ 
*'- (i4-4).3     *** 

• > 

(v  -4-  211  —  2). II 

En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vieitt~f 

1.2. ..(/z  —  l)  *       n 

ce  qui  permet  d^écrire  immédiatement  la  valeur  delà 
;  fonction  symétrique  cherchée  F(/i,  v). 

Il  faut  remarquer  que  notre  procédé  est  en  défaut  dans 
le  cas  de  V  =  o,  mais  la  formule  qui  fait  connaître  )»  ne 
cesse  pas  toutefois  d'être  exacte.  Dans  le  cas  dont  il  s^âgit^ 
les  valeurs  de  0^  et  de  A^  deviennent 

P  •  P  1.2. ..p  ' 

on  voit  que  Â^^  n'est  pas  nul,  comme  dans  le  cas  général  9 
et  qu'il  est  ici  égal  à  A^^i .  L^équatîon  enti*  ii»  9 
^n-ivî  ^1  peu'  alors  s'écrire  ainsi  : 

-f- A,^,  (>,-+- 2)  =  o; 

en  remplaçant  successrveraetit  n  par  1 ,  2 , . . . ,  irt,  oh  ôb^ 
tient  n  équatiozts,  d'où  l'on  tire 

X, -4-2  =  0,     >a-4-Xi  =  0,     >8  4->2— 'o,. ..     X„4->«-i=^' 

et,  par  suite, 

>^=:(—  l)«.2; 
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I  a  ^onc  celle  valeur  de  F(/i,  o) , 

Méthode  de  Cancfy. 

i77,  Cauchy  a  publié,  dans  ses  anciens  Exetvices  de 
^thématiques  (4*^  année,  p.  io3)«  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonc- 
tion symétrique  et  entière  des  racines  d*une  équation, 
(^tte  méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de  l'ex- 
pression de  la  fonction  symétrique  qu'on  veut  évaluer 
cliacune  des  racines  de  Téquation  proposée;  elle  repose 
sur  la  proposition  suivante  : 

Soit  y  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
^>  i,  c, .  • . ,  I,  A,  /  d  une  équation 


^^^  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

X  =  o; 

^Xspposons  qu'ayant  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
'^  ^noyen  quelconque,  toutes  les  racines  excepté  a,  on 
%iis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un  po- 
^^me  entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
^^es  de  a,  que  l'on  ait-,  par  exemple, 

^  «^  Âi ,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
avec  les  coefficients  de  l'équation  proposée;  je  dis 
si  l'on  divise  cette  expression  de  V  par  le  polynôme 

A  =«" -*-/?!«'"-* -4- y»,  a«~2  -4-... -»-;?«*,  fl  -f-/>«, 


kciq 
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cittenu  en  remplaçant  x  par  a  dans  X,  le  resie  de  la  divi- 
sion ne  contiendra  pas  a,  et.  sera  précisément  la  valeur 

dé  la  fonction  V.  B  ^  ^ 

En  effet,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de  M^  ^  * 

la  division  V  par  A,  on  aura  V  =  AQ  -4-  R,  et  comme  A  1^^^*^ 

est  nul,  Itr^oi 

V  =  R.  \% 

D'ailleurs,  ce  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  1  en  a  ; 
lions  le  représenterons  par 

iet  Ton  aura 

Mais  V  étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  cfaange: 
les  lettres  a  et  ft  Tune  en  l'autre,  ainsi  que  a  et  c,  etc.*,  e       ^ 
comme,  par  ces  changements,  ^0,^1,  etc.,  conserven 
leurs  valeurs,  il  s'ensuit  que  l'équation 

sera  satisfaite  en  remplaçant  x  par  Tune  quelconque  dec-  "^^ 
17»  racines  «,  ^,  • . . ,  J!f,  /;  ce  qui  est  impossible,  à  moin^  ^* 
que  les  coefficients  ne  soient  tous  nuls,  car  cette  équa^ —  -^' 
tion  n'est  que  du  degré  m  —  ij  on  aura  donc,  en  particu- 
lier, 

7;„_i  —  V  =  o 

ou 

comme  nous  Tavions  annoncé. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  m  racin 
a,  2^,  c  y . . .  y  X:,  /  sont  inégales  \  mais  les  conclusions  pr 
cédentes  ne  subsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  de  c 
racines  sont  égales  entre  elles.  Nous  emploierons,  po 
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ostifier  celte  assertion,  un  raisonnement  dont  on  fait  un 
r^éqoent  usage  en  analyse. 

Si  Tëqualion  X  =  o  a  des  racines  égales,  on  considé- 
•era  d^abord  à  sa  place  une  équation  X|  =  o,  dont  toutes 
es  racines  seront  inégales,  et  qu^on  obtiendra  en  faisant 
ixbir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X; 
^str  exemple,  si  Téquatiôn  X  =  o  a  trois  racines  égales  k 
K9  et  que  les  autres  racines  soient  différentes,  on  prendra 

\(x — a  —  h)(x  —  a  —  A') 

X|= rr • 

(x  —  ay 

Le  polynôme  Xi  ne  diffère  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  ^ales  à  a  sont  remplacées  par  a -h  h  et 
^^•+-h'i  on  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'in- 
sister davantage,  comment  ou  devrait  choisir  le  poly- 
*>ôme  Xi ,  si,  outre  les  trois  racines  égales  à  a,  Téquation 
pi^posée  avait  plusieurs  racines  égales  à  &,  à  c,  etc.  Cela 
posé,  substituant  l'équation  Xi  =  o  à  X  =  o,  et  conser- 
vant d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  arrivera  â 

"^uatîon 

V  ==  ^«_, , 

-t  Oette  équation  aura  lieu,  quelque  petites  que  soient  les 
1^ entités  /i,  h\  etc.;  elle  aura  donc  lieu  aussi  à  la  limite, 
l^^nd  on  fera  A=  o,  A'=  o,  etc. 

478.  Voici  maintenant  la  méthode  donnée  par  Caucby, 
•^^r  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  et 
*^l.ière  V  des  racines  a,  i,  c, . .  • ,  1,  h^  l  de  l'équation 

X  =  ar*  -h  y»,  x"-»  -*-  /?,  0?"-^  -f-  . .  .  -f-  yî^  =:  o . 

Divisons  X  par  x —  a^  et  désignons  par  Xi  le  quotienl  ; 
^^ visons  de  même  Xi  par  x —  6,  et  désignons  par  Xj  le 
l^^otienl,  puis  Xj  par  x —  c^  et  soit  X3  le  quotient,  et 
^'•Ontinuons»  ainsi  d'enlever  de  X  tous  les  facteurs  linéaires 
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jusqu'à  X  —  A:  iDclusivement,  en  sorle  que  Xm.!  &€  con- 
tiendra plus  que  le  seul  facteur  x  —  /.  Cela  posé,  considé- 
rons les  ni  équations 

X==0,      X|=:0,      Xs=:09...y       X|n-.|  =  O . 

La  première  n'est  autre  que  la  proposée,  et  elle  a  pour  ra- 
cinés  a,  &^  c^. . .,  A,  /;  la  seconde  a  pour  racines  i,  c, . . . , 
A,  /,  et  ses  coefficients  sont  exprimés  «ous  forme  entière 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  la  troi- 
sième a  pour  racines  c ,  • . . ,  A,  /,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coef- 
ficients de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  fonction  de  a,  b 
et  des  coefficients  de  la  proposée;  et,  en  général,  les  eoef- 
ficiients  de  l'une  quelconque  de  ces  équ«itfons  sont  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  dt  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  à  réqaa- 
tion  que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  ¥aiear 
de  X  pour  x  =  A,  par  B  la  valeur  de  Xi  pour  a:  c=  ft,  par 
C  celle  de  Xi  pour  or  i=:  c,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte 
que  I  sera  la  valeur  de  Xm.s  pour  j:  =  i,  K  celle  de  Xm^s 
pour  X  =  A",  et  L  celle  de  X,„_i  pour  a:  =  /;  on  aura 

A=:o,     B  =  o,     C  =  o,..^,      1  =  0,     K  =  o,     !L=o. 

Cela  posé,  Y  est  une  fonction  symétrique,  (non-seulement 
des  racines  de  l'équation  X  ==  o,  mais  aussi  des  racines 
de  Tune  quelconque  des  équations 

X±ÉO,      Xr=0,...,      X%„_ac=:0,      X«_jî=0,      X«-.|=0- 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s'àppuyant  sur  ceit^ 
remarque,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental i 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque  t»^ 
ci  ne  de  l'expression  de  V. 

lyabord  Téquation  L  =  o,  où  /entre au  preniter  de^réy 
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permet  de  chasser  immédiatement  /  de  Icxpression  de  V. 
Considérant  alors  V  comme  fonction  symétrique  des  deux 
racines  Ar  et  /  de  Téquation  X^^i  =  o,  dont  Tune  /  est 
déjà  élilhinée,  où  Tordonnera  par  rappt>n  à  A,  et  on  la 
dWi&ief*a  pat*  K,  conformément  k  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  ; 
le  reste  de  la  dÎTisiou  ne  coilitiendra  pas  k  et  sek*a  la  Va* 
feur  dé  V  débarrassée  des  rbcines  k  et  /.  On  considérera 
«lôrsY  comme  fonction  sytnétrique  des  trois  racines  i,  A*,  l 
de  l'équation  X,m-.8  =  o,  dont  les  deux  dernières  n'entrent 
plttë  dans  son  expression,  et  l'ayant  ordonnée  par  rap- 
port à  I,  on  la  divisera  par  I  à  TefTet  d'éliminer  /;  le  rdsie 
de  la  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  V 
débarrassée  des  trois  racines  i,  Ar,  /•  On  continuera  de  la 
nitne  manière^  jusqu'à  ce  qu'on  ait  éliminé  de  Y  chacune 
des    racines  a,  by  c^...,  i,  A:,  l\  bn  aura  alors  la  valeur 
de  oette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tiotà  proposée. 

Il  impone  "èe  remarquter  que  l'expression  définitive 
w  V  s'obtient  par  de  simples  divisions,  et  que  les  pre- 
obiers  termes  des  polynômes  A)  B,  C,w.,  i,  K,  L,  qui 
•^'V^nt  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
^^^^flBcient  :  par  conséquent,  ces  divisions  n'introduiront 
auotan  dénominateur  ;  en  sorte  que  si  l'expression  primi- 
tiY^  de  V  est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
•^^î  nés  Oj  i,  c,...,  i,  Ar,  /,  qui  y  entrent  symétriquement, 
°*^is  encore  par  rapport  aux  coefficients  pi,  pt,  etc.,  qui 
P^^Xvent  eux-mêmes  y  figurer,  l'expression  définitive  de  V 
^^^^^  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients  ;  enfin,  si 
'^^  inèmes  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  V  sera  pa- 
rlement un  nombre  entier.  Ce  résultat  important,  que 
■n'avions  pas  établi  complètement  (>ar  notre  première 
^^thiode,  Vntiils  qui  réMilte  itttnédiafemeiit  de  la  méthode 
1^  AVaring,  se  déduit  aussi,  comme  on  voit^  de  la  méthode 
^    Cauchy. 
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Application  de  la  méthode  de  Cauchy  à  un  exemple. 

179.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Cauchy  à  la 
détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diffé- 
rences des  racines  d'une  équation  donnée,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  coniment  on 
peut,  par  des  arti6ces  convenables,  simplifier  dans  cer- 
tains cas  remploi  de  la  méthode. 

Soient  toujours  a,  &,  c,...,  A,  /  les  m  racines  de  Téqua- 
tion 


(i)     X=a:--4-/»,x*-'-+-;9,a-»-»-i-...-|-/>^,;c4-/;^=:0; 
soient  aussi 

V  =  (a  —  hY{a  "-  cy. .  .(A-  —  ly 

et 

V,  =  (6  -  c)'(^  —  rf)». .  .(X' — /)'; 

V  sera  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équation  (i),  prises  deux  à  deux,  et  V|  le  produite» 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

X 


X  —  a 

V, 

ou 

(^) 

X— «  -4-  p, 

af^^^-\-p2 

m 

X^"*  H-  .  .  .  -ï-  Pm^i  — .0 

H-fl 

-hPiO 

-f-  pm-i  a 

-ha' 

H- 

Cela  posé,  on  a 

V  =  V,  (û  —  hy{a  —  cy. . .(«  —  ky{a  —  ly. 

Mais  le  produit  [a  —  i)  (a  —  c)...(a  —  h)[a  —  l\P^ 
égal  (n®  49)  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du  poW' 
nome'^X  pour  x  =  a,  c'est-à-dire  égal  à 
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ic  on  aura 

V  =  V, [/if^i— '  -h  (m  —  i)p,  û-- >  -h ...  -h p^^,]\ 

iprès  cela,  si  nous  admettons  qu^on  sache  former  la  va- 
r  de  la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m  —  i , 
pourra  également  trouver  la  valeur  de  cetle  fonction 
iirune  équation  du  degré  i7i.  Eflectivement,  parhypo- 
!se,on  sait  exprimer  la  valeur  de  V|  par  les  coefficients 
Téquation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  des  coef- 
ients  de  la  proposée  ;  donc  la  fonction  Y  pourra  elle- 
me  être  mise  sous  la  forme  d^un  polynôme  ordonné  par 
iport  aux  puissances  de  a,  et,  en  divisant  ce  polynôme 
:  le  premier  membre  de  Féquation  proposée,  dans  le- 
el  on  aura  remplacé  x  par  a,  le  reste  de  la  division 
nnera  la  valeur  cherchée  de  V.  Or  on  sait  calculer  la 
iction  de  Y  pour  une  équation  du  deuxième  degré  ;  on 
urra  donc  calculer  cette  fonction  pour  Téquation  du 
âsième  degré,  puis  pour  celle  du  quatrième,  et  ainsi 
suile. 

Cas  de  r  équation  du  troisième  degré, —  L'équation 
3posée  est 

jr*  -h  px*  -h  qx  -^  r=zo, 

Ton  a 

V  =V,(a--^)»(/i— c)»; 
étant  relatif  à  Téquatiou  du  deuxième  degré 


X*  -^  p 
a 


j?  H-  y  =  G, 
-h  pu 


a^ 


a  immédiatement 

=  (p-^^Y  —  4(7  ~^"  p^  -f-  a^)  =  —  3«'  —  ipa  -f-  {p^  —  4y); 
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d'ailleurs 

(a  —  b)(a  —  c)  =  3«'  -h  !ipa  -+•  q^ 

par  suite, 
V  =  ( —  3a*— ^pa  4-/1»  —  ^q){3a^-h  ipa-k-qY 


=  —  27  fl* — 54/^û* — 27/?' 

tf*  4-4/1' 

a'H-4/>< 

û'-t-4/^9 

fi+i^ 

-54^ 

—  7V^ 

—  277» 

— i8/?î» 

-t 

Divisant  cette  valeur  dp  V  par  a'  4-  ;ia*  -^  ^(i  4-  r,  01 
trptiYe  popr  ({uotiept 

—  J7û'  —  27/74' —  27^11  -♦- (4/^* -♦- 27  r  — 18/?^), 
et  pour  reste^ 

—  4ç*  r—  27/''  -f-  iBpqr-hp^q^  r-  4/ï'r, 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  Y  que  nous  cherchons. 
On  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode  plm 
expéditive  pour  résoudre  la  même  question. 

Formation  de  l'équation  de  laquelle  dépend  une  fonc- 
tion rationnelle  et  non  symétrique  des  racines  d'une 
équation  donnée. 

180.  Soient  a,  i,  c,...,  A,  /  les  m  racines  d'une  équa- 
tion donnée  X  =  o,  et 

une  fonction  rationnelle  donnée  de  ces  racines,  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles.  La  théorie  des  fonctions  sy- 
métriques conduit  à  une  méthode  très-simple  et  très- 
élégante  pour  former  Téquatipn  dont  V  dépend.  Nous 
allons  développer  ici  cette  méthode. 

Si  la  fonction  Y  contient  n  des  m  racines,  le  plusgraqû 
nombre  de  valeurs  qu'elle  puisse  prendre  quand  on  échange 
les  lettres  a,  5,  c,...,^,  /  les  unes  dans  les  autres,  de 
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outes  les  manières  possibles,  sera  évidemment  ëgal  au 
lOinbre  des  arrangements  de  m  lettres  n  k  n^  c'est-à-dire 

m  (m  —  i)(m  —  2). .  .(/?i  —  n  -h  i)- 

Mais  il  peut  arriver  que  I^  nombre  des  valeurs  distinctes 
de  V  soit  beaucoup  moindre;  nouç  désignerons  par  [i  ce 
nombre  de  valeurs,  et  par 

ïes/x  valeurs  de  V.  L'équation  en  V  sera  alors 

(V-VO(V-V,)...(V-V^)  =  o 


m 


■4- P,  V*"'' -h  P,V/*-"  ^ -+.....+- P^_,  V -+- P^  =  o, 

sant 

V,-HVa-f-...-hV^  =  -P., 

v.v,-<- =P„ 


V|  Vj  .  .   .  V       r-Tf  ( l)      *  „• 

les  quantités  Pi,  P,,...,P    sont  des  fonctions  s^mé- 


les  des  quantités  V|,  V,,  etc.,  et,  par  suite,  elles  sont 

^^^^ides  fonctions  symétriques  des  racines  a,  i,  c,  etc., 

-•^''équation  proposée;  on  pourra  do«c  calculer  les  cpef- 

'^  ^^nts  de  Téquaticm  en  V  par  Tune  des  méthodes  quç 

.s  avons  exposées. 

[ous  avons  admis  comme  évident  que  toute  fonction 
létrique  des  quantités  V|,  V,,  etc.,  est  aussi  une  fonc- 
symétrique  des  racines  a,  i,  c,  etc.  Voici,  au  sur- 
^^^s,  un  moyen  très-facile  de  le  démontrer. 
T^ar  hypothèse,  les  quantités 


devront  toutes  se  trouver  dans  la  série  V|, 
qae  cette  dernière  compi-end  toutes  les  1 
dis,  en  outre,  que  tous  les  termes  de  la  séi 
féreuts,  et  que,  par  suite,,  cetie  série  co 
rie  (i)  :  on  ne  peut  avoir,  par  cxou»]>li', 
et  Vi  ne  diffèrent  de  V,  et  \\  ({u'eii  tvim 
dont  ces  fonctions  dépendent  y  souL  tl 
lettres  différâmes,  et  l'égalité  V,  ='S 
conséquence,  V,  =  V,,  ce  qui  est  coutn 
suite  de  là  que,  si  l'on  fait  subir  aux  t 
un  cliangciuciit  quelconque,  les  quaull 
feront  que  s'échanger  les  unes  dftlltT 
une  fonction  symétrique  de  rck  J 
changée,  el  elle  sera  aussi  sj'it 
quantités  a,  b,  c,...,fi,  I. 

On  peut  dans  bien  des  cas    an 
l'équation  en  Y;  on  en  ve 
cherche  de  l'équation  qui  a  pouj^J 
différences   des  racines  d'une 
deux  à  deux. 

Equation  aux  carrés  fies  tV 


4o3 


7/-  —  2q^  -+-  3r'; 


ff'  -h  5Jipqr—66(j^  —  Si  r', 


97'i 


!<mlo  semblable  pour  former 
■    à  deux  des  racines  d'une 


nielles  (Vune  ou  de 
fjuation, 

iious  venons  de  nous 

succès,  que  V  soit  ou 

.t  ines  (i^  h-i  e^  elc;  mais 

:à6. 
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D  un  autre  côté,  en  j^vçloppant  les  différents  termes  dç 
cf  (x)j  on  trouve 

' ^     '  1.2 

1 .2 


4- 


4f'" 


.  .   .     2/ï(2/j  —  lA  ;,,  ,   , 


1.2 

ou 


«(or)  ===  w4P»*-r-  2rt4ka:"»-'  -4-  -^ .  ■■  ■>■  ^, x**^^— ^ . . . H-i„,. 

^^     '  1.2 

Remptaçant  a?  s,ucc^$siYemen^  ptr  a^  ^i  c,...^  h  ^ 
ajoutant  tous  les  réstuUats,  cm  imra  U  valeur  suiv^me 
dç  y  (a)-*-  (p(i)  -i-. .  .-rV-ç(/)ou  4e  aS„» 


2/7(2/»  —  1) 
2S1,  =  mSin  —  ^nsx  <yjn— I  -h « —  Jj s^^-^-^ .  »  •  4-  «^>i» 

t  .2 

Les  termes  à  égale  distance  des  eictvèn^es  sont,  égaui 
dans  le  second  membre^  p£(r  suite,  pn  a  cette  valeur 
deS„, 

2/î(2/l  —  l) 

I  «3 

,     12/2(2/1  —  l)...(/l  +  l) 
2  1.2.0.../» 

En  donnant  à  n  les  valeurs  successives  i,  2,  3, .  •  • ,  fJt,  on 
connaîtra  les  sommes  Si,  S2,.««)  S  dont  on  a  besoin^  on 
achèvera  ensuite  le  calcul,  comme  nous  Favons  indiqué 
précédemmem . 

Cas  de  V équation  du  troisième  degré,  —  Prenons  pour 
exemple  Téquation  du  troisième  degré 

.r^  H-  /7.r'  -h  qx  -{-  r=z  Oy 
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et  soit 

V -f- PV  H- QV -+- R  z=  Q, 

rëfjuation  aux  carrés  des  différences. 

On  trouve  ^ 

Sj=z  —  p^-h  3pq  —  3  r, 

Si=:p* —  ip^q  -+-  /ipr-h  2gr% 

Si=  — p^-h  5p^q  —  5/^'r —  5pq^  ■+-  Sqr^ 

Sg=:p* —  6/?^Y-+-6/?'r  H-9/>^9*  —  iipqr-^  ag* -+-  3r'; 

puis 

S,  =  3*4  —  4«* *3 -^  3 jj  =  ^/^^ -—  ia/>'^  -f- 187% 
83=  3*6  —  6*1*4-4-  i5*2*4  —  10** 

=  2/7* —  l&p^q  —  i^p^ r -\-h'} p^ q^ -^  ^ p qr — G&q^ — 81  r*, 

et  enfin 

P  ^  —  S,=r  —  2/3»  -h  6^, 

S,-f-PSt  ^ 

Q  = ^ —  =^P'  —  Vî'  -^  97% 

•On  suivrait  une  marcbe  tome  semblable  pour  former 
réquation  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  d'une 
équation  donnée. 

Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  (Vune  ou  de 
plusieurs  racines  d^une  équation, 

182.  La  méthode  générale  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  s'applique  avec  le  même  succès,  que  V  soit  ou 
non  une  fonction  culîère  des  racines  «,  i,  c,  eic;  mais 

a6. 
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on  peut  facilement  démontrer  qu'une  fonction  itition* 
nelle  d'une  ou  de  plusieurs  racines  d^une  équation  peul 
toujours,  si  elle  n'est  pas  entière,  être  remplacée  par  une 
fonction  entière  équivalente. 

Nous  commencerons  par  établir  le  ihéorème  suivant, 
relatif  aux  fonctions  rationnelles  d'une  seule  racine. 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  non  en* 
tière  d*une  racine  a  d^une  équation 

de  degré  m  est  équii^alente  à  une  Jonction  entière  d*m 
degré  inférieur  à  m. 

Soit,  en  effet,  la  fonction  rationnelle—^»  où 9 et i 
désignent  des  fonctions  entières;  on  aura  identiquement 

/,^  '     ?if)-   i„\    4(^)4'(<^)-->^'(0 

b^  c^» .  .y  l  désignant  les  autres  racines  de  l'équation  (1}. 
Le  dénominateur  ^  («)  ^  (£)•••  ^  (')  du  second  membre 
est  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'é- 
quation (1),  et  il  peut  en  conséquence  s'exprimer  ration- 
nellement par  les  coefficients  de  celle  équation.  Pareille- 
ment le  facteur  ^  (b)  ^  [c) . . .  ^  (l)  du.  numérateur  est  une 
fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

X  —  a 

et  on  peut  l'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  entière, 
en  fonction  des  coefficients  de  cette  équation,  c'est-à-dire 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  l'équation  (i).  D'a- 
près cela,  l'égalité  (2)  prendra  la  forme 


\[a) 


=  f(«}-Ô(«), 
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OÙ  0  {^a)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  par 
rapport  à  a.  En  effectuant  le  produit  des  polynômes  (f  et  0, 
notre  fraction  deviendra 

et  je  dis  qu'on  peut  supposer  le  degré  [j.  inférieur  à  ///.  En 
effet,  de  l'équation  ^ (a)  =  o  on  peut  tirer  la  valeur  de  a'" 
qui  sera  exprimée  par  un  polynôme  du  degré  m  —  i  ;  en 
multipliant  par  a  cette  valeur  de  a"*,  on  aura  «'"+*,  qui  sera 
exprimée  par  un  polynôme  du  degré  m,  mais  qu'on  pourra 
abaisser  au  degré  w— i,  en  remplaçant  û'"  par  la  valeur 
trouvée  précédemment.  En  continuant  ainsi,  on  expri- 
mera chaque  puissance  de  a,  à  partir  de  la  m'*"**,  par  un 
polynôme  du  degré  m  —  i ,  et,  par  suite,  on  pourra  clias- 

ser  de  1  expression  de  y — •  que  nous  avons  trouvée,  toutes 

les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (/n  —  i)'^""".  Mais  on 
peut  aussi  opérer  comme  il  suit  :  Si  /ji  est  ^  ///,  on  divi- 
sera le  polynôme  Ao4- Ai^ -+7...  par/(<2),  et  en  dési- 
gnant par  Q  le  quotient,  par  X3  [a)  le  reste  qui  est  do 
degré  inférieur  à  tm,  on  aura 

^7^  =  Ao -f- A. /i  +  .  .  .  = /(a)  X  Q -f- CI  («)  ; 

d'ailleurs  y  (â)  étant  nulle,  on  aura  simpleinent 

OÙ  V5  désigne  un  polynôme  de  degré  m  —  i  au  plus. 

183.  Quoique  la  démonstration  précédente  ne  laisse 
rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  clarté, 
nous  en  présenterons  une  seconde  qui  aura  Tavantage  de 
nous  fournir  un  procédé  plus  facile  pour  trouver  la  forme 
entière  qui  convient  a  une  fonction  fractionnaire  donnée. 
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Soît  touibiirs  ?-—^  la  fraction  donnée,  a  étant  une  racine 

def(x)  =  o.  On  peut  supposer  ^  (a)  de  degré  inférieur 
à  m,  car  si  le  contraire  avait  lieu,  on  ferait  disparaître  de 
^  (a)  les  puissances  de  a  supérieures  à  la  (m  —  i)*"^par 
l'un  des  procédés  indiqués  précédemment. 

Cela  posé,  opérons  sur  les  polynômes /*(aj  et  ^(à)t 
comme  s'il  était  question  de  trouver  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur;  on  aura  celte  suite  d*égalités  : 

4*(a)=R.Q,-<-R,, 

Ri:^  R5Q3  -♦-  R3» 


•••••••♦ •••r 

Ri»-.a  =  R»— I  Q»  -t-  Rfiy 

OÙ  R„  ne  contient  plus  la  quantité  a.  Or,  f(a)  étant  nut, 

on  aura 

R,=  — Q,^(û), 

R,r=(i  +  Q.QO^K«), 

R3  = -^  ( Q.  H- Q3  H- Q.  Q,  Q,)  4;  (a), 


la  dernière  de  ces  égalités  sera  de  la  forme 

6  {a)  désignant  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rap- 
port à  a,  et  ou  en  tire 

on  a  donc 

(p(rtr)_y(g).Q-(fl) 

Celte  valeur  de  ji—r  est  entière  par  rapport  a  a,  puisque 
R^  ne  contient  pas  a,  et,  si  elle  renferme  des  puissance» 
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dfe  rt  sitpéiit»titeâ  à  la  (m-^i)"''"',  où  pourra  les  tairti 
disparaître  pat  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  au 

n'»  182. 

'A  lâ  vérité,  celte  méthode  semble  en  défaut  dans  le  cas 
où  les  polyuômes  ^  [x)  etf(x)  ont  un  diviseur  commun; 
car,  dans  Ce  cas^  la  quantité  désignée  par  R^  est  nulle, 
•insi  que. 6 (a)  :  mais  alors  on  pourra  enlever  de/(x), 
par  une  simple  division,  tous  les  facteurs  linéaires  qui 
sont  dans  ^  [x)y  et  parmi  lesquels  ne  se  trouve  pas  x  —  r/, 
car  autrement  ^  (a)  serait  nul.  En  désignant  par  /i  (x) 
le  résultat  aîtisi  obtenu,  d  sera  racine  de  f^  {x)  ==  o,  cl 
le  polynôme  ^  (x)  étant  dès  lors  premier  avec  J\  (  r)^  on 
pourra  appliquer  la  méiliode. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  fonction  rationnelle 
la  plus  générale  d'une  racine  d'une  équation  de  degré  ni 
est  une  fonction  entière  du  degré  m  -^  i,  renfermant  par 
conséquent  m  coefficients  arbitraires.. 

Exemple.  —  Toute  fonction  rationnelle  d^'une' racine  a 
de  l'équation  du  troisième  degré 

^*  -h  /;.>?'  -\-  q^  -^  r  =zo- 
peut  être  mise  sous  la  forme 

mais  il  est  souvent  préférable  de  prendre  une  fx)rme  frac- 
tionnaire dans  laquelle  les  deux  termes  soient  linéaires,  et 
cela  est  toujours  possible  ;  car  si  l'on  divise  l'un  par  raulre 
les  polynômes  a^ -j- pa* -^  qa -i- r  et  Ca*H-Ba-t-A, 
dont  le  premier  est  nul,  on  aura  un  quotient  et  un 
reste  du  premier  degré  en  a,  d'où  il  résulte  que  la 
fonction  A-f-Ba-f-Ca*  peut  être  mise  sous  la  forme 

P 
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184.  Extension  aux  fonctions  rationnelles  de  plif- 
sieurs  racines  d^une  équation.  —  La  méthode  précédente 
a  surtout  Favantage  de  pouvoir  être  appliquée  aux  fonc- 
tions rationnelles  de  plusieurs  racines  d^une  équation. 
On  a,  en  effet,  ce  théorème  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  entière  de  plusieurs 
racines  d^une  équation  peut  être,  remplacée  par  une 
fonction  entière  des  mêmes  racines. 

Rien  ne  sera  changé  à  nos  raisonnements,  si  la  fonc- 
tion ;  ;    ;»  que  nous  avons  considérée,  renferme  d'autres 

racines  i,  c,  etc.,  de  réquationy(a:)  =  o,  et  cette  fonc- 
tion pourra  se  mettre  sous  la  forme  Ao  a  -h  A^  a*  -f-.  • ., 
A Q  et  Al  étant  des  fonctions  rationnelles  de  racines  parmi 
lesquelles  ne  se  trouve  pasa^  A  leur  tour,  on  pourra  rendre 
ces  fonctions  Ao,  Ai,  etc.,  entières  par  rapport  à  une 
autre  racine  6,  puis  par  rapport  à  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

Méthode  d^ élimination  fondée  sur  la  théorie  des 

fonctions  symétriques. 

185.  Parmi  les  applications  que  Ton  peut  faire  de  la 
théorie  des  fondions  symétriques,  on  doit  regarder  comme 
Tune  des  plus  importantes  la  méthode  d'élimination  que 
nous  allons  exposer. 

Considérons  deux  équations,  des  degrés  m  et  n  respec- 
tivement, contenant  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables  x^  j^  etc.,  et  entre  lesquelles  il  s'agit  d'élimi- 
ner j)^.  Nous  supposerons  ces  équations  complètes,  et  leurs 
coefficients  entièrement  indéterminés,  et  les  ordonnant 
par  rapport  ^  J-^  nous  les  représenterons  par 

(  i)         j"'  -f-  /;,  y^''  H-  /?,  j'«-'  4-  ...  -4-  y^,„-.  X  H-  p,n  =  O, 
(2)       y"  -f-  <jr,/"-'  -f-  qijr"-^  -4- .  .  . -4-  7n-,  J  -4-  7,,  ~  o* 
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Les  coefficients  p^^  ^j,  eic  ,  ^,,  17,5  etc.,  sont  des  fonc- 
tions entières  de  x,  etc. 

Désignons  par  a^  b^  c,...^  k^  l  les  m  racines  de  Téqua-        / 
tîon  (i);  ces  racines  dépendent  de  x  et  des  autres  varia- 
bles^ s'il  y  en  a  5  en  les  substituant  à  j^,  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  (2),  on  aura  les  m  résultats 

a" -h  qx  ûf»-'  -f-  7a  a»-'  H-  ...  -4-  7„_,  a  -^  q^n 
b"-hq,  b'*-'  T^  7i  ^""^  +  .  -  .  H-  qn-i  b-hqny 
-(3)  (  <f  H-  «7,  c^'  +  7j  c«-'  -h  ...  -4-  7„_,  c  -f-  q„, 


• • > 

\   /»  4-  7,  /"—  -4-  7a  /"-'  -f- .  . .  -t-  qn-i  l-\-qn- 

Cela  posé,  si  l'on  forme  le  produit  de  tous  ces  résultats,  et 
que  l'on  désigne  par  V  ce  produit,  il  est  facile  de  voir  que 


sera  l'équation  finale  résultant  de  rélimination  de j^  entre 
les  deux  équations  proposées.  En  effet,  l'équation  finale 
qui  résulte  de  l'élimination  de/  entre  deux  équations  est 
simplement  la  condilion  nécessaire  pour  que  ces  deux 
équations  aient  une  racine  commune,  et  il  est  bien  évi- 
dent que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  (i)  et  (2)  aient  une  racine  commune  est  que 
l'un  des  résultats  (3),  ou  leur  produit  V,  soit  nul. 

D'ailleurs,  V  est  une  fonction  symétrique  et  entière  des 
racines  de  l'équation  (1),  qui  contient,  en  outre,  ration- 
nellement les  coefficients  de  l'équation  (2);  on  pourra 
donc  exprimer  cette  fonction  rationnellement  par  les 
coefficients  des  équations  (1)  et  (2). 

186.  La  méthode  précédente  conduit  facilement  au 
théorème  de  Bezout,  relatif  au  degré  de  l'équation  finale. 

Nous  supposerons,  comme  précédemment,  que  les  deux 
équations  (ï)  et  (2),  l'une  du  degré  w,  l'autre  du  drgré  «, 
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soîeiil  complètes,  et  que  leurs  coefficients  soient  dan^ 
une  complète  indépendance.  Alors  les  quantités  pi'ei^i 
sont  des  fonctions  entières  du  premier  degré  par  rapport 
aux  variables  x^  etc.,  qui  figurent  dans  les  équationi 
proposées;  pareillement,  ^2,  rf^  sont  du  deuxième  degré, 
et,  en  général,  le  degré  des  coefficients  de  y  dans  lei^ 
équations  (i)  et  (2)  sera  indiqué  par  leur  indice.  Cela 
posé,  je  dis  que  : 

Le  degré  de  V équation  finale  qui  résulte  de  l 'élimina' 
tion  d'aune  variable  y,  entre  deux  équations  complètes 
dont  les  coejfîcients  sont  indéterminés  et  indépendants 
les  uns  des  autres  y  est  précisément  égal  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations. 

Considérons,  en  effet,  un  terme  quelconque  du  pro- 
duit des  expressions  (3),  par  exemple 

ce  terme  se  trouvera  dans  V,  ainsi  que  la  fonction  symé- 
trique dont  il  fait  partie.  V  est  donc  la  somme  d'expres- 
sions de  la  forme 

en  observant  qu  il  faut  remplacer  ^;,__y  par  i,  si  a  =  ^/^ 
et  de  môme  pour  les  autres.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  le  facteur  ^|,_«<7„_6.  •  .9„_;  est   du   degré 

(/i  — a)-h('*  —  6)  4-. ..-*-(« — l)  ou  mn  —  (a-+-S-f-...4-À) 
par  rapport  aux  variables  a:,  etc.^  si  donc  nous  faisons 

voir  que  le  second  facteur  V*  a"  i   .  .  .Z    est,  par  rapport 

à  ces  mômes  vanablcs  x,  etc.,  du  degré  a  -h-  £  -4- ...  -H X, 
il  s'ensuivra  que  le  terme  de  V  f[iie  nous  considérons  est 
du  degré  m/?,  cl  que  V  est  lui-même  de  ce  degré.   Les 
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coefficients  px^  pt^  etc.,  de  réqiiaiîon  (i)  étant,  par  rap- 
port à  x,  etc.,  d'un  degré  égal  à  leur  indice,  il  en  sera  de 
même  des  sommes  de  puissances  semblables  ^i,  ^s,  etc., 
de  ses  racines;  cela  résulte  immédiatement  des  formules 
de  Newton.  Ainsi.  le  degré  d'une  fonction  symétrique 
ftimple  telle  que  s^  est  le  même,  soit  que  Ton  considère  s^ 

Mmme  fonction  de  a^  6,  etc.,  soit  qu'on  la  considère 
comme  fonction   de  a:,    etc.  Enfin,  ^a*J. . ./''   peut 

s'exprimer  en  fonction  des  sommes  s^  par  une  formule 

entière  qui  est  du  degré  a  -+-  S  -+- . .  .  -4-  i  par  rapport 
aux  racines  â,  ft,  etc.,  et  qui  est,  par  conséquent,  aussi 
du  même  degré  par  rapport  à  or,  etc.  Le  tbéorème  est 
donc  démontré. 

Nous  avons  admis  comme  évident  que  les  termes  de 
degré  m/z,  qui  se  trouvent  dans  V,  ne  peuvent  se  détruire, 
tant  qu*on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (t)  et  (a).  On  peut,  au  surplus,  mettre  ce  fait  hors 
de  doute  en'  se  référant,  comme  nous  l'avons  fait  au 
n^  71,  au  cas  particulier  de  deux  équations  dont  les  pre- 
miers membres  sont  décomposables  en  facteurs  linéaires. 

187.  Si  les  coefficients  des  équations  (i)  et  (a)  ont  des 
▼aleurs  déterminées,  on  pourra  toujours  leur  appliquer 
le  raisonnement  du  n°  186,  pourvu  que  ces  équations 
contiennent  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  qu'on 
élimine.  On  est  ainsi  conduit  à  la  proposition  snivanle, 
qui  est  générale  : 

Le  degré  de  Véquation  finale  résul/ant  de  V élimina- 
tion d*une  inconnue  entre  deux  équations  qui  en  con- 
tiennent plusieurs  est  au  plus  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  équations. 

Ce  dernier  théorème  subsiste  lorâ  même  que  les  cqna- 
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lions  proposées  manquent  de  la  plus  haute  puissance  de 
l'inconnue  qu'on  élimine. 

Soient,  en  effet,  deux  équations  entre  deux  variables x 
et  j^  ayant  respectivement  met  n  pour  degrés  et  man- 
quant du  terme  le  plus  élevé  eny.  Eu  considérant  x  et  j 
comme  des  coordonnées  rectilignes,  ces  deux  équabons 
appartiendront  à  deux  courbes,  et  le  degré  de  l'équatioa 
finale  résultant  de  Télimination  àe  y  sera  égal  au  nombre 
des  points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  de  ces 
courbes.  Par  conséquent,  ce  nombre  ne  changera  évi- 
demment pas,  si  l'on  rapporte  les  deux  courbes  à  d'au- 
tres axes  de  coordonnées  \  mais  alors  les  nouvelles  équa- 
tions de  ces  deux  courbes  se  déduisent  des  anciennes,  en 
remplaçant  x  et  j^  par  des  fonctions  linéaires  ax-^by, 
a! X  -+-  b'j^  et  elles  contiendront  évidemment,  l'une  un 
terme  en  j"*,  l'autre  un  terme  en  y",  à  cause  de  l'indéter- 
mination de  b  et  b' \  le  degré  de  Téquation  finale  eux 
résultant  de  l'élimination  de  y  entre  ces  nouvelles  équa- 
tions sera  donc  au  plus  égal  à  mn  :  par  suite,  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  deux  courbes  ne  pourra 
surpasser  mn,  et  il  en  sera  de  même  du  degré  de  l'équa- 
tion finale  qui  résulterait  de  l'élimination  Ag  y  entre  les 
deux  proposées. 

La  même  démonstration  s'applique  au  cas  où  les  deux 
équations  proposées  contiennent,  outre  x  et  j^  d'autres 
variables  u,  2, . . . .  En  effet,  si  l'on  pose 

et  que  l'on  considère  /r,  ^,  etc.,  comme  des  paramètres,  le 
raisonnement  précédent  s'appliquera  aux  deux  équations 
proposées  qui  ne  renferment  plus  que  x  et  j.  Par  où  l'on 
voit  que  l'équation  finale  en  x,  z,  //,  etc.,  résultant  de 
l'élimination  de  j,  sera  au  plus  du  degré  m/î,  si  l'on  y 
remplace  z^  m,  etc.,  par  Ax,  A^x,  etc.,  et  cola,  quels  que 
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soient  A*,  à',  etc.-,  mais  cette  substitution  ne  change  évi- 
demment pas  son  degré,  lequel  ne  pourra  donc,  en  aucun 
cas,  surpasser  m/i. 

On  verra  plus  loin  qu'on  peut  fixer  avec  précision, 
dans  chaque  cas  particulier,  le  degré  de  l'équation  finale 
qui  résulte  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations  données. 

188.  Quand  on  opère  réliminalion  dans  le  but  d'ob- 
tenir les  systèmes  de  solutions  de  deux  équations  à  deux 
inconnues,  il  faut  déterminer  en  outre  les  valeurs  de  l'in- 
connue éliminée  qui  répondent  à  chaque  racine  de  l'équa- 
tion finale;  on  a  vu  au  n°  73  comment  on  doit  diriger  le 
calcul  pour  remplir  cet  objet.  Au  reste,  comme  l'équation 
finale  en  x  exprime  que  les  équations  proposées  ont  une 
racine  communej^,  on  peut  déterminer  celle-ci  par  le  pro- 
cédé suivant  qu'Abel  a  fait  corinaitre  dans  le  tome  XVII 
des  Annales  'de  Mathématiques  de  Gergonne. 

Soient  les  deux  équations 

qui  ont  une  racine  commune  y^ ,  mais  qui  n'ont  que  cette 
seule  racine  commune,  et  proposons-nous  de  la  calculer. 
Désignons  par  ^i  ?  JKs ,  •  •  • ,  ./z»  If'S  n  racines  de  l'équa- 
tion (2),  et  portons-les  dans  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (1)  f(y)  \  on  aura  ces  n  résultats 

dont  le  premier  est  nul.  Faisons  ensuite  les  produits 
n  —  I  k  n  —  I  de  ces  n  quantités,  et  désignons  générale- 
ment par  R    celui  de  ces  produits  qui  ne  contient  pas  le 

facteur  y  (j^  )^  les  quantités 
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seront  toutes  nulles,  à  l'exception  de  la  première.  Ces 
quantités  sont  exprimables  rationnellement»  la  première 
en  fonction  dej^i,  la  seconde  en  fonction  de  j^,  etc.,  la 
dernière  en  fonction  de  r»;  en  effet,  R    est  une  fonction 

symétrique  des  quantités  ^i,  j^t , . . . ,  ^«^  excepté  r  , 

c'est-à-dîre  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'é- 
quation 


ou 


n— I 


7' 


X 


y 


n—a 


=  o 


7» 


-^j; 


n— » 


-h, .  .  =  o; 


R  pourra  donc  s'exprimer  sous  forme  rationnelle  et  en- 
tière en  fonction  de  r  et  des  quantités  connues  qui  en- 
trent dans  les  équations  (i)  et  (  '2),  de  la  manière  suivante  : 

En  outre,  par  l'un  des  procédés  indiqués  aux  n^'  182 
et  183,  on  pourra  chasser  de  l'expression  de  R     toules 

les  puissances  de  r  supérieures  à  la  (/i  —  ij»*"»*^  çn  sorte 
que  la  valeur  de  R^  aura  finalement  cette  forme  : 

On  voit  que  l'équation 

p„_,  /"-'  -f-  pn^î  J'"-'  -4- .  .  .  4-p,  j^  H-  po  =^  o 

a  les  71  —  i  racines  yj ,  yi , . . . ,  j^„  ^  on  a  donc 


on  a  d'ailleurs 


r  a  -h  JTs  4-  .  .  .  -f-  J„  ==  —  ^ -, 

p/i— i 


Ji  -f-ra-4- J3-4-.  .  .-t-^-n^—  «7 


I  > 
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et,  par  la  soustraction,  on  obtient  la  valeur  demandée 
de  yx  >  savoir  : 


Pk-J 

On  voit  qu'il  suffit,  pour  avoir  yi,  de  calculer  dans  R 
les  coefficients  de  j^""'  et  de  j^^~' . 

Théorème  de  Lagrange  sur  les  conditions  nécessaires 
pour  que  deux  équations  aient  plusieurs  racines 
communes^ 

189.  C*est  ici  l'occasion  de  mentionner  un  beau  ibëo- 
rème  que  Lagrange  a  démontré  dans  son  célèbre  Mémoire 
inséré  parmi  cetix  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1770  et 
1771,  et  qui  est  relatif  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  deux  équations  aient  plusieurs  racines  communes. 

L'objet  de  ce  tbéorème  est  de  faire  connaître  les  con- 
ditions pour  que  deux  équations  algébriques  aient  deux, 
trois,  etc.,  racines  communes,  quand  on  connaît  la  con- 
dition pour  qu  elles  en  aient  une.  Voici  en  quoi  il  con- 
siste. 

Théouème.  —  Si  V  =  o  exprime  la  condition  pour 
que  deux  équations  algébriques 

(i)  f[x)  =zx^-{-p,af"-^  -f- 7^,^'"-» -f- . .  .-l-/?m-iA'-f-/7m=  o, 
(2)    ¥(x)  z=:x^  -\-  q^x"-^  -{-  r/ja:"-'  -h.  .  .  -f-  <7„_,x  -f-  </;,  =1  o 

aient  une  racine  commune^  V  étant  une  Jonction  en- 
tière des  coefficients  pi,  ^j,...,  ^, ,  e/s,...,.,   et    que 

l'on  désigne  par  D'^  V,  D^   V  les  dérivées  d'ordre  [i  et 

d'ordre  v  du  polynôme  V,  prises  la  première  par  rap- 
port à  p,rtî  cf  la  deuxième  par  rapport  à  <y„,  les  con* 
ditions  nécessaires  pour  doux  racines  communes  seront 

\  =zo     et     D^  V  rmo, 
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OU  bien 

V  rz:  o     et       D^  V  =r  o  ;       . 


« 


D.   V  — o, 

d;v_o,'            1 

m 

* 

\ 

Dy  V  — O, 

d;  V    0, 

n 

pareillement^  les  conditions  nécessaires  pour  trois  racines 
communes  seront 

ou  bien 

V  =  o, 

et  ainsi  de  suite  j  en  sorte  quon  Jormera  tes  conditions 
nécessaires  pour  yi  racines  communes  y  en  joignant  àVé» 
{/nation  V  =  o  nécessaire  pour  une  seule  racine  coni' 
mune  les  fx — i  équations  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  II  —  I  premières  dérii^ées  du  polynôme  V,  prises  par 
rapport  au  dernier  terme  de  Vune  des  deux  équations 
proposées. 

Tel  est  renoncé  que  Lagrange  a  donné  de  son  théorème; 
maïs  il  est  nécessaire  d'ajouter  quelques  mots  sur  la  ma- 
nière dont  cet  énoncé  doit  être  entendu.  Ainsi  les  équa- 
tions 

V  — o,       D„    Vz=0,       D'V:=:0,...,       D^^'VzirO 

expriment  simplement  Us  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  quejut  racines  de  l'équation  (2)  satisfassent  à 
l'équation  (i),  en  sorte  que  si  l'équation  (2)  a  des  racines 
égales,  il  sera  possible  de  satisfaire  aux  [x  équations  de 
condition  écrites  plus  haut,  sans  que  les  premiers  m(in- 
bres  des  équations  (i)  et  (  2)  aient  un  diviseur  commun  du 
degré  (x^  ce  qui  serait  la  condition  nécessaire  pour  queles 
équations  (1)  et  (2)  eussent  réellement  p.  racines  com- 
munes. Pareillement  les  équations 

Vz=0,       D^VnrO,        D'V  —  o ,        Dg~\=:0 

'M  '  /J  H 
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[>riiiient  les  conditions  nécessaires  pour  que  [i  racines 
Téquation  (i)  satisfassent  à  Téquation  (2),  en  sorte  que 
l'équation  (i)  a  des  racines  multiples,  on  pourra  satis- 
:e  aux  équations  de  condition  précédentes,  sans  que 
équations  (i)  et  (2)  aient  réellemeat  fx  racines  confi- 
nes. 

1  faut  remarquer,  en  outre,  que  le  dernier  terme  p^ 
y„,  par  rapport  auxquel  sont  prises  les  dérivées  de  V, 
l  être  considéré  comme  un  paramètre  indéterminé  dont 
s  les  antres  coefficients  sont  indépendants. 
lelsL  posé^  passons  à  la  démonstration  du  théorème, 
ent  a,  &,  c, . . . ,  /:,  /  les  n  racines  de  Téquation  (2))  et 
ons 

.y=/{a)/{b).../(i)/(l)i 

îst  une  fonction  symétrique  des  racines  de  Téqua- 
1  (2),  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions 
ières  des  coefficients  de  l'équation  (i)  ;  on  pourra  donc 
primer  par  une  fonction  entière  des  coefficients  des 
ations  (1)  et  (2). 

^es  racines  a^  &,  c,...,  A^,  /étant  indépendantes  de  p^^ 
quantités  y  (a), /*(t),. .., /"(/)  sont  des  fonctions 
faires  de  p^  et  leurs  dérivées  sont  tontes  égales  à 
lité^  donc  D^  V  est  égale  à  la  somme  des  produit» 

—  I  à  m — 'I  des  quantités 

\ 

3illement Di  V  est  égale  à  la  somme  des  produits 

1 . 2      ^m  ^  ^ 

—  a  à  m  —  2  des  mêmes  quanti tés>  et  généralement 
— :  DJ,  V  est  égale  à  la  somme  de  leurs  produits  m  —  1 

—  i. 

ar  conséquent,  Téquatiou  qui  a  pour  racines  les  /i 
I.  -27 
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quantîHéè 

/(«)t    /(*),...,    f(k),    f(l) 


est 


X" =^ :  X*-«  -h . . .  :^  — 2mç  X» 

1  .2.  .  .(/I  —  l)  ^^  I  .2.3 

Ht --2- X»qc -£0- X ±:  V  Si  o* 

1.2  ^^       I 

Or,  pour  que  ^  fâdtied  de  récfnaftioti  (2)  satislafseaiii 
rëquatiôn  (i),  il  lâut  ec  il  suffit  (fue  Téspiatioii  en  X  ait 
fx  raoineé  huiles,  d'esf-à*dirc  que  I'od  ait 


V=r:0,       D^    V=:±0,      ï>)    V=±iO,...,       D^      'v  =  0, 


ce  qui  démontre  le  tbeorème  énonce^ 

La  démonstration  qui  précède  est  plus  claire  et  plot 
précise  que  celle  qui  a  été  donnée  par  Lagrange.  Il  semble 
effect^ement  au  premier  abords  païf  le  raisonnefiiéBt  de 
Tauteur,  qu^il  soit  permis,  dans  TénOadé  du  théofcne, 
de  substituer  aux  dérivées  de  V,  prisée  par  rapport  au 
dernier  terme  de  Tune  des  équations  proposées,  les  déri* 
vées  prises  par  rapport  à  un  coefficient  quelconque,  ou 
même  par  rapport  à  un  paramètre  dont  un  ou  plusieurs 
de  ces  coefficients  seraient  fonctions.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  obtiendrait  de  cette  manière  des  équations  de 
condition  trop  générales. 

Par  exemple,  /7,„_,  étant  le  coefficient  de  x*  dansy*(x), 

et  tous  les  autres  coefficients  étant  indépendants  de  p^^^ 

les  équations 

Vr=o,     D^      V  =  o 


m—i 


peuvent  avoir  lieu,  quoique  les  équations  (i)  et  (2)  n'aient 
qu'une  seule  racine  commune.  En  effet, /"{a),y*(t),. . ., 
f{l)  sont  dos  fonctions  linéaires  de  p^-^i  et  leurs  dérivée» 
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par  rapport  à  p„^  ont  respectivement  pour  valeurs  a'^ 
i',..,,  /';  donc,  à  cause  de 

on  aura 


D^      Y=:a'/(A).../(/)H-^'-/(«).../(/) 

m—* 


•    •    •    4 


Il  est  évident,  d'après  cela,  que  les  équations  de  condî^ 
tioEâ 

V=:0^       Dp      y=zO 


m— I 


seront  vérifiées  si  chacune  des  équations  proposées  a  une 
Mcîne  uuUe. 

dxEMPLZ.  —  Appliquons  le  théorème  de  Lagrange  sont 
ie'%X'x  équations 

X^  -f-  /?,  a:*  -f-  /?j  J?  -f-  /73  =:  Ô, 

E^  appelant  a  et  i  les  racines  de  la  seconde  équation 9 
on  a 

V  ==  (a»  H-  ;?,  rt*  H-  /?, fl  -*-  /7,)  (  ^  4-  />,  i*  -4-  /h  *  -*-  /?3 ) 

—  qtqiPtPt-^  (q*  —  ^q*) Pi p»-^ q^pl—  9iPtPi-^ph 

et 

D^^  V  =  —  q\-h  37,  7,  +  (7Î—  2  71)  />,  —  q,p2-h  2/7, . 

La  condition,  pour  que  les  équations  proposées  aient  une 
racine  commune,  est  V  =  o;  par  suite,  les  conditions 
pour  deux  racines  communes  seront 


Vz=oj     D-V  =  o* 
En  éliminant /7i  entre  celles-ci,  il  vient 

(7î — 4^0  (7? — 7»  —  7./^' + p-^y  ~  <'  ' 


•2" 
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celte  dernière  se  décompose  en  deux  autres.  Sî  l'on  prend 

ou  exprimera  que les  deux  racines  de  Téquation  du  second 
degré  sont  égales  entre  elles,  et  ces  racines  satisferont  à 
réquatioQ  du  troisième  degré  en  vertu  de  la  condition 
V  =  o.  Si  l'on  prend,  au  contraire, 

7Î—  Va  — yi/'â-f'/'a^  o, 

l'équation  D^  V  =  o  se  réduit  à 

qrqt  —  q^Pi  -f-/?j  =  o. 

Les  deux  équations  précédentes  expriment  les  conditions 
tiécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  des  équa- 
tions proposées  soit  divisible  par  la  seconde. 

Méthode  de  TschimaûSy  pour  faire  disparaître  autant 
fie  termes  que  Von  veut  d'aune  équation. 

r 

190.  On  peut  rattacher  à  la  théorie  qui  nous  occupe  k 
méthode  élégante  que  Tschimaûs  a  donnée  dans  les  jictes. 
de  Leipsick  pour  1683,  et  qui  sert  à  faire  disparaître  d'une 
équation  autant  de  termes  que  l'on  veut.  Cette  méthode 
consiste  à  transformer  l'équatiori  proposée  en  une  autre 
dont  la  racine  soit  une  fonction  rationnelle  de  celle  de  la 
proposée,  ou,  si  l'on  veut,  une  fonction  entière  de  degré 
inférieur  à  celui  de  l'équation  proposée,  car  c'est  k  cette 
forme  {n^  182)  que  peut  se  ramener  la  fonction  ration* 
nelle  la  plus  générale. 

Soit 

(i)       af^-\-  p^af-^  -+-/?jX"-*^-f-.  .  .  H- /7;h-i ^  + /?m  =  o 

une  équation  du  degré  w,  et  posons 

(2)       j  i=r  «0  -h  «,  j:  -f-  «2-^'  -4- .  .  •  -+-  ^«_i  ar*^'  -f-  a^  x", 

«0,  /ïj,  etc.,  désignant  des  indéterminées,  n  un  entier 
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inférieur  à  w.  L'équation  finale  enj^  qui  résulte  de  l'éli- 
mination  de  x  entre  les  équations  (i)  et  (2),  sera  évidem- 
ment du  degré  m,  puisque  j^  a  autant  de  valeurs  que  x. 
Cette  élimination  peut  se  faire  par  les  fonctions  symétri- 
ques, de  la  manière  suivante  :  en  élevant  Téquation  (2) 
aux  différentes  puissances  2,  3,. . .,  m,  et  en  ayant  soin 
de  rabaisser  les  exposants  de  x  au'^dessous  de  m,  à  Taide 
de  l'équation  (i),  on  obtiendra  une  suite  d'équations  de 
la  forme 


(3) 


^»  =  fta  4-  ^,x  -h  b^x^  -h  .  .  .  -f-  ^«_,  ar«-', 
^  =  Co  H-  Cl  a:  -I- -h  c„t_x  X*-*, 


7 


y»=r  ^^  -I-  A-,  :ir  -»- 4-  /v-i  .«*"'. 


&09  ^19  etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières  du 
deuxième  degré  des  indéterminées  Aq,  âi,  etc.  ^  pareille- 
ment Co,  Cl,  etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  et  entières 
du  troisième  degré  de  Aq,  a^,  etc.,  et  ainsi  de  suite.  Si, 
maintenant,  5i,  ^a,  etc.,  désignent  les  sommes  de  puis- 
sances semblables  des  racines  de  l'équation  (1);  Si,Ss,etc., 
celles  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équation 
enjr,  les  équations  (2)  et  (3)  donneront 

Si  =:  W/ûo  -h  à,  ^,  -f-  flj  *,  -I-  .  .  .  -4-  /7n-i  ^n-i  "+■  ^n  *«  y 

CA\         /   ^*  ^^  ^^»  H-  ^1  *i  -h  ^a *»  -h  .    .......  -4-  ^«-1  *fl,_i , 

I    •.•«......^. .••....••••....•. •••... 

Sw=  iw^o  H-  ^1  ^1  -h  ^a  ^3  H- -f-  /^m-i  ^fli-i . 

Connaissant  ainsi  les  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  de  l'équation  en  j^  on  pourra  former  cette 
équation. 

On  peut  y  arriver  encore  de  la  manière  suivante.  On 
résoudra  les  équations  (3)  par  rapport  aux  puissances 
x*^  a:*,...,  x"**'*,  et  Ton  portera  leurs  valeurs  dans  l'é- 
quation (2).  Ce  procédé  a  l'avantage  de  donner  la  valeur 
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le  X  exprimée  rationiietlement  eii_j',  en  sorte  qu'on  con- 
laitra  chaque  racine  de  l'équation  proposée,  quand  on 
mra  résolu  VéquatiDn  finale  en_y. 
Représentons  par 


(5) 


-  f/,y"-' 


-  ?-  = 


cette  équation  enj^,  où  ç,,  yi,.--,  q,^  sont  fonctions  en- 
tières des  indéieruiinées  a,,,  a,,  etc.,  et  qui  exprime  la 
condition  pourque  les  équations  (i)et  (2)  aient  une  racine 
commune.  Je  dis  que  de  celte  seule  équatiou  (  5  )  ou  peut 
déduire  la  valeur  de  x  qui  correspond  à  cbaque  valeur 
àe  j,  et  même  la  valeur  d'une  puissance  quelconque  de  j:. 
En  effet,  désignons  par  Y  ce  que  devient  le  second  membre 
de  la  formule  (a)  quand  on  y  remplace  le  coefficients 
par  a    +  /;,  et  soit 


(6) 


h  Q,  Y- 


hQ,Y"- 


-Q™=-« 


l'cquatiou  de  laquelle  dépend  Y.  Chaque  coefEcient  Q, 
est  une  fonction  entière  de  a  -h  h,  et  si  on  Tordonne 
suivant  les  puissances  de  h,  on  aura  évidemment 


D     tji,  D^    Çti-"  ceprësenlant  les  dérivéet  sncceSKÎves  du 
polynôme  ç,  par  rapport  à  a    ;  on  a  d'ailleurs 


Si  l'on  porte  ces  valeui's  dans  l'équation  (^),  celle-ci  de- 
viendra identique,  quel  que  soit  A,  quand  on  attribuera 


à  ;£  et  à 


leurs  valeurs  sinrakanées  :  en 


:on  séquence. 


les  coeffici«Bl8  des  diverses  puissances  de  A  doivent  être 
nuls.  En  égalant  à  zéro  la  partie  indépendante  de  A,  on 
refrouve  l'équation  (5|,  et  si  l'on  égale  à  séi'O  leseocHi- 
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ctenXs  de  Ja  première  puissance  de  A,  il  viendra 

[/lïjr— •  4-  (,1,  —  1  )  ^,  j"^  -f-  .  .  .  -4-  qn^^  ]  JT**  -4-  .  .  . 

et,  par  suite. 

Oïl  aura,  en  parliculier, 

m/""'  -ri-  (  /w  —  I  )  y,  ^-*  -h ....  -f-  9"-'  * 

On  voit  donc  qu'il  su$ra  de  r^soudj'e  l'équation  (5) 
pour  avoir  résolu  par  cela  même  Téquation  (i). 

Cela  posé,  on  peut  disposer  des  indéterminées  a^\ 
^19  ^c*)  de  manière  &  faii^ç  évanouir  n  termes  <le  Téqua^ 
iion  &iys  P^^  exemple,  s\  Von  Teut  faire  disparaître  Içs 
n  termes  qui  avivent  le  premier,  il  suffira  de  poser 

Sti  —  O  f       Oj  —  O  ,  •  .  .  y       Ou  —  o . 

Or,  en  se  reportant  aux  équations  (4),  on  voit  que  S,  est 
du  premier  degré  par  rapport  à  «09  <^i>  etc.,  que  Sj  est 
du  deuxième  degré,  Ss  du  tjroisième,  etc,^  S„  du  //'""*. 
Donc,  d'après  le  théorème  de  Bezout  (n°  70),  la  déter- 
mination de  ces  indéterminées,  dont  Tune  peut  être  prise 
arbitrairement^  dépend  d'une  équation  du  degré 

et,  si  l'on  voulait  faire  disparaître  de  1  équation  (5j  tous 
les  termes,  à  l'exception  du  premier  et  du  dernier,  le 
problème  dépendrait  d'une  équation  du  degré 

I.*2*3.  .  .(1»  —  i). 
C'est  aussi  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que 


I 
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se  trouverait  ramenée  celle  de  Téquation  proposée,  car 
réquation  (5)  n'ayant  alors  que  deux  termes  pourrait  être 
immédiatement  résolue. 

191 .  La  transformation  de  Tschirnaûs  donne  la  réso- 
lution algébrique  des  équations  du  troisième  et  du  qua.- 
trième  degré.  En  effet,  soit  d'abord  Féquation  du  troi- 
sième degré 

x^  -h  px*  -h  qx  -^  rd^o; 
on  posera 

et  Ton  formera  l'équation  finale  en^,  savoir 

/»  -»-  P j*  -l-Qj  H-  R  =  o. 

On  déterminera  les  rapports  de  deux  des  quantités  (Mo  9 
ai ,  At  à  la  troisième,  au  moyen  des  équations  P  =  o  9 
Q  =  o,  qui  sont,  l'une  du  premier  degré,  l'autre  d^ 
deuxième  ^  on  pourra  donc  résoudre  ces  équations  et  e^" 
primer  les  rapports  dont  il  s'agit  en  fonction  des  coeffi^ 
cients  de  la  proposée.  L'équation  en  j^se  réduisant  alors  ^ 

on  en  tirera  ces  trois  valeurs 

a  et  S  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires 
l'unité.  Connaissant  ainsi  les  trois  valeurs  dej^,  on  aur^ 
facilement,  par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  les  troi^ 
valeurs  de  x.  D'après  la  proposition  du  n°  182,  la  trans- 
formation que  nous  venons  d'effectuer  revient  à  cell^ 
dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n^  63. 
Soit  enfin  l'équation  du  quatrième  degré 

V*  -h  p.T*  H-  qx^  -h  rx  "^  s  =z  o 'y 
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on  posera,  comme  prëcédemment, 

y  =  «0  -I-  «1  07  H-  ^2  x^9 
et  ron  aura  une  équation  en  y  telle  que 

On  détermineraMeux  des  quantités  ao^a^  a^  au  moyen 
des  équations  P  =  o,  R  ==  o,  qui  sont,  Tune  du  premier 
degré,  l'autre  du  troisième;  on  pourra  donc  résoudre  ces 
équations  et  exprimer  deux  des  inconnues  en  fonction  de 
la  troisième  et  des  coefGcients  de  la  proposée.  L'équation 
en  j*,  se  réduisant  à 

j* -»- Q  j' -»- S  =r  o, 

elle  pourra  être  résolue,  car  elle  s^abaisse  au  deuxième 
degré  en  posant  j^*=  z.  Connaissant  les  quatre  valeurs 
de  y  y  on  formera  immédiatement  les  expressions  des 
quatre  racines  de  Téquation  proposée. 

application  de  la  méthode  de  Tschirnaûs  à  r  équation 

du  cinquième  degré. 

192.  M.  Jerrard,  géomètre  anglais,  a  démontré  qu'on, 
peut  faire  disparaître  d'une  équation  quelconque  le 
delixième,  le  troisième  et  le  quatrième  terme  en  résolvant 
une  seule  équation  du  troisième  degré.  Nous  allons  éta- 
blir ici  ce  résultat  important;  à  cet  effet  nous  commen- 
cerons par  démontrer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Une  fonction  homogène  et  entière  du 
second  degré  de  n  variables  est  la  somme  des  carrés 
de  V  fonctions  linéaires;  le  nombre  v  étant  égal  ou  in^ 
fé rieur  à  n. 

Soit  V  une  fonction  homogène  et  entière  du  siecond 
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degré  des  n  variables. 


f 


^Hy    ^if    «^aj»  •  •>    ^1 


!• 


Si  ra  =  I ,  la  fonction  V  ne  dépend  que  de  la  seule  v^^' 

i-iable  Xo^  et  elle  est  de  la  forme  Bq  x]  ou  (x©  i/ê)*,  eo  étst  :b^I 
un  coefficient  numérique. 

Dans  le  cas  de  n  [>  i ,  si  V  renferme  le  carré  de  l'uxac 
des  variables,  j^d  par  exemple,  et  quW  Tordoone  p 
rapport  k  x^j  on  aura  une  expression  de  la  forioe 

£o  est  une  constante,  P  est  une  fonction  linéaire 
n  —  I  variables  Xi,  Xj , , ^  • ,  x„_i  5  enfin  Q  est  une  foiRC— 
tion  entière  et  homogène  du  second  degré  des  mèin.es 
variables.  Si  donc  on  pose 

P  P» 

on  aura 

V  =  geX;-f-V.,      ou      V==:;(XaV^)'-4-V., 

Vi  étant  une  fonction  entière  et  boitiogène  du  secon 
degré,  mais  qui  ne  renferme  que  n  —  i  variables^   a  '^ 
pjus. 

Si  la  fonction  V  ne  contient  aucun  carré  et  qu'on  To^c-- 
donne  par  rapport  aux  deux  variables  x^  et  Xi,  on  a»i"C^a 

Vr=e.roJ:, -h  Pxo  H-  Qx,  -f- It, 
OU 

Cl  si  Ton  pose 


1/  P  +  Q\     ^_'/_      „      P^QY 


X«  —  -  1  .r„  -H  .r,  H ) ,       X,  =:  -  (  .ro  —  A',  — 
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iendra 

v=:e„(x;-x;)-hv, 

€t  Xi  sont  des  foncjtious  linéaires  qui  peuvent  renfer* 
r  les  n  variables  j:4)f  iPi,..«,  x„«i,  et  Vj  est  une  fonction 
ière  et  homogène  du  second  degr^  qui  ne  renferme,  au 
s,  que  n  —  a  variables. 

Unsi  la  fonction  V,  qui  dépend  de  n  variables,  est  ra- 
lée  &  la  fonction  Vi,  qui  n'en  renferme  que  /i  —  i 
3lus,  ou  à  !a  fonction  V,,  qui  n'en  contient  pas  plus 
t  «7-  2,  en  mettant  à  part  un  carré  dans  le  premier  cas 
eux  dans. le  second;  on  peut  opérer  de  la  même  ma- 
e  sur  la  nouvelle  fonction,  et,  en  poursuivant  ainsi, 
rtettra  V  sous  la  forme  suivante  : 


V  =  j. x;  H-  «.  xj  -4- . . .  -+-  e^_,  x;. 


I  > 


T  =  (X,  ^o)V  (X,  ^)V  .  .  .+  (X,^,  y/c^^,)', 

-iv">  ^v— 1  désignant  des  coefficients  numériques,  et 
Xi,-f,  Xy_,   des  fonctions  linéaires  des  variables 

l  est  évident  que  le  nombre  v  est  égal  ou  inférieur  à  /2, 

tie  Ton  a  V  =  n  quand  les  coefficients  numériques  de  Y 

t  des  quantités  indéterminées. 

1:XEMPLE.  —  Si  l'on  applique  la  méthode  précédente  à 

Onction 

V  =  Ax'-f-  A'j2+  A"z'-+-  2Bj3  -4-  2B'x2  -4-  7.1&" xy 
trois  variables  x^j^  z,  dans  laquelle  les  coefficients 
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numériques  A,  A',...  demeurent  indéterminés,  on  trou- 
vera 

en  faisant,  pour  abréger, 

Y  z=  (AA'—  B''')y  -H  (AB  —  B'B")  z,     Z  =  z, 
et 

_i        fi  — __L__ 
*""!'  A(AA'— B"»)' 


7 


AA'A"4-  aBB'B"  —  AB»—  A'B'>—  A'^B"» 


AA'  —  B 


»r 


193.  Passons  maintenant  à  la  démonstration  da  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue.  Soit  l'équation  ' 

ar-\-p,  ar^^  -f-  p^af^^  -h  . .  ..-f-  /?«_i  ar  -h  /?„  =  o, 

et  posons 

y  =  aô-h  a,  a:  -h  «a  a;^  H-  a^  x^  -h  ^4  JC*» 

Soit  aussi 

r""  -+-  çi  r"^'  -•-  ç'ir  ""'  -^-  fii  r"*"'  -f- . . .  -4-  y,„_i  j  -+-  y„  =  o 

l'équation  eny.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n^  190,  la  somme 
des  puissances  p*^"»^*  des  racines  de  l'équation  en  y  est 
une  fonction  homogène  et  entière  du  degré  p  des  cinq 
quantités  ao,  a^  a^^  a^y  a^-^  par  suite,  les  coefficients^!, 
929  •  •  •?  (]m  sont  aussi  des  fonctions  entières  et  homogènes 
des  mêmes  quantités,  et  les  degrés  de  ces  fonctions  g  sont 
précisément  égaux  à  leurs  indices.  Cela  posé,  pour  faire 
disparaître  le  second, -le  troisième  et  le  quatrième  terme 
de  l'équation  en  j^  il  faut  faire 

y,  =  0,        ^2  =  0,        73  =  0' 

La  première  de  ces  équations  est  linéaire  5  tirons-en  la 
valeur  de  o©  en  fonction  de  «i,  «s,  «g,  «4  pour  la  porter 
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dans  les  deux  autres,  et  supposons  que  celles-ci  deviennent 

q^O,      q\  =  0. 

-Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  fonctions 
homogènes  des  degrés  2  et  3  respectivement  des  quatre 
quantités  Oj,  a»,  «j ,  «4.  Or,  d'après  le  théorème  du 
vP  192,  Téquation  q\  =  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 

y,  g^  h,  k  étant  des  fonctions  linéaires,  et  cette  équation 
sera  satisfaite  en  posant 

ou 

Ces  deux  dernières  équations  sont  linéaires;  si  Ton  en 
tire  les  valeurs  de  a^  et  de  a^  pour  les  porter  dans  l'équa- 
tion q\=^  o,  relle-ci  deviendra 


^3  =  0» 


et  son  premier  membre  q\  sera  une  fonction  homogène 
et  du  troisième  degré  des  deux  quantités  a^  et  04.  L^une 
de  ces  quantités  peut  être  prise  arbitrairement  et  l'autre 
dépend,  comme  on  voit,  d'une  équation  du  troisième 
degré;  les  quantités  a^  et  ^4  étant  déterminées,  on  en 
conclura  les  valeurs  de  «q,  aj,  Aj,  et  l'équation  en  j^  de- 
viendra 

r*"  -^  94  y""*  -r-  .  .  .  -h  7fl,_,  J  -h  f/m  =  O. 

Par  la*:  même  transformation  on  peut  faire  disparaître 
le  deuxième,  le  troisième  et  le  cinquième  terme  d'une 
équation  quelconque;  seulement,  la  détermination  des 
arbitraires  ^o,  a^y  a,,  a^^  a,,  exige  la  résolution  d'une 
équation  du  quatrième  degré  au  lieu  de  celle  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré. 


I 
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Enfin  y  si  à  la  transformation  de  Tscbîraaùs  on  joint  la 
transformation  qui  consiste  à  remplacer  l'inconnue  par 
son  inverse,  on  voit  que,  par  le  moyen  d'une  seule  équa-     I 
lion  du  troisième  on  du  quatrième  degré,  il  est  possible     \ 
de  faire  disparaître  d'une  équation  (quelconque  les  trois 
termes  qui  précèdent  le  dernier  ou  bien  les  deux  qa^ 
précèdent  le  dernier  avec  celui  qui  précède  le  dernier  d^ 
quatre  rangs.  Et,  dans  le  cas  particulier  de  Féquation  d^s^ 
cinquième  degré,  il  est  clair  qu'on  peut  faire  disparaitr"^ 
ainsi  trois  termes  quelconques  entre  le  premier  et  le  dei 
nier.  Ainsi,  par  la  transformation  dont  il  s'agit,  l'équi 
tion  du  cinquième  degré  peut  toujours  être  ramenée 
Tune  quelconque  des  quatre  formes 


.r*-h 

px 

-h 

9 

o. 

x'-h 

px^ 

-*- 

7 

— 

o, 

x*-4- 

px^ 

-h 

9 

— 

0| 

.r^  -h 

px^ 

-f- 

H 

— 

o. 
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CHAPITRE  IL 

FORMULES  GÉNÉRALES  RELATIVES  A  LA  THÉORIE 
DES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


Formule  de  Lagrange. 

19i.  Lagrange  a  fait  connaître  dans  les  Mémoires  th 
V académie  de  Berlin  pour  1768,  et  plus  tard  dans  le 
Traité  de  la    résolution    des   équations    numériques^ 
Note  XI,  une  formule  remarquable  qui  donne  immédia- 
tement Texpression  de  la   somme  des  puissances  sem- 
blables, d'un  degré  quelconque,  des  racines  d'une  équa- 
tion. Nous  allons  établir  ici  cette  formule  en  supposant 
avec  Tillustrc  auteur  que  Ton  ait  mis  l'équation  proposée 
sous  la  forme 

(1)  U'—X-\-f[x)=iQ^ 

u  désignant  une  constante  et  f(x)  étant  une  fonction 
entière 

Ao  4-  A,x  -4-  A,a:'  4-  Ajo:'  -4- .  .  .  , 

dont  nous  représenterons  la  dérivée  par  y  (a:),  confor- 
ménaent  à  l'usage  (*). 

On  sait  (n*'  172)  que  si  «,  i,  c, .  .  . ,  /  sont  les  racines 
«e  l'équation  (i),  la  somme 


//""'"'        Z;""^'        c""*"'  /""*" 


V       ^  Dans  co  Chapitre  et  dans  les  suivants  nous  supposerons  connus 
t^Hncipes  fondamentaux  du  calcul  diflercnticl  et  du  calcul  inté{;ral,  et 
.     *'^    ferons  ussige  des  notations  géncraloment  admises  pour  représenter 
^^rivées  et  les  diffeii^ntielles. 
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sera  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  la  fono 
tion 


u X  -^  f[x) 


9 


en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 
Soit  la  fonction  plus  générale 

u  —  X  -f-y(x) 

où  ^[x)  désigne  un  polynôme  ayant  pour  valeur 
ff[x)  nf:  Bo  -f-  B, Jc  -f-  B, X»  -I-  Baar-"  -f- . . . , 

et  cherchons  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement 
de  cette  fonction.  Si  Ton  commence  par  développer  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  f(x)^  il  viendra 


(2)  —  -_ 

u  —  X'^f[x)        u  —  X        [u  —  xY  {u  —  xY 

et  la  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles 

fix)', 

que  le  module  de  — ^ — -  soit  inférieur  à  Tunité. 
*  u  —  x 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  du  second  mem- 
bre, on  a 


I  IX         x^ 


a  -^  X       u       it*       u 


3  >#3 


•  •  •  > 


et  si  Ion  multiplie  de  part  et  d'autre  par  le  polynôme 
(p  (x),  on  trouvera  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  dévelop- 
pement de  — — -  a  pour  val( 


ou 


U  X          ^ 

Bn                   B|                      Bo 

— r  -H  -  H -,  +  • 

1    ^" 

.  .  -h          > 
U 

B„-4-  B,«  H-  B,w'-I-.  . 

-f-  B„tt'' 

• 

u"^' 

1 
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i  acutie  que  4^4;oeffîcient  pourra  èUre  repré^enié  f^a^ 

y(") 

»urvu  qu'on  ne  retienne  que  les  termes  qvu  cpmiemi^nt 
en  dénominateur. 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  du  se- 
*nd  membre  de  Péquation  (a),  celui  qui  con lient  la 
lissanceide  f(x)  et  qui  a  pour  valeur 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  coefficient  de  x^ 
ms  le  développement  de 

y(^)[/(^)y 

U  X 

t  égal  à 


9(^)[/(^)Y 


«"+' 


)urvi;i  qu'on  ne  retienne  que  les  termes  qui  contieniient 
en  dénominateur.  On  a  donc,  avec  cette  restriction, 

<f(x)[/.{x)y  _^<f(u)[/(u)y 


U  —  .r 


^  w»+'         ^' 


signe  y^  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  nulle 

positives  de  n.  Et,  comme  la  différçuti:alion  relatijire  à 
^e  peut  introduire  de  puissances  négatives  de  u  dans  les 
^es  qui  n'en  contiennent  pas,  on  aura^  en  prenant  les 
ivées  d'ordre  z  des  deux  membres  de  l'égalité  précé- 

I.  28 
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d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement 
de 

sera  représenté  par  Texpression 

1  »«+' 


1.2.../  du* 

où  il  ne  faut  retenir  que  les  termes  qui  contiennent  u  en 
dénominateur. 

Diaprés  cela,  si  Ton  représente  par 

P.  -h  P,ar  -h  P,ar»  -f-  T^^x"  -t-  .  . . 

le  développement  de  la  fonction 

on  aura 

"""a"-*-'"*"  ^w  "^1.2  du^  ■*"•••' 

pourvu,  nous  le  répétons,    qu'on  ne   retienne  que  les 
termes  qui  contiennent  u  en  dénominateur. 
Supposons  que  la  fonction  <f(x)  soit  delà  forme 

et  faisons,  pour  abréger, 

/      ^  +(«) 

la  valeur  de  P^  sera 

du'  du 

i    d^^(u}[/(u)f         I     d'V{u)l/(u)]'/'(u)  , 

-t-    '  — — -— H.  ••• 

1 . 2  du*  1 . 2  cfa^ 
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3D  a,  en  faisant     J"    •  =  V(m), 


du 


du 
X  aussi 


=  1'(«)/'{tt)-t- <!"(«)/(«); 


'^^'W^  -  ■ .(«)  [/(«)]'-/'(«) 


. .  .«  du  I  .2.  .  .(l —  l) 


I 


I  .2.  .  ./ 

m  différen liant  î —  i  fois, 


''"(«)[/(«)i'. 


..I  du'  l.2...(<  —  i)  </«'"-' 

^ 1     ef-'r  («)[/(«)]■; 

Qoyen  de  ces  formules  de  réduction  la  valeur  de  P„  de- 
it 

=  M'(«}H-<r'(«)/(«) 

1 . 2  .a(£  1.2.0  a f<^ 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  fonctiou  ^(x)  se  ré- 
t  à  l'unité^  on  a 


/*"-*•• 


Jleurs  P„  devient  l'expression  de  la  somme 


I 


a  donc,  en  mettant  partout  n  au  lieu  de  tz  + 1  et  en 

28. 
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désignant  par  (  —  j  la  dérivée  de  -;;  > 

I  1  I  I  ï  /    l    \'    ^/       V 

a"        b"       c«  /"        u"        \a"/  ^  ^    ^ 


d^ 


(i)'[/(«)ï 


I  .2 


du 


I  .2.3 


du* 


II 


OÙ  Tonne  doit  retenir  que  les  termes  qui  contiennent» 
en  dénominateur. 

Le  cas  où  ^  (x)  est  une  fonction  entière  quelconque 
d'un  degré  v  inférieur  à  n  conduit  à  une  formule  pins 
générale  ;  mais  celle-ci  se  déduit  immédiatement  iâ  la 
formule  (3).  Car  soit 


^{x)  =  Co  H-C-rH-Cjar^  -4- .  .  . -f- C   jî**  , 


on  aura 


w{u)  =  1^^—^  =  ~ 
^    '  a"  u" 


C» 


u 


H—l 


U 


n  —  V 


et  la  formule  (3)  nous  donnera 

Y(«)-f-Y(^)H-...-f- Y(/)=:Y(a)-h  Y'(a)/(«) 
I     dr{u)[/(u)Y    .        I       d^r{u)[/(u)f 


(4) 


I  .2 


du 


1.2.3 


du^ 


"TtlM 


en  continuant,  bien  entendu,  à  ne  retenir  que  les  termes 
qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

195.  Supposons  que  la  série  contenue  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (  4  )  reste  convergente,  quand  on 
ne  rejette  aucun  de  ses  termes,  et  désignons  par  le  sym- 
bole [Y]  la  somme  vers  laquelle  elle  converge;  repr^ 
sentons  aussi  par  — S/»[^]  la  somme  des  termes  qui 
ne  renferment  pas  u  en  dénominateur.  Alors  la  for- 
mule (4)  deviendra 


(5)     .  fi^.ia.)-\^W(b) 


>F(/)  =  [y](H-e„), 


.  ftiV 
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on  aura 

[Y]=Y(«)+Y'(«)/(«)+-i-^i:ML>a^'+... 

1.2  au 

_^         .  rf*-Y' (a)  [/(«)]*  _^    ^ 

.es  séries  dont  le  type  est  indiqué  par  la  formule  (6) 
sèdent  une  propriété  remarquable  dont  l^agrange  a 
déduire,  comme  nous  allons  l'indiquer,  la  formule 
bre  à  laquelle  son  nom  est  demeuré  attaché. 
Lemplaçons  la  fonction  ¥  (u)  par  une  autre  fonction 
la  même  forme  II  (u),  dans  le  second  membre  de  la 
nule  (6),  et  désignons  par  [II]  ce  que  devient  alors 
econd  membre  ^  on  aura 

i  [n]  =  n(«)  +n'(«)/(a)  -h  —  — --^r^~^'" 


1 . 2 ...  X  ^a*""' 

[ultiplions  Tune  par  Tautre  les  séries  contenues  dans 
seconds  membres  des  formules  (6)  et  (7),  et  réunis- 
i  en  un  même  groupe  les  produits  partiels  dont  les 
eurs  occupent,  dans  les  séries  dont  ils  font  partie,  des 
;s  marqués  par  des  nombres  ayant  la  même  somme, 
premier  terme  du  produit  obtenu  sera  Y  (u)  H  (w)  et 
euxième  terme  sera 

«)▼'(«)/(«)-+- Y{«)  n'(«)/(«)  =  i^^^i^iî^^ /(«)  ; 

srme  général  sera  égal  à  Texpression 

k(A'^i)  fin'{u)[/{u)Y  d*-^r{u)[/{u)f'^ 
1.2  du  du'^"^ 


du''-' 


438  GODRS  d'algèbre  supérieure. 

multipliée  par 7?  ou,  comme  il  est  facile  des 

I  •  2  •  •  •  '• 

assurer,  égal  à 


I  •  2  •  •  •  A 


du^-' 


Maintenant,  si  les  séries  (6)  et  (7)  restent  convergentes 
quand  on  réduit  chacun  de  leurs  termes  à  son  module, la 
série  nouvelle  que  nous  venons  de  former  sera  aussi  con- 
vergente, par  un  théorème  connu,  et  elle  aura  pour  somme 
le  produit  des  sommes  des  deux  premières  séries,  bail- 
leurs elle  se  déduit  de  la  série  (6)  ou  (7),  comme  on  vient 


{*)  La  réduction  dont  il  s'agit  ici  résulte  de  la  formule  qui  sert  à  expri- 
mer la  différentielle  d'un  ordre  quelconque  du  produit  de  deux  fooctioDS. 
Si  u  et  f'  désignent  deux  fonctions  d'une  variable  indépendante  x,  on  1, 

1  1.» 

mais,  I  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  on  peut  écrire  aussi 

I     V 


(«) 


d^  {uv)z:^ud^U-^ft{tdu)d^ 


A*(/*—0-  ••(/*  —  *-+-  ').*-!    ,.» 


1 .3. .  •k 
H-d^~'\t^du)'^> 


d"-*  {rdu)d' 


.^kv 


?^- 


Cette  formule  se  vérifie  immédiatement  quand  /a=  i;  pour  établir  sa 
généralité  il  suffit  donc  de  montrer  que  si  elle  a  lieu  pour  les  valeurs 
I,  3,. .  .m  de/x,  elle  subsiste  pour /as:  m  +  i.  Dans  cette  hypothèse,  si  l'on 

fait  jiiz=zm  —  t  et  qu'on  écrive  t  au  lieu  de  «,  ^-r^  au  lieu  de  »*,  on  aura 


d"'  '^  =  £4™-*    *" 


t' 


i+l 


m—l.     .  ,    «in-i^i      V 


(*) 


(m  — i)(wt  —  i-*- 1) 
— 


{tdt)d' 


,i+2 


d{i'dt)d'"-'-^-^,+. 


i 


m-t-i 


Cela  posé,  si  l'on  diffcrentie la  formule  («),  après  y  avoir  fait  jt-w,^^ 
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le  voir,  en  remplaçant  dans  celle<<;i  ¥  (u)  ou  EE  (a)  par 
produit  n  (u)  ¥  [u)  ;  donc  on  a 

[Yn]  =  [Y][n], 
si  l'on  pose 

n(«)y(i.)  =  <ï>(«),    n(«)  =  îM, 
.  déduira  de  la  formule  précédente 

'  [Y]  -  LyJ 

>8ons 

Y(a   =-,      *«)  =  -—,      d'où      -f4  =  w«, 

et  /i  —  m  étant  des  entiers  positifs,  on  aura^  par  la 
rmule  (5), 

de  même 


avéra,  en  faisant  usage  de  la  formule  (  &  ),  que  le  coefficient  de  d      '*'  -^ 
Bompose  des  deux  parties  suivantes  : 

m(m— i)...(w  — ^_-j-j)  ^A-i/j»^N. 


i.a.. ,k 

^±2l\ 

i.a...(A— i) 


«(^,)...(;„_AH.2)  |-^^^,_,^^,_,  ^^^  ^  A-^ 


d*-\t*-'Ju).«l 


Dans  la   seconde  partie,   le  facteur  entre  crochets  a  pour  valeur 
"^t^du),  car  ce  facteur  n'est  autre  chose  que  le  second  membre  de 
formule  (a)  quand  on  remplace  fx,  par  k  —  i,  u  par  i  et  f  par  t^'^du, 
somme  des  deux  parties  dont  nous  venons  de  parler  est  donc 

(mH-i)m(m  — i)...(w  — Âr-h-a) ^jk-i . ^kj. 

I  .  3  •  •  •  n 

OÙ  Ton  conclut  que  la  formule  (a)  subsiste  pour  /x=  m  + 1< 


44o  COUHS    d'H^JIBRE    SUPéftltlTHlt. 

la  formule  (g)  deviendra  alors 

.  '-"(f)" -"••-" (7)'    i±^^m 


I  -4- 

SupposoDs  que  le  module  de  la  racine  a  soit  inférieur 
au  module  de  chacune  de»  àUtfe^  rflciUes,  et  faisons 
tendre  n  vers  l'infini,  m  restant  constant;  les  rapports 

tendront  vers  zéro,  et  si  les  quantités  e„, 

£n.m  s'évanouissent  aussi  pour  71  =  oo  ,  on.aura 


(î)-  œ 


n — ifi 

•  •  • 


c'est-à-dire 


"■=m 


du  1.2  du 

(10)    { 

-  -  ~T~  •   •   •  j 

1 . 2 ...  A-  du 

enfin,  si  l'on  désigne  par  F  (u)  une  fonction  de  t*,  telle 

que 

F(a)=r  aott*"-!-  a,  m^-'  -h.  .  . , 

on  déduira  immédiatement  de  Téquation  (10)  la  formule 
due  à  Lagrange,  savoir  : 

l  1.2...^  r/a*-' 

Si  Ton  prend  F(M)  =  ii,  la  formule  (11)  donnera  le 
développement  en  série  de  celle  des  racines  qui  a  le  plus 
petit  module. 
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Le  résultat  qui  précède  montre  que  si  Ton  cesse  de  re- 
jeter les  termes  qui  ne  contiennent  pas  u  en  dénomi- 
nateur, dans  la  formule  (4)5  il  faudra  réduire  le  premier 
membre  à  celui  de  ses  termes  qui  se  rapporte  à  la  racine 
de  module  minimum. 

L'analyse  que  nous  venons  de  développer  est  extrême- 
ment élégante,  mais  on  aperçoit  aussi  combien  elle  est 
défectueuse  ;  elle  indique  effectivement  que  certaines  con- 
ditions sont  nécessaires  pour  l'exactitude  de  la  formule 
obtenue,  mais  elle  ne  donne  aucun  critérium  pour  recon- 
naître les  cas  dans  lesquels  ces  conditions  sont  remplies  : 
nous  reviendrons  sur  ce  sujet  à  La  fin  de  ce  Chapitre. 

Expression  de  la  somme  des  puissances  semblables  des 
racines  d^une  équation ^  en  fonction  des  coefficients . 

196.  INous  allons  appliquer  la  théorie  que  nous  venons 
d'exposer  à  la  détermination  de  la  somme  des  puissances 
semblables  des  racines  d'une  équation  en  fonction  des 
coefficients.  Soit 

l'équation  proposée.  Nous  désignerons  para,  &,  c,...,  / 
ses  racines,  et  nous  poserons 

Sn^^a^-h  ^"-f-c^-f-.  .  .-4-/". 
Si  Ton  change  x  en-j  l'équation  (i)  devient 

P^  \Pi  Pi  Pi       / 

OU 

u  .T  -h/(jc)  =  O, 

en  mettant  u  au  lieu  do ?  dans  le  premier  terme,  et 
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en  faisant  ' 

\Pi  Pi  Pi       J 

Les  racines  de  Féquation  (2)  sont  les  inverses  de  celles 
de  Téquation  (i),  on  aura  donc,  d'après  la  formule  (3) 
du  n°  194, 


a»  a"-»-' 


1.2  f/a  1.2.3  du^ 

série  dans  laquelle  le  terme  général  est 


^^^  ~  1.2.3...1  rfa'-'  ' 

et  où  il  faut  retenir  seulement  les  termes  qui  contiennentu 
en  dénominateur.  Cherchons  à  quoi  se  réduit  Texpres- 
sion  (4). 

Conformément  à  Tusage  adopté  par  plusieurs  géo- 
mètres, nous  conviendrons  que  le  symbole  F  (/x  +  ij  re- 
présentera le  produit  des  fx  premiers  nombres  entiers  dans 
le  cas  de  /x  entier  positif,  et  que  le  même  symbole  se  ré- 
duira à  l'unité  dans  le  cas  de  fx  =  o  5  ainsi  l'on  aura 

r(^ -h i)  =:  1 .2.3. . .  (X    et    r(i)  =  i. 

Cela  posé,  on  a 


•^^  ^  \Pi  Pi  Pi      /- 

et,  en  élevant  à  la  puissance  /, 
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le  signe  sommaloîre  ^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières positives  ou' nulles  des  exposants  ^X,,  Ag,...^  X^^ 
assujettis  seulement  à  vérifier  l'équation  de  condition 

(5)  >,-|->3-|-...H->„Z=/. 


/iw"-"—' 


Si  Ton  multiplie  cette  valeur  de  [/^(w)]'  par  —p r-  > 

et  qu'on  détermine  le  nombre  A^  par  la  condition 

il  viendra 


1.2.  . . I  l^ 


et  comme  nous  n^avons  à  tenir  compte,  dans  le  second 
membre,  que  des  termes  qui  contiennent  u  en  dénomina- 
teur, on  voit  que  le  nombre  Xi  ne  devra  recevoir  aucune 
valeur  négative.  Si  Ton  prend  les  dérivées  d'ordre  i  —  i, 
par  rapport  à  m,  des  deux  membres  de  l'égalité  précé- 
dente, il  viendra^  en  ayant  égard  à  la  condition  (5), 

d''-^  —  [/(u)Y 


,    .    ,        1.2.../  c?a'~' 

(7) 


•m 
m 


2 


p. 

Le  second  membre  de  cette  égalité  (7)  exprime  la  somme 
des  termes  du  premier  membre  qui  contiennent  u  en 
dénominateur*,  ces  termes  sont  les  seuls  qu'il  faille  re- 
tenir*, le  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières 
nulles  ou  positives  des  exposants  Xj,  X,,.  .  .,  X^  suseep- 
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tibles  de  vérifier  les  équations  de  condition  (5)  et  (6). 
En  faisant  successivement 

réquation  (y)  fera  connaître  la  partie  à  conserver  dans 
les  différents  termes  du  second  membre  de  F  équation  (3), 
à  partir  du  troisième <  Mais  je  dis,  de  plus,  que  le  second 
membre  de  Féquation  (7)  exprimera^  pour  i  =  i,  la  par- 
tie à  conserver  dans  le  deuxième  terme  de  la  valeur  de  5„, 
et  que,  pour  i  =  o,  ce  même  second  membre  se  réduira  an 

premier  terme  —  de  la  valeur  de  s„.  En  effet,  pour  î  =  i, 

les  exposants  Xj,  Xs,. .  .,  X^  sont  nuls,  à  l'exception  de 
l'un  d'eux,  qui  est  égal  à  1 5  si  c'est  X^  qui  est  égal  à  i,  Ai 
est  égal  an  —  p  d'après  la  condition  (6);  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  se  réduit  alors  à 


où  le  signe'V  s'étend  aux  valeurs  de  p  depuis  p  =  2  jus- 
qu'à p  =  m  s\  m  est  moindre  que  w,  et  jusqu'à  p  =  n 
si  m  est  plus  grand  que  n.  On  voit  que  l'expression  pré- 
cédente représente  la  somme  des  termes  de  —  n  '-;^^f(u)t 

qui  contiennent  u  en  dénominateur. 

Enfin,  pour  1  =  0,  les  exposants  ij,  Xs,...,  A,„  sont 
tous  nuls  5  ij  se  réduit  a  n  h  cause  de  la  relation  (6), 
et,  à  cause  de  nT  (n)  =  F  («  H-  i),  le  second  membre  de 

l'équation  (7)  se  réduit  au  terme  unique  —  »  qui  est  le 

premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (3). 

Le  second  membre  de  l'équation  (7)  ne  renferme  pas 
explicitement  Tindice  /^  donc,  d'après  ce  qui  précède,  ce 
second  membre  exprimera  la  partie  k  conserver  dans  les 
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différents  termes  <}ui  composent  le  second  membre  de 
Téquation  (3),  pourvu  que  l'on  fasse  abstraction  de  la 
condition  (5)  et  qu'on  n'ait  égard  qu'à  la  condition  (6). 
Ainsi  Ton  a 


2 


ou,  en  remettant au  lieu  de  u, 

P> 

/Q^       v(-')^''*'^"*""'^^""'r(x,+x,+...+x«)  j    ;       j, 
(«)  ^"=2]    ra.  +  .)r(>,  +  i)...r(x,+  .)   ^■'P^•••'Pi^^' 

le  signe  "V  s'étendant,  nous  le  répétons,  à  toutes  lés  va- 
leurs entières  nulles  et  positives  des  exposants  X|,  X,,..., 
A,„  susceptibles  de  vérifier  la  condition 

La  formule  (8)  fait  ainsi  connaître  immédiatement,  en 
fonction  des  coefficients,  la  somme  des  puissances  n'^'"^' 
des  racines  d'une  équation  ;  elle  a  été  donnée  par  Waring, 
dans  ses  Meditationes  algebraicœ  (*).  Warîng  ne  fait 
pas  connaître  la  méthode  qui  Fa  conduit  à  sa  formule,  et 
il  se  borne  à  en  vérifier  Texactitude. 

Application  à  V équation  du  deuxième  degré, 

197.  Ékîrivons  l'équation  du  deuxième  degré  sous  la 

forme 

x'  —  px  -h  y  =  o. 

Pour  avoir  la  somme  des  puissances  tz'*^*'  des  racines, 
il  faudra  faire,  dans  la  formule  (8)  du  numéro  précédent, 

P^——Py      Pm=P2=q\ 


(*)  Editio  tertio,  p.  i. 
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si  l'on  pose,  en  outre,  ij  =  /jt,  on  aura  A,  =  fi  —  ajx.  On 
trouve  alors  cette  valeur  de  ^„, 

le  signe  >;  s  étendant  aux  valeurs  de  fz 

0,1,2,..., 

jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans  -•  En  rempla- 
çant  les  F  par  leurs  valeurs,  il  vient 

n  (n  —  3) 

1.2 

i.2...fx  r        y 

On  déduit  immédiatement  de  ce  résultat  la  valeur  du 
polynôme  que  nous  avons  désigné  par  V„  au  n®  109. 
En  effet,  V„  est  une  fonction  entière  de  x  définie  par  les 
deux  équations 

V„  =  z"  H 5      z  H =  X. 

3«  Z 

Il  s'ensuit  que  V;,  est  la  somme  des  puissances  n*'"*"  des 
racines  de  l'équation 


(j^z)(^t^^jz=o,  , 


ou      t^  —  Xt  -{-1  =  o; 


par  conséquent  la  valeur  de  V„  se  déduira  de  celle  de  5, 
écrite  plus  haut,  en  faisant  p  =  a:  et  9  =  i  pi  vient  ainsi 

\n  =  ^'-  n  x«-»  H ^ i  x"-<  — .  .  . 

i  .2 

+  (-  ,K  n{n-(^-l)...{y'-^{^  +  ')  ^n-.^^  __^ 

I  .2  ...  (X 
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formule  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  obtenue 
au  n^  109  par  une  an<ilyse  différente. 

Sur  r expression  d^une  fonction  symétrique  d^ ordre 
quelconque  des  racines  d^une  équation,  en  fonction 
des  sommes  de  puissances  semblables  des  racines, 

198.  Waring  a  donné,  dans  ses  Meditationes  alge^ 
hraicœ  (*),  une  formule  qui  fait  connaître  l'expression 
d'une  fonction  symétrique  d'ordre  quelconque  des  racines 
d'une  équation,  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines.  Nous  allons  établir  ici  cette  for- 
mule remarquable. 

Soient 

les  m  racines  d'une  équation  de  degré  m,  et 

«1  >    aj , ,  .  .  ,    ai- 
des entiers  positifs  ou  négatifs. 

Nous  conserverons  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  Chapitre  précédent,  en  sorte  que  s^  repré- 
sentera la  somme  des  puissances  de  degré  ai  de  toutes  les 
racines  et  que  le  symbole 


2 


X"'  X">  .  .  .  X^i 


désignera  la  fonction  symétrique  d'ordre  i,  dont  tous  les 

termes  se  déduisent  de  a:**  x[* . . .  xf\  en  faisant  toutes  les 
permutations  possibles  des  racines.  Nous  supposerons 
d'abord  que  les  exposants  a  soient  inégaux,  et  alors  on 

(*)  Editio  tertia,p,  8. 
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aura 

^     a,     a,  «,-  "^     a^     a,  a.  , 

j^^i  ^2  •  •  •  -^i  —  ^«i ^"^i  ^,  •  •  •  ^,_r 

«p  lit  •     •     •    •^j_| 


1  3 


Celte  formule  permet  de  calculer  les  fonctions  symé- 
triques d'ordre  i  quand  on  sait  former  celles  de  Tordre 
I  —  I  ;  on  en  déduit 

2 '*''**^^==^«/«.  "*«.-+-«.' 


X?'  x^'  a??«  =  s     s     s 


2 

2x«'  <•  X«.  Jr«*  :z=:  .^^  5^^  S^^  S^^ 

^«,  ^a,  ^ec,+  «,  "•"  ^a,  *a,  ^a,-4-  a^  "*"  "^a^  "^a^  '^aj-h  a. 


^a,  *a,  -f-  a,  -h  a^  "^  ^a,  "^a,  H-  a,  H-  a^  \ 

^a,  *ai  -h  «,  -h  a^  "^  ^a«  '^a,  -h  a,-t-  a,  / 


"^  (  ^a,  -+-  a,  "^a,  -H  a^  "^  ^oL^  -h  a,  ^a.  H-  u^  "^  *a,  -h  a<  *a,-t-  aj 

On  peut  écrire  ces  formules  d'une  manière  plus  abrégée 
et  découvrir  la  loi  de  leur  formation  en  faisant  usage  de 
la  notation  suivante  :  partageons  les  ^'indices 

en  divers  groupes.  Soient  ii  le  nombre  des  groupes  qui 
contiennent  un  seul  indice,  ^2  le  nombre  des  groupes  qui 


SSCTlOJi    II.    — ^    CHAPITRE    U.  449 

iennent  deu:«:  indicesi...,  A^-  le  nombre  4c$  groupes 
iennent  i  indices  ;  on  aura 

oit  que  A,-  doit  être  ëgal  à  zéro  ou  à  Tunité,  et  si  A,  =s  i , 
les  autres  X  sont  nuls.  Cela  posé,  ajoutons  entre  eux 
ladice»  a  de  chaque  groupe  et  désignons  par 

sommes  obtenues  ;  enfin  considérons  la  produit 

>i|#  toutes  les  permutations  des  indices  ql^^  ^tv^n  ^< 
ùmt  acquérir  k  ce  produit  toutes  leis  valeurs  4isûncte^ 
t  il  est  susceptible,  ajoutons  tous  les  résultats  et  d/ésj- 
ns  par 

T  (Al  ,    A],  .  .  .  ,    A/) 

>mme  obtenue  qui  sera  une  fonction  symétrique  des 

ces  a. 

*' après  cette  notation,  les  formules  écrites  plus  hau^ 

ennent 

2^^'  =  T(^,o)-T(o,  I), 

2<»^î'<'  =  T(3,o,o)-T(i,i,o)-+-2T;o,o,  i), 

2  <»  <'  ^?'^?*  =  T  (4,  o,  o,  o)  -  T  (2,  1^  o,  o  ) 

-f-  5iT(i,o,  i,o)  — 2.3T(o,  o,  o,  i), 

2<'.r««x«.X^<»r-rT(5,0,0,0,0)~T(3,  I,0>0,0) 

-h2T(2,o,  I, o,o) H- T(  1,2,0,0,0) 
—  2.3T(i,o,o,i,o)— 2T(0,I,Ï,0,0) 
2.3.4T  (o,  o,  o,  o,  l). 


I.  29 
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et  il  est  aisé  de  vérifier  qu'oa  a  généralement 

2  J^T*  *?»  -a:?» .  . .  x«. 

(3)  { 

I  =:2(— 0''"^*"'^'~*'*""'^*r(2)^«r(3)^«...r(i)^iT(>„>„.--iMi 

le  signe  ^  du  second  membre  s'étendant  i  toutes  les  ^'^- 
leurs  de  X],  A,,...,  A,-  qui  satisfont  à  la  condition 

et  le  symbole  F  (fz)  désignant,  comme  au  n^  196,  le  pro- 
duit des  fz^— I  premiers  nombres  entiers. 

Au  moyen  des  formules  (2)  on  vérifie  l'exactitude  de 
la  formule  (3)  pouri  =  a,  3,  4»  ^  ;  donc,  pour  établir  la. 
généralité  de  celle-ci,  il  suffit  de  prouver  que  si  elle  a  Iiema. 
pour  i  =  ky  elle  a  lieu  aussi  pour  1  =  A^  4-1 .  Admettons 
que  l'on  ait 


a:«'  x?«  .  .  .  xfk 


1 

(4)  1 

le  signe  y^  du  second  membre  s'étendant  à  toutes  les  va- 
leurs des  entiers  X,  pour  lesquelles  on  a 

X»  -♦-  2>,  -h  3>3  -h . . .  4-  k\k  =  ^. 
Il  est  évident  que  F  expression  de 

^^      1         3  k         k+l 

sera  formée  de  termes  tels  que 

OÙ  Ton  aura 

>,  4-  2>,  H-  3>3  -♦-. . .-+-  ^h-^  (^-h  l)X*+,  =  ^  +  ïJ 


'=^ 
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18  alIoDS  chercher  à  déterminer  les  coefficients  qui 
Itiplient  ces  différents  termes, 

upposoris  d'abord  que  Xi  ne  soit  pas  nul,  ce  qui  exige 
y^i^i  le  soit  ;  on  aura 

i  posé,  le  terme  en 

T{X, ,  Xj, . . . ,  >*,  o), 

nous  considérons,  proviendra  en  partie  [foi*mule  (i)] 

la   multiplication   de  s^      par  ^^  x°l'  x^'. . .  j:ffc,  et 

tue  les  termes  de  ce  produit  ne  peuvent  évidemment 
éduire  avec  ceux  qui  proviennent  du  changement  de 
n  «1  +  «A+i,  ou  de  «j  en  «,  4-  cti^i^  ou,  etc»,  il  est 
c  que  le  coefficient  de 

T(X,,  Xa,...,   Iky   o) 

3  51'*^T''^î'*  •  '^r+i^'  ^^'"^  ^8^'  ^^  coefficient  de 

T(X,  —  I,  X,,..  .,  X*) 

i  y]x"*  jTj*.  .  .a?^*,  c'est-à-dire  égal  à 

'ësultat  e§t  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  for- 
e  (3)  quand  on  y  fait  i  =  ft  -|-  i . 
onsidérons  maintenant  le  terme  en 

$  ^  x^^x^*, . .  x'^f^x^^^K  Ce  terme  provient  tout  en- 
[formule  (i)]  des  résultats  que  l'on  obtient  en  chan- 

it,  dans  —  V  x^'  x,'.  .  .  o:"*,   «i    en   a^  -h  «A+t?   o" 

29. 
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ffi  en   Ux  -fr  olj^^^  ou,  etc.   Les  termes  de   l'expresaioR 

de  —  2^1^*  ^sf*'  •  '^r*  ^^  concourent  ainsi  a  former  le 
terme  que  nous  considérons  sont  évidemment  de  la  forme 

où  g  peut  avoir  toutes  les  valeurs  telles,  que  X^^i  ne  «oit 
pas  nul,  et  le  coefficient  correspondant  sera,  d'après  la 
formule  (4), 

(_,)*-+-i-A.-;,-...-;»i,(2)^«r(3)^»...r(^)^f-^'r(^-hi)V.'-'...r(*)^ 
Or,  chacun  des  termes  de 

1(0,   A],...!  A^-|-I,  A^^4  —  I  I  .  •  .  ,  /^j 

contient,  d'après  sa  définition  même,  un  ou  plusieurs 
facteurs  de  la  forme 

OÙ  le  nombre  des  indices  a  est  égal  à  g\  si,  dans  les  fac- 
teurs de  ce  genre,  on  remplace  successivement  «i  par 
«1  4-  a*+i,  puis  «1  par  «i  -f-  «i+i,  puis,  etc.,  et  qu'on  réu- 
nisse ensuite  tous  les  résultats,  chaque  terme  sera  répélé 
g  fois  dans  la  somme.  Il  s'ensuit  que  le  terme  en 

donnera,  daps  V  x"»  x^* . . .  ^i^*^f^+S  "ne  partie  des 
termes  contenus  dans  l'expression 

1^0,A2,...,  A^,  ^^H-i ,  •  •  •  »  ^X  »  O  j  > 

et  que  ceux-ci  auront  pour  coefficient 
ou 


SBCTION    II.  —  CHAPITRE    II.  4^3 

à  cause  de  gT(g)  =  F  (gr  -+-i).  Les  termes  qui  peuvent 
naître  des  diverses  valeurs  dont  g  est  susceptible  ne 
pouvant  se  réduire  entre  eux,  le  coefficient  de 

T(o,  >,,  >s,.  . . ,  >it,  o) 
dans  V  ar*»  x** . .  •  ^*  J^iJ^*+'  sera 

(— ,)*-*-«--^.  — .— ^»r(a)^T(3)^»...r(^)\. 

Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qu'on  déduit  de  la  for- 
mule (3)  en  y  faisant  /  =  Ar  -|-  i . 
Considérons  enfin  le  terme  en 

T (o,  o,  o,. . . ,  o,    f) 

dans  2  ^T*  ^a'*  •  •  ^k"  ^tit^'  ''  ®^  forme  au  moyen  du  seul 

terme 

(-i)*r(A)T(o,o,  o,...,  o,  i) 

de  —  ^l"^^*  '^â*  •  •  •  "^r**  ^^  ^^^^  eflFectivement,  pour  cela, 

ajouter  successivement  aj^^i  à  chacun  des  indices  qui 
entrent  dans  ce  terme,  et  réunir  tous  les  h  résultats  qui 
sont  évidemment  égaux  entre  eux.  On  voit  alors,  à  cause 
de  /îr(i)  =  r(A:-f-i),  que  le  terme  considéré  a  pour 

valeur 

•  (-.i)*r(A-l-i)T(o,  o,  o,...,  o,  i), 

ce  qui  achève  de  démontrer  l'exactitude  de  la  formule  (3). 

199.  Il  est  aisé  de  trouver  le  nombre  N  des  termes  con- 
tenus dans  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par 

Effectivement  chacun  de  ces  termes  correspond  à  une  cer- 
taine distribution  des  indices 


y   *< 
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en  i,  -I-  X,  -t-  . , .  +  1,  groupes,  ei  )n  désigne  généralemem 
le  nombre  des  groupes  qui  renferiuent  A  indices.  Ecri- 
vons, sur  une  même  ligne,  tous  les  indices  x  de  manière 
que  ceux  qui  apparlienuent  à  un  même  groupe  se  trouvent 
placés  à  côlé  les  nus  des  autres,  en  commençant  par  les 
groupes  d'une  seule  lettre,  mettant  ensuite  les  groupes  de 
deux  lettres,  et  aiusi  de  suite.  On  pourra  former,  de 
cette  manière,  N  permutations  ou  arrangements  des  i  in- 
dices qui  correspondront  respectivement  aux  N  tertnej 
de  T.  Si  maintenant  on  fait  dans  chacun  de  ces  ÎV  arraii- 
gemcnls  toutes  les  permutations  possibles  des  indices  qui 
composent  chaque  groupe,  sans  altérer  l'ordre  des  groupes 
et  sans  faire  passer  aucuu  indice  d'un  groupe  à  un  antre, 
le  nombre  total  des  arrangements  qu'on  obtiendra  sen 
égal  à 

Nr(3)^T(3)J....r(0'-r[;  +  0'' 
Eniiu,  si  dans  chacun  des  arrangements  ainsi  formés,  on 
permute  entre  eux,  de  toutes  les  manières  possibles,  d'a- 
bord les  ^j  groupes  qui  contiennent  chacun  im  indice, 
puis  les  A,  groupes  qui  contiennent  deux  indices, 
puis,  etc.,  sans  altérer  l'ordre  des  indices  qui  composent 
un  même  groupe,  le  nombre  de  tous  les  arrangemenU 
ainsi  obtenus  sera 

Hr(a)^'r(3)^-...r((  +  i)^'r(X,  +  i}r(l,  +  i)-..r(^--^i}. 
Or  il  est  évident  qu'en  opérant  ainsi  on  a  formé  toutes 
les  r  (  I  +- 1  )  permutations  des  i  indices  sans  en  omettre 
ou  en  répéter  aucune.  Le  nombre  précédent  est  donc  égal 
à  r(i'-i-  i),  et,  par  suite,  on  a 

r((-i-i} 
r(2)'.r(3)''...r(i  +  i)''r{i,-M)r(X,-<-i}-i'(i.  +  i| 
200.  La  formule  (3)  suppose  que  les  i  indices 
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sont  inégaux.  Supposons  maintenant  que  parmi  ces  in-  - 
dices  il  y  en  ait  fii  égaux  à  a^^  fi^  égaux  à  ai, ... ,  enfin 
(Xjt  égaux  i  ai]  il  est  évident  que  le  second  membre  de  la 
formule  (3)  devra  être  divisé  par 

r(fA,  H-i)r(f*,-hi)...r(f**-4-i), 

ainsi  que  nous  Pavons  déjà  dit  au  n^  173. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  /  indices  soient 
^;aux  à  un  même  nombre  a  :  on  devra  diviser  le  second 
membre  de  Féquation  (3)  par  T  («' -h  i)  \  d'ailleurs,  cha- 
can  des  N  termes  de 

T  (Ai,     Aj,  •  •  •  9     A,) 

86  réduit  à 

donc  cette  fonction  a  pour  valeur 

rf'  +  O ,K  /.  ...  ,^i\ 

'»r{3)\..r(iH-i/*r(>,  +  i)r(>,-hi)...r(>.  +  i)  "    '"'   '  '*' 

on 

'•...i^«r(2)^r{3)^«...r(/)^ir(x,-hi)r(>,-hi)...r(i.-+i)  "*  ^""'^  '*' 
la  formule  (3)  donne  alors 

Xj   \^\   ^i*    •    ••^l) 

^^  ï^*.2\..n  r  (>,  H- 1)  r  (>,  H-  i)...r  (>,•  -4- 1) 

le  signe  ^V  du  second  membre  s'étendant,  comme  précé- 
demment^ aux  valeurs  nulles  ou  positives  des  entiers  X^, 
^t, . . . ,  X,  susceptibles  de  vérifier  la  condition 
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DèletTnination  des  coefficients  fTune  équation  en 
fonction  des  sommes  de  pitiàsances  semblables 
des  racines. 

201.  L'analyse  précédente  donne  immédiatement  Tex- 
pression  des  coefiicients  d'une  équation  en  fonction  des 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines. 

Soit  r équation 

et  représentons,  comme  précédemment,  pur 

ses  m  racines.  On  a 

Pi  =  (—  i)'  2  ^1^»  •  •  •  *«  5 
par  suite,  la  formule  (  5)  du  n^  200  donnera,  en  y  faisant 

^^  i^*.2\3\..«^*r  (>.  + 1)  r  (Xa  -h  i)...r  (>/  -+- 1 ) 

le  signe  "V  s'étendant  toujours  aux  valeurs  nulles  et  posi- 
tives des  exposants  X  qui  vérifient  la  condition 

>i  -f-  2^2  -h  .  .  ,  -f-  i'ki  =z  /. 

En  faisant  i=  i,  2,  3,  4)  6to*)  on  trouve 

Pl=  —  Sly 

_-     ^        î  ' 

2  2 

1  I  I 

2*0  2  i3 
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11  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats  au  moyen  des  formules 
de  Newton. 

Méthode  noui^elle  pour  former  le  dernier  terme  de 
Véquation  aux  carrés  des  différences. 

â02.  Le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines 
d'une  équation  prises  deux  à  deux,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  dernier  tenne  de  V équation  aux  carrés  des  dif- 
férences^ est  une  fonction  entière  des  coefficients  de 
l'équation  proposée^  qui  possède  plusieurs  propriétés 
remarquables  et  qu'on  a  occasion  de  considérer  dans 
diverses  questions  d'analyse  supérieure.  Nous  avons  fait 
connaître  au  n®  179  le  procédé  de  Cauchy,  par  lequel  on 
peut  calculer  la  fonction  dont  il  s'agit,  pour  une  équation 
de  degré  m,  lorsqu'on  connaît  la  valeur  de  cette  même 
fonction  pour  une  équation  de  degré  m  —  i .  Je  me  pro- 
pose ici  d'indiquer  un  procédé  nouveau  et  d'une  grande 
simplicité  pour  résoudre  la  même  question. 

Soit  l'équation  de  degré  m 

et  désignons  par  Y^  le  dernier  terme  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines.  Il  résulte  de  la  théorie 
des  fonctions  symétriques,  que  Y»  est  une  fonction  en- 
tière des  coefficients  pi^  p^y  •  ^j  Pmj  6t  que  chacun  des 
termes  de  cette  fonction  renfermera  m  [m — i)  dimen- 
sions, si  l'on  considère  chaque  coefficient  p  comme  ayant 
autant  de  dimensions  que  son  indice  contient  d'unités. 
D'après  cela,  la  valeur  de  Y;„  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  p^  aura  la  forme 


(2)   V«  =  A|0        -t-Aa/^^      -*-A3/^„      -^'^'-r-  Am^iPm-^ 


A|,  Af, . . •,  Am  étant  des  fonctions  entières de^i,  ptj 
Pm.i>  dont  la  première  est  une  simple  constante. 
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DésignoDs  par  V^_,  le  dernier  terme  de  l'équaiion  aux 
carres  des  différences  des  racines  de  1  équation 

(3)      JT-'  +  p,x--'  ^  p.Jf^'  +...^  j.^,X  +  p„^,=Q. 

Lorsque  p„  est  nul,  la  fonction  V„  se  réduit  à  A„;  d'an 
autre  côté,  l'équation  (i)  se  déduit  alors  de  réquatioD  (3) 
en  multipliant  celle-ci  par  x,  c'est-à-diro  en  y  introdui- 
sauLune  racine  nulle.  Il  s'ensuit  évidemment  que  l'on  a 

Cela  posé,  il  est  évident  que  la  fonction  V,„  ne  changera 
pas,    si   l'on  augmente  chaque  racine-  de  l'équation  (i) 


d'i 


une  même  qui 


Wz;o 


e  changement,  les  coef- 
s  accroissements 


ficients  fi,  pi,-  -  -,  p„  prennent  def 

ip,,    4/),,...,    îipa-l,    àp„ 

qui  s'évanouissent  avec  h,  et  dont  les  termes  qui  con- 
tiennent h  à  la  première  puissance  sont  respectivemeoi 

m/l,    [m  —  >)p,/l,    [m  —  3]p,h,...,    a/Jn-i^i  Pm—i^- 

L'accroissement  correspondant  AV„  de  V,„,  savoir  : 
dV„  dV„ 

dl>,      '^  dp„ 


iV»  = 


est  nul,  quel  que  soit  h,  et,  par  conséquent,  le  coelBcient 
de  la  première  puissance  de  h  est  identiquement  nul  ;  on 


On  peut  obtenir 
qui  va  nous  condu 
fait  disparaître  le  s 


h(» 


.)f.^ 


d  une  autre  manière,  cette  eqnatiOD 
re  à  la  valeur  de  V.„.  Si,  en  effet,  ob 
îcond  terme  de  l'équation  (i)  et  qu'on 
lyen  des  différentielles  partielles,  que 
V^  pst  une  fonction  des  coefficients  de  l'équation  iransfor- 
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mëe,  on  retrouvera  l'équation  que  nous  venons  de  former. 
Mous  écrirons,  pour  abréger,  cette   équation  de  la 
manière  suivante  : 


d^ 


=  o, 


en  feignant  que  /^i,  /'a,  •  •  •  9  Pm  soient  des  fonctions  d'une 
variable  C  qui  aient  respectivement  pour  dérivées 

En  difierentiant  Téquation  (2)  par  rapport  à  la  variable 
fictive  ^,  se  rappelant  que  Ai  est  une  constante  dont  la 
dérivée  est  nulle,  il  vient 

r  =  /^«*-i|  ('''  — 0^1/?^'-+-  {m  —  2)  A,/?^"*-l-...-f  2A«_,/?«-f-A«_,  j 

,     fiXi     m-~2     ,     dAi     m—i     ,  .     dkm—i     a        '  d  Km^x  d  A^ 

dYm  '  • 

Or,  -j-^  est  identiquement  nul  5  on  a  donc,  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  puissances  de  p^  y 

Pm-i  Afl,__,  -f-  —r—  =  O, 
dAm-i 

2/?fl,«,  Afl,_2  H — —  =:  o, 

o              A                  d  Ant—7 
Opn^x  A«-.3  H -J-—   =  O, 

dX» 


{m  —  3 )/?«_,  Aj  +  —  =  o, 

(m  —  2)/?«_,  A2  -h  —  =r  O, 

/  \  dA'i 

(m  —  i)/?«-.,  A,  H-  -—  =  o. 
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Si  Ton  connaît  V„_i,  la  valeur  de  A«  s'en  déda 
immëdiatement,  comihe  on  Ta  vu  plus  haut,  et  les  ëqu; 
lions  précédentes  donneront  ensuite  successivement  Âm_ 
A,„_j,  etc.  ;  en  sorte  que  la  valeur  de  V^  se  déduit  de  ce! 
de  V,„_i  par  de  simples  difTérentiations. 

203.  Exemple.  —  On  a 

supposons  qu'on  veuille  avoir  Vs .  On  posera 

V,=  A,/?J-t-  A,/;j-+- A,, 


et  si  Ton  fait 


on  aura 


4        dk^  .         fiAi 

/>,A,-f-  — =  o,     3p,A.  +  — =  o. 

On  a  d'abord  celte  valeur  de  Aj^  savoir, 
on  en  déduit 

=  —  l8/^,/^;   -^ip\p7y 


'Ma 


d^ 

et,  par  suite, 
on  trouve  enfin 


'  =r  54^.. , 


A,=z—  27 


et,  par  suite, 

On  a  donc 

V3 1=  -  2'jpI  h-  (i8p,p,  —  ^p\)p,  -^p]pl  —  ^P\' 

Supposons  encore  qu'on  veuille  avoir  V4 .  On  posera 

y,=zA,p]  -h  A,p]  -f- A3/^4-4- A4, 
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puis 

_=4,     ^ç-3/..,     ^-2;,,, 


et 


dki  ^      .    r/As  ^  rfA; 


'irfç'"^'     2/?3A, -I-  — =0,     3/7,A,-l-  — =  0. 
^G  a  d'abord 

(IWi 
dk 

et,  par  suite, 

A3  =  iUp^pI  —  6/?î/>J  —  80/7,  pi  />,  H-  i8/i;/?,>?3 

—  4;^?/^;  — '6/^5» 

d'où 

//A 

-— î  =:  384/?. /?î  +  256/?5/7,  —  288/?Jy?,/?5  4-  5^p\pi, 

et,  par  suites 

A,=  — i92/7,/?8— «a8/>î  H-i44y'?/^3—  ^^7/^1*» 
dou 

i^  =  — 768/^3, 

et,  par  suite, 

A,  =  256, 

ce  qui  achève  de  déterminer  la  valeur  de  V4 , 

Dans  le  cas  particulier  du  quatrième  degrés  on  peut 
mettre  sous  une  forme  commode  pour  le  calcul  arithmé- 
tique l'expression  du  produit  des  carrés  des  différences 
des  racines.  Prenons  l'équation  proposée  sous  la  forme 
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et  soient 

îz=ae  —  ^bd-h^c^y 

J  =.  ace  -{-  1  bcd  —  ad^  —  eh*  —  c* . 
Oq  aura,  en  désignant  les  quatre  racines  par  a,  ^,  y,  i^ 

i=i6(P--27J»). 
C'est  M.  Cayley  qui,  le  premier,  a  trouvé  cette  formule. 

Démonstration  nom^elle  de  la  formule  de  Lagrange» 

204.  La  formule  de  Lagrange  a  fait  Tobjet  des  re- 
cherches d'un  grand  nombre  de  géomètres  ;  Cauchy,  en 
particulier,  est  revenu  à  plusiieurs  reprises  sur  cette  for- 
mule, et  il  en  a  donné  diverses  démonstrations.  Mais,  dans 
ces  derniers  temps,  M.  Eugène  Rouché  a  fait  une  émde 
nouvelle  et  plus  complète  de  la  question,  et  il  a  publié 
dans  le  XXXIX"  Cahier  du  Journal  de  V École  Polytech- 
nique une  démonstration  qui  ne  laisse  rien  à  désirer  sous 
le  double  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  simplicité  ;  nous 
croyons  utile  d'exposer  ici  l'analyse  de  M.  Rouché. 

Les  développements  qui  vont  suivre  ne  se  rapportent 
pas  seulement  aux  équations  algébriques;  ils  s'appliquent 
également  aux  équations  transcendantes.  Rappelons  à  ce 
sujet  que  si  f{z)  désigne  une  fonction  quelconque  bien 
déterminée  de  la  variable  z,  qui  s'annule  pour  z  =  z,, 
et  si,  fjL  étant  un  entier  positif,  la  fonction 

a  une  valeur  finie  différente  de  zéro  pour  z  =  r,,  la  ra- 
cine Zi  de  Véquation /(2)  =  o  a  le  degré  de  multipli'- 
citéfi'^  les  règles  du  calcul  différentiel  montrent  que  dans 
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ce  cas  les  /x  —  i  premières  dérivées  de  la  fonction  f(z) 
s'annulent  pour  2?  =  Zi,  tandis  que  la  dérivée  suivante 
prend  une  valeur  différente  de  zéro. 

205,  Soit  y  (^)  une  fonction  bien  déterminée  de  la  va- 
riable 

2  z=  p  (cosft>  H- I  sin  w)  =  pe"', 

i  désignant  ici  l'imaginaire  si —  i.  Si  Ton  attribue  au 
module  p  une  valeur  déterminée,  la  fonction  f(z)  ne 
dépendra  plus  que  de  Targument  ct>  \  donnons  alors  à  co 
les  n  valeurs 

o,      — 9      2 — )•••>      [n  —  I) 9 

n  n  ^  '    n 

et  désignons  par  z^^  ^19**m  •^n-.i  I^  valeurs  de  z  qui 
répondent  à  ces  arguments,  la  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  correspondantes  dey'(z),  savoir 

n 

tendra  vers  une  certaine  limite  quand  le  nombre  n  tendra 
▼ers  Vinfini  ;  cette  limite  sera  dite  la  valeur  moyenne  de 
y{z)  correspondante  au  module  p. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

/(«)  =  «", 
m  étant  un  entier  positif  ou  négatif^  la  valeur  de 

Z      -I-  Z      -h  .  .  .  -h  Z 
o  I  n — 1 


n 
est 


['imiti         LmTzi  iin—i)mTti'\  «.«« 


e    «    -I 


dès  que  le  nombre  variable  n  sera  supérieur  à  m,  le  dé- 
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nominaiDiir  lie  cette  expression  ne  [lourra  sanniUer, 
car  m  est,  par  hypothèse,  dJUërent  de  zéro^  d'ailleurs  le 
numérateur  est  nul,  puisque  tn  est  un  entier;  donc  la 
moyenne  arîtliméLique  des  n  valeurs  de  *""  considérées, 
est  nulle  dès  que  n  surpasse  m.  Il  s'ensuit  que  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction  z"^  est  égale  à  zéro.  Quand  le 
nombre  m  est  zéro,  la  fonction /"(z)  se  réduit  à  l'unilé 
et  dans  ce  cas  sa  valeur  moyenne  est  elle-même  égale  i  i. 
On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  la  proposition  sui- 
vante qui  nous  sera  utile  : 

Théorème.  —  Si,  pour  une  valeur  rléterminée  p  du 
module  de  la  variable  s,  la  fonctionf(z)  est  dévelofi- 
pable  en  une  série  convergente  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  entières  positives  et  négatives  de  z,  le 
coefficient  d'une  puissance  entière  quelconque  z',daas 
le  développement,   est  égal  à  la   valeur  moyenne  du 

quotient  — j-^  • 

Eu  effet,  supposons  que  pour  une  valeur  p  du  moduk 
de  z  on  ait,  quel  <{ue  soit  l'argumeut  u, 


/(.)  =   2;   A..-. 


'-^-l' 


OU,  SI  1  on  veut, 


£  désignant  une  qu;:iiitilé  qui  lend  vers  zvvo  quand  Itt 
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lier  M  tend  vers  l'infini.-  Prenons  les  valeurs  moyennes 
des  deux  membres  de  cette  égalité  ^  tous  les  termes  compris 

sous  le  signe  ^donneront  des  valeurs  moyennes  nulles,  à 

l'exception  de  celui  qui  répond  à  m  =k  et  qui  aura  A^ 
pour  valeur  moyenne.  Si  donc  on  désigne  par  m  la  valeur 

moyenne  de  e,  et  qu'on  représente  par  dïL  — ^  celle  da* 
î  on  aura 


z* 


mais  il  est  évident  que  >:=o,  car  m  est  la  limite  que 
prend,  pour  «  =:  oo  ,  la  moyenne  arithmétique 


El  -t-  ...  ~r-  Bn — I 

n 

des  n  valeurs  de  £  ^  le  module  de  n  est  donc  inférieur  à  la 
moyenne  des  modules  des  quantités  s,  et,  par  suite,  infé- 
rieur au  plus  grand  des  modules  de  ces  quantités.  D'ail- 
leurs celui-ci  s'annule  pour  M  =  oo  et,  en  conséquence, 
le  module  de  n  se  réduit  en  même  temps  à  zéro.  On  a 
donc 

206.  Lorsqu'on  attribue  une  valeur  déterminée  au 
module  p  de  la  variable  ^,  et  que  Ton  donne  à  Fargu- 
meut  ot)  toutes  les  valeurs  comprises  entre  o  et  2  7r,  le  mo- 
dide  de  la  fonction  y (^)  prend  diverses  valeurs.  La  plus 
grande  de  ces  valeurs  a  reçu  de  Cauchy  la  dénomination 
de  module  maximum,'  le  module  maximum  de  f(z)  est 
donc  une  fonction  du  module  de  la  variable  0. 

Par  exemple,  soit 

f{z)  =  ^ T-^* 

I.  3o 


466  GOl^KS    D*ALOkBIlE    SUPÉRIEUEE. 

lie**  désignant  une  constante  et  m  un  nombre  entier^  le 
module  def(z)  sera  la  racine  carrée  de  l'expression 

OU 

-  [«*-f-  2«pcos(u  —  a)  H-p']**» 

et  il  est  évident  que  le  maximum  de  cette  expression  ré- 
pond à  Cl)  =  a  ^  il  s'ensuit  que  le  module  maximum  de  la 
fonction/ (z)  a  ici  pour  valeur 


(«-4-     ) 


Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Le  module  de  la  valeur  moyenne  d'uae 
fonction  f[z)  est  inférieur  au  module  maximum  de  celte 
fonction. 

En  effet,  la  valeur  moyenne  DïLf(z)  de  la  fonction/(2) 
est  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

/(2^0  )-+-/(  3.  )-|-...-|-/(z„_.) 


n 


quand  n  tend  vers  Tinfini  ^  le  module  de  la  somme  qui 
figure  au  numérateur  est  inférieur  à  la  somme  des  mo- 
dules des  parties,  et  en  conséquence  il  est  inférieur,  quel 
que  soit  n^k  n  fois  le  module  maximum.  Donc  le  module 
de  !)ÏLf{z)  est  moindre  que  le  module  maximum. 

Corollaire.  —  Lorsque ^  pour  une  valeur  donnée  du 
module  p  de  la  variable  imaginaire  z,  une  fonction  f(z) 
est  dés^eloppable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suis^ant  les  puissances  entières  positives  et  négativ^esde  z, 
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le  module  du  coejjîciêht  de-'»  dans  le  développemeul , 

z 

est  inférieur  au  module  maximum,  du  produit  zj  [z). 

En  effet,  d'après  le  théorème  du  n"  205,  le  coefficient 

de-  dans  le  développement  àef[z)  est  égal  à  la  valeur 

moyenne  du  produit  sf(z)^  et,  d'après  le  précédent  théo- 
rème, le  module  de  ce  coefficient  est  inférieur  au  module 
maximum  de  zf[z\. 

207.  Ces  notions  préliminaires  étant  établies,  consi- 
dérons une  équation  de  la  forme 

Z^=:  tff[x  -\-  z), 

dans  laquelle  f  et  a:  désignent  deux  cotistanteâ  quelconques 
réelles  ou  imaginaires,  et  où  (p  représente  une  fonction 
bien  déterminée  qui  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  est  inférieur  a  une  certaine  limite  R. 
Nous  établirons  d'abord,  d'après  M.  Rouché,  le  théorème 
suivant  : 

TnéORËME  I.  —  Si  la  fonction  (p  (x-H  2)  est  bien 
fiéterminée  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont 
le  module  est  inférieur  «  R,  ei  si  la  constante  t  est  telle, 
que  le  module  maximum  de  la  fonction 

tfû(x  -hz) 
z 

soit  moindre  que  l'unité  pour  une  valeur  r  du  modale  p 
de  z  inférieure  à  R,  V équation 

z=ittf[x  -{-  z) 
aura  une  racine  unique  de  module  inférieur  à  r. 

En  effet,  soit  m  le  nombre  des  racines  ^1,  i?i,...,  z,,^ 
de  cette  équation,  dont  les  modules  sotlt  inférieurs  à  r\ 
on  aura 

(i)     ^  —  ^<p(jr  -f-z)  =  [z  —  z,){z  —  z,)...(z  —  Zn)'^{z), 

3o. 


468  COURS  d'algèbre  supérieure., 

en  désignant  par  ^  {z)  une  fonction  bien  déterminée,  qui 
reste  continue  et  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  2 
dont  le  module  est  inférieur  à  rj  on  tire  de  là 

log       I—  -lA^ L^       — I0g4^(z)  =  l0g(3  —  3,)-h... 

-f.l0g(z  — Z«)  — l0g2, 

et,  en  différentiant, 


„og[._'J^] 


^  dz  dz  Z — Z,  '       Z — Zn      z 

Donnons  maintenant  à  la  variable  z  le  module  r;  le 

module  de  — étant  alors  moindre  que  Tunité,  par 

z 

hypothèse,  on  a 


log 


r         f(p(x-hz)'1  i<f{x-i-z)        vrt(f{x-\-z)'T 


3L        l       ^J  "'"' 


d'ailleurs  la  fonction  (^  (x  -h  z)  est  développable,  ainsi 
que  chacune  de  ses  puissances,  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  Z] 
donc  la  fonction 


Icgf.-^ii^)] 


peut  être  développée  suivant  les  puissances  entières  posi- 
tives et  négatives  de  ^.  La  même  chose  aura  lieu  aussi, 
par  un  théorème  connu,  à  l'égard  de  la  fonction 


,og[._^i(f-tl)] 


dz 
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et  il  est  évident  que,  dans  le  développement  de  celle  der- 
nière fonction,  il  n'y  aura  pas  de  terme  en  -• 
D'un  autre  côté,  la  fonction 

rflog4.(z)^f(z) 
c/z  ^  [z) 

est  évidemment  développable  par  la  formule  de  Mac- 
laurin,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z, 
puisque  le  module  /•  de  z  est  inférieur  à  R  ;  donc  il  n'y  a 

aucun  terme  en  -  dans  le  développement  du  premier 

membre  de  la  formule  (2). 

Passons  au  second  membre  ;  comme  on  a 

I  II  I  Zi 

r= rrr  -  -4-   -^  -4-  .  .  .  , 


Z                 Zi  Z  7. 

1 

Z 


il  est  évident  que  le  coefficient  de  -5  dans  ce  second 

membre,  est  égal  km  —  i  -,  ce  coefficient  doit  être  nul,  ct^ 
l'on  a  en  conséquence 

/7I  =  I. 

208.  La  démonstration  de  la  forjnule  de  Lagrange  est 
contenue  dans  le  théorème  suivant,  qui  fait  connaître  en 
même  temps  quelle  est  celle  des  racines  dont  la  formule 
fournit  le  développement. 

Théorème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  théorème  /,  si  l'on  désigne  par  z^  la  racine  de 
V  équation 

z  —  /y  (^-f-  z)  =  G, 

dont  le  module  est  inférieur  à  /',  cit  par  F  (x-f-  ^)   ^tne 
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fonction  bien  déterminée  et  continue  pour  tes  tnileun 
de  z  dont  le  module  nest  pas  supérieur  à  r,  la  quantité 
F  (a:  -f-  Zj)  sera  déi^eloppable  en  série  cont^ergcnte  par 
la  formule 


/ 


n 


gf'>-'F^(3:)[y(3:)]'' 


1 . 2 .  . ,  /i  r/jr«^* 

E)n  effet,  Téquation 

2  —  f  y  (or  -h  «)  =:  O 

n'ayant  qu'une  seule  racine  z^  de  module  inférieur  a  r, 
on  a,  par  le  numéro  précédent, 

(,)      ,og[,-£îI:^]_,agH.)  =  Iog(.-^), 

et,  en  multipliant  par  la  dérivée  F'(j:  4- -s)  de  F  (0:4-2), 
il  vient 

F  (a:  4-  z)log  [l  —  lilf-^in  — F'(*  4-«)log4»(z) 

Donnons  à  z  le  module  r,  développons  les  deux  mem- 
bres suivant  les  puissances  de  z,  et  égalons  entre  eux  les 

coefficients  de  -• 

z 

Considérons  d'abord  le  premier  membre.  La  partie 

Y'  [x  -h  z)  \o^^[z)  ne  contiendra  aucun  terme  e»  — >  car 

z 

log^"  {z)  est  développable  suivant  les  puissances  entières 
positives  de  z,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent,  et 
la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  la  fonction  F'  (a:  4-  ^) 
qui,  en  vertu  de  notre  hypoilièse,  est  développable  par  la 
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formule  de  Maclaurin.  Quant  à  la  première  partie^  le 

module  de -^-^ étant  inférieur  à  i,  elle  peut  être 

mise  sous  la  forme 

L.e  coefficient  de  z""*  dans  le  développement  de 

¥'{x'-hz)[(f{x-hz)Y, 
suivant  la  formule  de  Maclaurin,  est  égal  à 

I.2...(/i — l)  f/ir'*-' 

expression  qu'il  faut  réduire  à 

r(x)^{x) 

lorsque  /i  =  i  ^  d'où  il  résulte  que,  dans  le  développement 
du  terme 

le  coefGcient  de  -  a  pour  valeur 

r       d''-^F'(x)[ff{x)Y 

eu  outre,  d'après  la  proposition  établie  au  n^  206,  le 
module  de  ce  coefficient  est  inférieur  à 

pr  —  î 
n 

p  étant  le  module  maximum  de  F'  (x  -f-  z)  et  q  celui  de 

-î^ •'  D'après  cela,  dans  le  développement  du  pre- 
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mîer  membre  de  la  formule  (2),  le  coefGcïent  de  -  est  la 


z 
somme  de  la  série 


-[^r(x)7(.:)-f. 


1,1  dx 

/«        flr«-'F'(ar)[y(^)]'" 

I  .  2  .  .  .  /2  //X""~' 


...} 


^et  cette  série  est  convergente,  car  les  modules  de  ses  termes 
sont  inférieurs  à  ceux  de  la  série 


''(?-f*î--) 


dans  laquelle  q  est  <^  i,  par  hypothèse;  il  est  évident 
que  cette  dernière  série  est  convergente  et  a  pour  somme 

— /?rlog(i  — 7). 

Considérons  maintenant  le  second  membre  de  la  for- 
,  mule  (  2  )  5  xj  ayant  le  module  /•,  chacun  des  facteurs  qui  le 
composent  est  développable  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  Maclaurin,  et  l'on  a 

F'(^  +  z)log(i-^W-rF(x)^-iF>)-+--^F''(^)-h...l 

\Z  2Z^  03^ 

Dans  ce  produit  le  coefficient  de  -  est  évidemment  la 
somme  de  la  série 

le  module  de  z^  étant  inférieur  à  r,  cette  série  est  conver- 
gente et  elle  a  pour  somme,  d'après  la  formule  de  Mac- 
laurin, la  différence 

-[F  (a;  H- 2.) -F  (a;)]. 
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De  tout  cela  nous  pouvons  conclure  que  Ton  a 


I       ^  ^  î  ^  j ,  2  dx 

comme  nous  Favions  annoncé. 

209.  Si  l'on  fait  croître  le  module  a  de  la  variable  z 
depuis  o  jusqu'à  oo  ,  le  module  maximum  de  la  fonction 

ç(j:  -h  z) 
j 

qui  est  infini  pour  p  ==  o,  ira  d'abord  en  décroissant,  et 
s'il  ne  redevient  pas  infini  pour  quelques  valeurs  finies 
de  p,  il  finira  par  croître  au  delà  de  toute  limîle,  en  môme 
temps  que  p,  à  nioîns  que  q[x  -\-  z)  ne  soit  une  fonction 
linéaire  de  z.  En  effet,  la  fonction  cp  (a:  +  -z)  restant  bien 
déterminée  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z^  sup- 
posons que  le  module  maximum  de  '^-^ ne  puisse 

surpasser  une  quantité  donnée  -;  le  module  maximum  de 

/y  [x  -f-  z) 
z 

sera  dès  lors  inférieur  à  i,  quelque  grand  que  soit  le  mo- 
dule de  ^,  et  il  s'ensuivrait  (n^  207)  que  l'équation 

z  =1  t (^  [x  -{-  z) 

n'aurait  qu'une  seule  racine,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
dans  le  cas  où  y  (a:  -h  z)  est  une  fonction  linéaire. 

Il  résulte  de  là  que  p  croissant  à  partir  de  zéro,  le  mo- 
dule maximum  de  la  fonction 

«p(.r  -f-  z) 


474  COURS    d'algèbre    SUPÉaiEURE. 

passera  nécessairement  par  un  minimum.  Posons 

le  module  P  et  Fargument  H  seront  des  fonctions  conti- 
nues de  jo  et  de  0)  ;  la  valeur  de  o)  qui  répond  au  maximum 
de  P^  potir  une  valeur  donnée  de  p^  satisfera  donc  à  Té- 
quation 

dP 

(2)  T"  =  °- 

P  devient  alors  une  fonction  de  p  seul,  puisque  la  va- 
riable co  qui  y  figure  est  une  fonction  déterminée  de  |D,et, 
dans  le  cas  du  minimum  de  P,  on  doit  avoir 


d9 

dp 

d(d  dp 

1 

0, 

luit  à 

r/P 
dp 

=  0, 

condition  qui  se  réduit  à 

(3) 


en  vertu  de  TéquaLiou  (2). 
Cela  posé,  comme  on  a 

dz  '       z        dz 

dp  p        atù 

si  Ton  différenlie  l'équation  (i)  d'abord  par  rapport  à  c, 
et  ensuite  par  rapport  à  w,  on  aura 

(4)  {  ''  ^ 

retranchant  ces  idenlilés  l'une  de  l'autre  et  supprimant  le 
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facteur  e^',  il  vient 

dP      ..>''»      ,ilP      „  rfa 

p  -|-,pp  =r/- P-— , 

ap  np  dùi  a<ii 

d'où  l'on  conclut 

(5  =:pp         ,     p  z=:-P_. 

Eu  vertu  de  ces  formules  (5),  les  équations  (a)  et  (3) 
ne  peuvent  avoir  lieu  que  si  les  seconds  membres  des  for- 
mules (4)  s^évanouissent;  par  conséquent  la  valeur  de  z 
qui  répond  à  la  plua  petite  valeur  du  module  maximum 
satiâiait  à  r  équation 

ou 

Z^'  (x  -h  z)  —  y  (x  -+-  «)  =r  O. 

Désignons  par  Ç  cette  valeur  de  2,  et  posons 

—  (p  (j:  -f-  Ç)  —  -> 

la  quantité  ^  sera  une'  racine  commune  aux  deux  équa- 
tions 

»  —  Tf  (Jî-V'  «)  =  O, 
I  —  Tç'(x -h  2)  =  O, 

et,  par  suite,  elle  sera.une  racine  double  de  Téquation 

Z  —  Tç(x-hz)==0, 

Désignons  alors  par  £  une  constante  dont  le  module  soit 
inférieur  au  module  de  t,  et  attribuons  à  la  variable  z  le 
module  de  la  constante  ^\  il  est  évident  que  le  module 

maximum  de  ■      ■    ■ — •  sera  égal  au  module  de  -»  il  sera 

»  T 

donc  moindre  que  i.  En  conséquence  l'équation 

z  —  l ^  (,r  -{-&)=:  o 
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aura  une  racine  unique  de  module  inférieur  au  mocjule 
de  ^,  et  le  théorème  du  n°  208  pourra  être  appliqué  à 
cette  racine. 

210.  Si  l'on  pose  z  =  u  —  x,  i'équatîon 

se  transformera  dans  la  suivante, 

et,  d'après  les  développements  qui  précèdent,  on  peut 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soient (f[u)  une  fonction  bien  déteV' 
minée  qui  reste  continue,  et  T  le  plus  petit  des  modules 
qu  il  faille  attribuer  à,  f,  pour  que  V équation 

ait  deux  racines  égales.  Tant  que  le  module  de  t  restera 
inférieur  à  T,  celle  des  racines  u  de  la  même  équation  qui 
a  le  plus  petit  module  sera  dé^eloppable  en  série  con- 
uergente  ordonnée  suii^ant  les  puissances  entières  et  po- 
sitivées de  t\la  même  chose  aura  lieu  aussi  pour  toute 
fonction  continue  de  la  même  racine  u. 

On  a  (u°  208),  si  F(w)  est  une  fonction  continue, 

/«.       rf"-'F'(x)[(p(^)]" 

-I ITTZi h  .  .  .  , 

1.2...//  daf^^ 

ce  qui  est  précisément  la  formule  de  Lagrange,  sous  la 
forme  que  cet  illustre  géomètre  a  adoptée.  Si  la  fonction 
F  (m)  se  réduit  à  ï/,  il  vient 

I  ^      '        1.2       dx 

/«         f/"-'[<p(.r)]' 


I  .  2  .  .  .  /2        r/.r"- 
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La  forme  que  M.  Rouché  a  donnée  à  la  formule  de  La- 
grange  (n°  208)  est  souvent  préférable  dans  les  applica- 
tions à  celle  que  nous  venons  de  présenter  5  au  reste,  on 
passe  de  Tune  à  l'autre  forme  par  un  simple  changement 
de  variable  (*). 

jéppUcations  de  la  formule  de  La  grange, 
!211.  Considérons  Téquation  trinôme 

(l)  /«  =r  jC  -h  /«*", 

Pour  que  celle  équation  ait  deux  racines  égales,  il  faut 
qu'elle  ait  une  racine  commune  avec  sa  dérivée 


,/n— 1 


(2)  1  =  nttit' 

L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  donne 


tnx 
u  = 


m 


et  l'équation  (2)  donne,  pour  f^la  valeur  correspoudaule 

{m  —  i)'"-' 


///'"jr"'-' 


Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dont  le   module  est 

inférieur  au  module  de '■ —  ?  celle  des  racines   de 

Téquation  (i)  qui  a  le  plus  petit  module  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  entières  de  t.  Le  développement  sera^  d'après 


(*)  Dans  son  Mémoire  sur  la  série  de  Lagrange,  M.  Rouché  a  établi 
aussi  une  autre  formule  plus  générale,  et  de  laquelle  il  a  tiré  une  dé- 
nionstration  très*simple  de  la  formule  par  laquelle  Waring  a  exprimé  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation  algébrique. 
Je  renverrai  pour  ces  déreloppements  au  Mémoire  de  Fauteur. 
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la  formule  de  Lagrange, 

I  .t2  1.2 

nminm  —  i).  .  Anm  —  w  -t-  2) 

H ^^ ^ ^  j^nm-n-^x  ;»  ^-.  .  .  . 

I  .2.  O.  .  ./2 

Le  ternie  général  £/„  de  cette  série  a  pour  valeur 
nminm  —  i).,.(/î/w  —  /iH-a)    , 

jj  . X  f       j 

I  .  2  .  O.  .  .11 

et  Ton  en  déduit 

//„+, I      (/7/w -4- /w)(/?/w -4- /w — i). .  .(w/w -h  i)     _, 

«;,         /î -+- i       (/îw  —  /? -t- 2).  . .  (/i/w  —  /ï -f- /w) 

La  limite  de  ce  rapport,  pour  /i  =  00  ,  est 


w*  i*""' 


(/w  —  i)«— » 


^ 


et  Ton  véritie  de  celte  manière  que  la  série  est  conver- 
gente, si  le  module  de  l  est  inférieur  au  module  de 

(m  —  i)*-' 

^VjL,  L'emploi  de  la  formule  de  Lagrange  est  souvent 
avantageux  pour  obtenir  le  développement  en  série  des 
fonctions  explici les  5  j'en  présenterai  ici  deux  exemples. 

Supposons  d'abord  qu'on  demande  de  développer  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  f  la 
fonction 


v/i  —  itx  H-  t^ 


dans  laquelle  x  désigne  une  quantité  réelle  donnée  dont 
le  module  est  inférieur  à  l'unité. 
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Je  considérerai  à  cet  effet  l'équation  du  deuxième  degré , 


(0 


//*  — I 


il 


dont  les  racines  sont  données  par  la  formule 

(2)  U=z  ^ —, 

Pour  que  l'équation  (i)  ait  deux  racines  égales,  il  faut  que 

l'on  ait 

1  —  txra:  -h  /'  =  o, 
d'où  Ton  tire 

f  =  j:  -h  V^i  —  a'  V —  I  > 

X  étant  réelle  et  comprise  entre  —  i  et  -H  i ,  le  module  de 
ces  deux  valeurs  de  t  est  égal  à  l'unité;  donc,  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  dont  le  module  est  inférieur  à  i,  celle 
des  racines  de  l'équation  (i)  qui  a  le  plus  peiit  module 
est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  t.  Si  nous  supposons 
que  la  quantité  t  soit  réelle  et  comprise  entre  —  i  et  +- 1 , 
on  aura,  d'après  la  formule  de  Lagrauge, 

I  —  V'^  2/X-f-  i^  X^—lt  \        2       /        t^ 


I  dx  1.2 


""l"-^)'  - 


C^X""'  I  .  2  .  .  .  /I 


•  • 


9 


et,  si  Ton  différeniie  par  rapport  à  x  les  deux  membres 
de  cette  formule,  il  viendra 


en  posant,  pour  abréger, 

I  .  2  ...  f/  2"  dx"  ' 
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on  voit  que  cette  fonction  X„  est  précisément  celle  dont 
nous  nous  sommes  occupés  aux  n"*  124  et  134. 

213.  Supposons  enfin  qu'on  veuille  développer  la  fonc- 
tion 

(i  — /f'+' 

suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange  k  Téquation 

(i)  z=:î;-f-^/(z), 

où  z  désigne  une  fonction  des  variables  Ç  et  /,  et  f[z) 
une  fonction  quelconque  de  2,  il  vient 

et,  en  différentiant  par  rapport  à  ^, 

Maintenant  soient 

F'(z)  =  3"'     ii    /(z)  —  z  —  \, 

l'équation  (i)  donnera 

_  Ç  —  f         r/z  _       I 
"         I  —  r'       d^         I  —  f' 

et,  par  suite,  la  formule  (2)  deviendra 


['.  —  'j    __y-— — — 
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CHAPITRE  III. 

DIGRESSION  SDR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS 
RATIONNELLES  ET  SUR  LES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


Théorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 

en  fractions  simples. 

214.  La  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles est  si  importante,  et  ses  applications  dans  Fana- 
Ijse  mathématique  sont  tellement  variées,  que  je  crois 
utile  de  la  présenter  ici  avec  tous  les  développements 
qu'elle  comporte. 

Nous  commencerons  par  établir  qu'une  fraction  ra- 

tionnelle  tt— (>  dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes 

quelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposable  en 
une  partie  entière  (qui  peut  être  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à  numérateurs  constants,  ayant  pour 
dénominateurs  les  diverses  puissances  des  facteurs  li- 
néaires qui  divisent  le  polynôme  f(x).  Nous  démontre- 
rons ensuite  qu'une  fraction  rationnelle  n'est  décompo- 
sable ainsi  que  d'une  seule  manière,  et  nous  indiquerons 
enfin  le  moyen  d'effectuer  la  décomposition. 

215.  Théorème  I.  —  Si  a  désigne  une  racine  de  Vc- 
quationf(x)  =  o,  a  son  de^ré  de  multiplicité^  en  sorte 
que  Von  ait 

fi(x)  étant  un  polynôme  non  divfisible  par  x  —  a,  la 
L  3i 
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fraction  rationnelle -^r—t  supposée  irréductible,  pourra 

toujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suiv^ante  : 

F(x)  A  F.Cj?) 


/(x)        {x-a)^        (ar~a)«-'/.(a:) 
A  étant  une  constante^  et  F,  (ar)  un  polynôme  entier. 
En  effet,  on  a  identiquement,  quel  que  soit  A, 

ÏM  =:  Fl"^)  ^         A         ^  F(a:)  — A/.(x)^ 

/{a:)        ^a:^a)^/,{x)        [x  —  a)^         {x -- af  f,(x) 

et  pour  que  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne 
contienne  à  son  dénominateur  que  la  puissance  cf.  —  i  du 
facteur  a:  — a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 
F(x)  —  A/i  (x)  s'annule  pour  x  =  a.  Posons  donc 

on  aura 


A 


/(«r 


cette  valeur  de  A  sera  finie  et  différente  de  zéro,  puis- 
que yi  (a)  et  F(fl)  ne  sont  pas  nuls  :  si  l'on  fait  alors 

F(a:)-A/,(x)=:(ar-«)F.(jr), 

on  aura 

¥{x)  A  F,(x) 


f{x)        (^  _  ^)«        (^  _  fl)«-'/ (x) ' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Corollaire.  —  5/  Von  a 

/(x)=(x^ar(x^bf...{x^l)\ 
a ,  h . .  ,  ,^  l étant  des  quantités  distinctes  et  a^  6 , . . . ,  1 
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des  entiers  posififs,  la  fraction  rationnelle  — ^  pourra 
être  décomposée  de  la  manière  suivante  : 

FM  ___A_j  A, 

/(x)  "~  (x  — /z)«       (x  —  af'-' 
B  B, 


(x—bf        {•r^h'j 


ê-ï 


K- 

I 

X  — 

Bê- 

a 

■  1 

.r 


Li-, 


E(x), 


(*  —  /)''       \x—l)^-'  ^— ' 

A9  Ai,...,B,  Bi9..*9  L,  Li,...,  étant  des  constantes 
^finies  f  et  E(x)  une  fonction  entière. 

En  effet,  en  posant  comme  précédemment 

on  a,  par  notre  théorème , 

F(x)  ^        A  ^  F,{x) 

F,(J^)  A,  F,(a:) 

—  -h 


(x-«)«-'/;(x)     (X -«)«-■     (,.-«)«-^/;(x) 


F„_,H  A«_.        FJx) 


T"' 


(;r— fl)/,(ar)        J7  — ^i         f(x) 

A ,  Al , . . . ,  A  ,  étant  des  constantes  finies  et  détermi* 
nées,  el  Fj  (x) ,  F,  (jtr) , . . . ,  F^(x.)  des  fonctions  entières. 
Il  faut  remarquer  que  la  constante  A  n'est  jamais  égale  à 
zéro,  mais  les  quantités  Ai,  Aj,. . .,  A^__,  peuvent  être 

nulles,  car  l'un  des  polynômes  Fi(a:)',  Ft(x),. . .  peut 
être  divisible  par  x  —  a\  en  ajoutant  les  égalités  qui  pré- 

3i. 
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cèdenl,  il  vient 

F(^)^ Fjx) A         ^  A.  ^      ._j.^fLz:^.!îil 

Si  Ton  pose 

et  que  Ton  opère  sur  la  fraction   ^ ,    .   comme    nous-  ve- 

nons  de  le  faire  sur-rr — r»  on  obtiendra  une   expression 
de  la  forme 

/(^r)      \x—bff,{x)       {x-^bf       (x—bf-''       '"      .^— *        /«fi 

et,  par  suite, 

F(^)^        A  ^  A.  ^  ^    ^«-» 

/{x)        (jp  — «)«        (x  — «)«-'       ""       ^  — « 

B  B.  .  .   Bg_,        Fa-t-cW 


B,  Bi,...  étant  des  constantes  déterminées  et  F^_^g  (x) 
une  fonction  entière. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  évidemment  la  for- 
mule qu'il  s'agissait  d'établir. 

216.  Théorème  II.  —  Une  fraction  rationnelle  neU 
décomposable  que  d'une  seule  manière  en  une  partie 
enuère  et  en  fractions  simples. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  ces  deux  valeurs  d'une 

¥  (x) 
même  fraction  rationnelle  -7rr4  » 

H-.  .  .-{-■; p-g  -+-.  .  .-4-  E(a:) 


(.r  — ^)«  (^—^) 
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et 

-h.  .  .H T7-f-...-hE'(-c); 


on  aura 


A' 

-ï-.,  .-4-E(x)=  ;  -h.  .  .-4-E'(x). 


Cela  posé^  a.  et  a'  étant  respectivement  les  exposants  des 
plus  hautes  puissances  de  j?  —  a,  dans  les  deux  membres^ 
je  dis  que  az=oL'  et  A  =  A'.  Supposons,  en  effet,  que 
a  ei  o!  soient  inégaux  et  que  a  soit  ]>  a'  ;   tirons  de 

Téquation  précédente  la  valeur  de ?  et  réduisons 

tous  les  autres  termes  au  même  déuouiiualeur^  on  aura 

(jr—  af         (x  — a)""*  ^(x) 
OU 

<]p  et  ^  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'est  pas 
divisible  par  x  —  a.  D'ailleurs,  A  est  une  constante^  il 
faut  donc  qu'elle  soit  nulle,  car  Téquation  précédente 
donne  A  =  o  pour  a:  =  a.  Si  donc  A  n'est  pas  nul,  on 
ne  peut  supposer  a  >  a',  et  l'on  ferait  voir  de  même  que, 
si  A'  n'est  pas  nul,  on  ne  peut  supposer  non  plus  a  -<  a  ; 
on  a  donc  a  =  a^ 

Je  dis  maintenant  que  A  =  A'  ;  en   effet,  de  la  for- 

mule  qui  exprime  l'égalité  des  deux  valeurs  de  -rhi  ' 
on  tirera,  cl'  étant  égal  à  a, 

A  —  A'    __  f  [x) 


[x  —  «)«        {x  —  af^  i|/  [x) 
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ou 

cj)  et  (p  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  n'est  pas  divisible  par  x — a^  la  différence 
Â  —  A'  est  donc  nulle,  car  pour  j?  =  a,  le  second  mem- 
bre de  la  formule  précédente  se  réduit  à  zéro. 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
X  —  a  en  dénominateur,  dans  les  deux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationnelle,  étant  égaux  entre  eux^  on  pourra  les 
supprimer  et  les  deux  restes  seront  égaux.  En  raisonnant 
de  même  sur  ces  deux  restes^  on  voit  que  les  termes  qui 
contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance  do 
même  binôme  x  —  a,  ou  d'un  autre  binôme^  sont  aussi 
égaux  entre  eux;  et  en  continuant  ainsi,  on  reconnaît 

que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de  ■  ,   ,  sont 

égales  chacune  à  chacune  :  il  en  résulte,  par  conséquent, 
Tégaliié  des  parties  entières  E  (x)  et  H/  (x). 

Corollaire.  —  La  partie  entière  qui  figure  dans  la 

F(x) 
valeur  d'une  fraction  rationnelle  -77—:  décomposée  en 

fractions  simples  est  égale  au  quotient  entier  de  la  divi- 
sion de  F  [x)  parf(x), 

"Car  si  l'on  désigne  par  E  [x)  le  quotient  et  par  ç  (x) 
le  reste  de  cette  division,  on  aura 

le  numérateur  de  la  fraction  ~~^  étant  de  degré  inférieur 

au  dénominateur,  cette  fraction  s^annule  pour  j:  =  x  ,  et 
en  conséquence  elle  ne  peut  renfermer  de  partie  entière. 
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Cas  d'une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 

ri  a  que  des  facteurs  simples» 

217.  Soit 

a,  6,.*-)  l  étant  des  quantités  différentes^  si  F  [x)  désigne 
un  polynôme  quelconque,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

A,  B,. . .,  L  étant  des  constantes  déterminées  et  E(a:) 
une  fonction  entière. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  le  polynôme  ^(x) 
peut  èire  obtenu  en  effectuant  la  division  de  F  [x)  par 
f(x)  ;  il  reste  à  déterminer  les  constantes  A,  B, .  • .,  L. 
L'équation  (i)  devient,  en  multipliant  pary*(a:), 

P^,x_A/(x)       B/(x)  L/(x)       y.    .  ..    . 

Cette  égalité  a  lieu  identiquement  \  si  l'on  y  fait  x^=a^ 
tous  les  termes  du  second  membre  s'évanouiront  à  Texeep- 
tion  du  premier  qui  se  réduira  à  hf  (a),  ainsi  qu'on  le 
reconnaît  sur  la  formule 

f{.r.)  =  ^——If  (o)  +  \        '  r\a)  -(-.... 

On  a,  en  conséquence, 

F(a):=A/''(a),     d'où      A  :=J,-|^j; 

d'ailleurs  a  est  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion/(x)  =  05  donc 


(3) 
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et  la  formule  (i)  devient 

F(x)_         F(«)  F(b)  F(0 

Si  le  degré  de  F  [x)  est  inférieur  au  degré  m  de  y  (x),la 
partie  entière  E  (x)  se  réduit  à  zéro,  et  on  a  simplement 


/H      /'(a){*-fl)      /'(b)(x~b) /'(/}(*-0 

Soit 

F(ar)  =  P,««-»  -+-  P.x*^  -+-.  .  .  -+-  P»-,«  -F-  P«-i. 

Si  l'on  multiplie  la  formule  (4)  par  f(x)  et  qu'on  or- 
donne le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de  X,  le  coefficient  de  x^"^^  sera  évidemment 

et  cette  somme  sera  égale  à  Pq  ;  on  a  donc 

<='  2/^ = '■■ 

le  signe  \^  indiquant  qu'il  faut  remplacer  x  par  chacune 

des  m  racines  de  l'équation  f{x)  =  o,  et  faire  la  somaie 
des  résultats.  Si  la  fonction  F  {x)  est  au  plus  du  degré 
m  —  2,  la  quantité  Pe  est  nulle  et  on  a  dans  ce  cas 

<^'  2/^) = '■ 

formule  qui  est  utile  dans  plusieurs  circonstances. 

Méthodes  pour  effectuer  la  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle^  dans  le  cas  général, 

218.  Le  théorème  I  du  n**  215,  par  lequel  on  démontre 
la  possibilité  de  la  décomposition,  donne  aussi  le  moyen 
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de  l'effectuer.  En  effet,  si  l'on  fait 

/(^)^(a:-a)V.(^), 
nous  avons  vu  que  Ton  a 

F(x)  A  F.  (:c) 


en  posant 


'=m  "  "■('• 


.r  —  a 


on  a  ainsi  Tune  des  fractions  simples  demandées,  et, 
pour  trouver  les  autres,  il  suffira  d'appliquer  le  même 
théorème  à  la  fraction  complémentaire 

Dans  le  cas  où  l'équation  y  (x)  =  o  n'a  que  des  racines 
simples,  on  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  for- 
mule établie  au  numéro  précédent^  mais,  ce  cas  excepté, 
remploi  du  procédé  dont  il  vient  d'être  question  exige  des 
calculs  assez  pénibles. 

219.  On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  au  n^217. 
Soit  la  fraction  rationnelle 

F{x) 

que  nous  supposons  irréductible  et  dont  le  dénominaieur 
est  divisible  par  la  puissance  a**"**  du  binôme  x  —  «, 
mais  ne  l'est  pas  par  une  puissance  supérieure.  Pour  trou- 
ver les  fractions  simples  qui  répondent  à  la  racine  a,  on 
posera 

¥{a:)_         A  .  A,  ,         ,    A«_^,        (^  _  «)«F^  (:r) 


/W         (x~«)«        (x-^)"-»  ^-n  /{or) 
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conformément  au  ihéorèmel.  Si  l'on  multiplie  cette  for- 
mule par  /(  j:)  et  qu'on  remplace  x  par  a  -H  A,  on  aura 

or  on  a 


I  1.2. ..(a  —  i) 


i.a...a  i.2...(a -f- 1) 

et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on 
obtient 

I  I.«...(a  —  i) 

L  î  .2.  .  .a  I  .2.  .    (a  -h  l)  J 

t.      1.2. ..a  I2...(a-+-i)  J 


Aa 


-"*  L  I    2.  ..a  J  «^ 


Cette  formule  a  lieu  quel  que  soit  A,  et  si  on  égale  de  part 
et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  A; 
jusqu'à  celles  de  degré  a  —  i ,  on  aura 

A—- =t    «, 

I .2. .    a 

^    /«(«)     ^    ^      /"+'(«)      _F'(«) 

A|  -+-  A  ; ; ■  —  ? 

I  .  2  ...  a  I  .  2    .  .  (  a  -h  I  )  I 

1.2.     .a  I  .2.  .  .  (a -f- i)  I  .2.  .  .(a -h  2)  1.2 


'^•''1.2. ..a  «--*  i.2...(a-f-i^  i.2...(2a  — IJ        1.2... (2- 
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Ces  relations  permettent  de  (calculer  successivement  A, 
Ai,...,  A       .1  et  les  valeurs  de  ces  coefficients  seront 

*  '  '         oc  ~~  I  ' 

finies  et  déterminées,  car /"(a)  est,  par  bypotlièse,  dif- 
férente de  zéro.  On  peut  obtenir  par  ce  procédé  les  frac- 
tions simples  qui  répondent  aux  diverses  racines  de 
Téquation  f(x)  =o;  quant  à  la  partie  entière,  on  la 
trouvera,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  en  divisant  F (j:) 
par/(x). 

220.  Enfin,  on  peut  effectuer  la  décomposition  par  un 
procédé  qui  n'exige  que  la  division  algébrique.  En  effet, 
si  Ton  pose,  comme  nous  Pavons  fait  plus  baut, 

et  que  l'on  écrive  à  -h  h  au.  lieu  de  a?,  la  formule  (i)  du 
numéro  précédent,  multipliée  par  A^,  deviendra 

.r-, 7(=:A-f-A,//-l-Aa/2'-l-...-l-A„     .^^-'-4- ?ÎJ .9 

et  l'on  voit  que  le  polynôme 

est  le  quotient  que  Ton  obtient  quand  on  divise  l'un  par 
Tauire  les  polynômes  F  (a  -h  A)  et/i  [a  4-  h)  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  A,  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  du  degré  a  ;  on  obtiendra 
donc,  par  cette  division,  les  fractions  simples  qui  se  rap- 
portent à  la  racine  a. 

On  pourrait  déterminer  ainsi,  indépendamment  les 
unes  des  autres,  les  fractions  qui  se  rapportent  aux  di- 
verses racines,  mais  il  sera  plus  simple  d'appliquer  la 

F^(:r) 

même  méthode  à  la  fraction  ^,  '  qui  complète  les  termes 
déjà  trouvés;  on  obtiendia  ainsi  les  termes  qui  se  rap- 
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portent  à  une  deuxième  racine,  et  une  troisième  fraction 
sur  laquelle  on  continuera  Topera tion. 

221 .  La  méthode  précédente  a  surtout  l'avantage  de  faire 
connaître  Texpression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose  la 
fraction  rationnelle  proposée.  En  effet,  la  division  des 
polynômes  F  (a  4-  A)  ei/i  (a  -h  A),  que  nous  avons  eflfec- 
tuée  dans  le  but  d'obtenir  les  coefficients  A,  Ai,  Aj,.**) 

revient  évidemment  à  développer  la  fonction  ■— ri 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  A, 
et  comme  une  fonction  n'est  développable  que  d'une  seule 
manière  en  une  série  de  cette  espèce,  on  obtiendra  le 
même  résultat  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Mac- 
laurin.  Si  donc  on  pose 


OD  aura 


=  <p(^), 


/,(«  -h  /ij        •  ^  ^  I  .a 

-h  /^«-• ^- r^^^^  -I-  A^K., 

1 .2.  .  .  (a  —  ij 

en  désignant  par  A*  Ri  le  reste  de  le  série  5  ici  Ri  est 
une  fonction  rationnelle  de  h  qui  n'est  point  infinie  pour 

1         j     F{a-hh)     , 
h  =  o,  et,  par  conséquent,  cette  valeur  de  -zr-, — — tt  esi 

identique  à  celle  trouvé^  précédemment.  On  aura  donc 

A,   .-      y— H     , 

I  .'Jt.  .  .  (a  —  1} 

d'où  résulte  ce  théorème  général. 
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Théorème.  —  Si  Von  a 

que  F  (x)  désigne  une  fonction  entière  de  x,  dont  le 
quotient  parf[x)  soit  E(j:),  et  que  Von  fasse ^  pour 
abréger, 


X3{x]  =  (.r  —  /) 


iFW 


A^) 


F  (x) 
on  aura  la  valeur  suiv^ante  de  la  fraction  rationnelle  -~~  : 


¥{.t) 


?(«*)     ,      ?'(") 

1     ^"*"^     1 

?"-'(") 

[x-a)"-       i^-af-- 
Jjb)     ^       \'{b) 

1                     ,                                                1 

1 .2. ..(a —  I  )(jr  —  n) 

1.2. ..(6 —  i)(a;  —  Z/) 

«.(/'       ^        trT'(/) 

1              ""^'^               , 

,      -^-c) 

(x-l)^       {x-l/- 

-'           C.2(X         /)^      ^ 

1^2...  (X — 1^(0* — /) 

Forme  nous^clle   de  l'expression  d^une  fonction 
rationnelle  décomposée  en  fractions  simples, 

222.  Le  résultat  qui  précède  est  susceptible  d'une 
autre  forme  très-simple  et  très-élégante -que  nous  allons 
faire  connaître.  Désignons  par  F(j:)  une  fonction  ration- 
nelle quelconque,  par 

les  racines  de  Téquation 
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et  par 

m. .    m -    ïïK, 

H- 


Wi ,   /7?x, .  . . ,   m 


les  degrés  de  mulliplicîté  respectifs  de  ces  racines. 
Soit  aussi,  pour  abréger, 

9  [x)  désignant  une  fonction  qui  a  une  valeur  finie  diffé- 
rente de  zéro  pour  a:  =  Xi . 

Si  l'on  imagine  que  la  fonction  rationnelle  F(x)  soit 
décomposée  en  fractions  simples^  la  somme  des  fractions 
relatives  à  la  racine  x[  sera 


1.1., .{mx  —  i  —  i)(.r  —  x,)'"*"'  i.2...(/7?,  —  i)(x  — -r,/ 

ainsi  qu'on  Ta  vu  plus  haut.  Par  suite,  cette  somme  s'ob- 
tiendra en  faisant  ^  =  o  dans  Texpression 


{x  —  X,  —  Ç)"'        i  .[x  —  JP,  ^—  Ç)*'""» 


l.2...(/w,  —  / —  l)  [x — .r,  —  J;)'-^'  i.2...(//i,  —  l)[x  —  x^-\ 

Or^(ï)'(jCj -h^),  ?''(^i-+-^)î  etc»,  peuvent  être  considé- 
rées comme  les  dérivées  de  9  (x,  -h  f  )  par  rapport  à  la  va- 
riable Ç,  et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  précé- 
dente se  réduit  à 

1  X  —  .r,  —  Ç 

• 

r(/w,)         r/î;'"»-' 

r(p)  désigne,  comme  au  n®  196,  le  produit  des  p — i  pre- 
miers nombres  si  p  est  plus  grand  que  i,  et  il  doit  se  ré- 
duire à  l'unité  pour  p  =  1 . 
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Comme  on  a 

la  «omme  des  fractions  simples  relatives  à  la  racine  x^ 
sera  égale  à  la  valeur  que  prend,  pour  Ç  =  o,  l'expres- 
sion suivante  : 

I  j?  -^  jr,  —  Ç 


f»!  —  I 


r(OT,)  rfç 

Si  donc  la  fonction  rationnelle  F  (x)  ne  contient  pas  de 
partie  entière,  on  aura 

F(x)  =  y— ^ — ^~^'~'- . 

Dans  cette  formule,  il  faut  faire  ^  =  o,  après  les  dîffé- 

rentiatioDS^  le  signe  sommaioire 'V  s'étend  à  toutes  les 

racines  Xj,  j:»,  . . . ,  x  .  Il  est  presque  superflu  d'ajouter 
que  si  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine,  de  Xi  par 

exemple,  est  égal  à  i,  la  dérivée  '- '  doit 

,   ÇF(x,-f-Ç) 
être  réduite  a  — ^ f  • 

a?  —  JTi  —  Ç 

Si  la  fonction  F  (x)  conlient  une  partie  entière  E  (j:), 
on  a 

FH  =  E(x)  +  y— '-       '-- ^.-« 


'«i — I 


il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E  (jr).  Désignons  par  tz 
l'excès  du  degré  du  numérateur  de  F  {x)  sur  celui  du 
dénominateur  \  n  sera  le  degré  de  E  [x).  Cela  posé,  si  Ton 

change  x  en  -  dans  l'équation  précédente  et  qu'on  mul- 


49^  couas  d'algèbre  supérirurb. 

tiplie  ensuite,  de  part  et  d'autre,  par  z",  on  aura 

II  s'ensuit  que  si  l'on  développe  z"  F  1  -  )  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  la  somme 
des  termes  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n  sera  z"  E  1  - 

Or,  C  désignant  toujours  un  infiniment  petit,  on  a,  par 
la  formule  de  Maclauriu, 


donc  on  a 


•KO  ""7 


» 


rn 


z  I  \Ç  /  I  c/Ç  I  .2*  .  ./t  </Ç 

et,  par  suite, 


E(.r)  zzr.r"Ç«F  [h   -f-^r;"-' 


^^^ 
^/ç 


I  .  2  ^/Ç-  1,2.../?  r/Ç" 

On  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du 
polynôme  E(.r).  En  effet,  le  coefficient  de  ^""■'  dans  le 

développement  de  ^"F  (  -  j?  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  f ,  est  égal  au  coefficient  de  Ç"  dans  le  dévelop- 
pement de  ^"+'  F  [-z]»!  d'ailleurs,  ces  coefficients  sont  les 
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valeurs  que  preiinenl,  pour  ^  =  o,  les  deux  quantités 

r(/i  — «-+-I)       d^"^'       '    r(/i-+-i)         f/ç«        ' 

donc  on  a,  pour  ^  =  o, 

r(/i  — i-f-i)       û?ç«-'       ~  r(/2+i)         ^ç«        ' 

el  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  doit  être  ré- 
duit à  Ç"  F  (  -■  I  dans  le  cas  de  i  =  n. 

D'après  cela,  la  valeur  précédente  de  E  [x)  devient 

p/^x___j Vw . 

*^^'^-r(/.-M)  d^  ' 

enfin,  comme  on  a  évidemment,  pour  ^  =  o,  et  pour 

dV^-''^ 

on  peut  aussi  écrire 


ou 


'■'(0 


,    ,  I  I  —  Ç.r 

E(x): 


r(«-f-i)        rfç» 

On  a  donc  la  formule  suivante  qui  donne  la  valeur  d'une 
fonction   rartionnelle   quelconque   F  [x)  décomposée   eu 
I.  32 


498  COURS  d'algèbre  supérieure. 

une  partie  entière  et  en  fractions  simples,  savoir  : 

ri" ^-^—  r/"»'-' ^-! r> 

la  quantité  Ç  devant  être  égalée  à  zéro  après  les  dîfleren- 
ti  allons. 

Mode  particulier  de  décomposition  pour  les  fractions 
rationnelles  et  réelles  dont  le  dénominateur  a  des 
facteurs  linéaires  imaginaires, 

223.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  s'applique 

à  toutes  les  fractions  rationnelles   ^^   .S  et  les  coefficients 

peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imagi- 
naires. Mais  lorsque  ces  coefficients  sont  réels  et  que 
parmi  les  racines  de  l'équation  f[x)z=o\\  s'en  trouve 

quelques-unes  qui   sont  imaginaires,  l'expression  de  la 

' ,  ^         Y  (x) 

fonction  réelle  est  elle-même  compliquée  d'imagi- 

naires. On  a  cherché  à  modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d'ellecluer  la  décomposition,  et  on  y  est  parvenu  comme 
nous  allons  l'indiquer. 

224.  La  possibilité  du  nouveau  mode  de  décomposition 
que  nous  avons  en  vue  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème  L  —  Si  x^  -{-  px  -f-  q  est  le  produit  de  deux 
facteurs  imaginaires  conjugués  du  polynôme  réelf(x)^ 
n  la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  qui  dis^ise  J  (x), 
en  sorte  quon  ait 

f[.v)z=[x^^px-^qYf,{x), 

Y  (x) 
la  fraction  réelle  et  rationnelle    J".    !  pourra  être  dé» 
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composée  en  deux  parties,  de  la  manière  suivante  : 
F  (a:)  P:F-f-Q  F,  (^) 


f[x)         [x^-^px-^qY        {x^-^  px-h  q)'"-'/t{x) 

P  et  Q  étant  des  constantes  réelles,  et  Fi  (x)  un  poly- 
nôme réel. 

En  effet,  on  a  identiquement 

F(a:)_ ¥_{x) 

/{x)-'{x^-hpx-hqrf,(x) 

P^  4-  Q  F  (^)  —  (P^  +  Q)/.  (^) 


{x'  -h  px-hqy  {JO''  -hpx-i-  qffy  {x) 


et  l'on  peut  déterminer  P  et  Q  de  manière  que  le  numé- 
rateur delà  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  x^  -h  px  -f-  ^,  c'est-à-dire  de  manière  que  ce 
numérateur  s'annule  en  remplaçant  x  par  chacune  des 
racines  de  l'équation 


x"^  -f-  px  -+-  ^  nz  O. 

Soient  h-^k  sj —  i  et  A  —  h  y —  i  ces  deux  racines,  et 
posons 

F(A±xV~)-[p(/^±^V^^  4-Q]/,(//±/'v/'^  =  o; 
on  tirera  de  là 
p(A±*vCr7)+Q=tii^iAj^=(M±NvPT), 

M  et  N  étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
finies  et  déterminées,  puisque,  par  hypotkèsc, /i  [x)  n'est 
pas  divisible  par  .r*  H-  px  +  q.  L'équation  précédente  se 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

PA-+-Q  — M,     P/  =  N, 

32. 
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lesquelles  donnent  pour  P  el  Q  ces  deux  valeurs  réelles 
et  finies, 

„       N       ^       MX— N// 

^  =  k'     ^  = À 

Les  valeurs  de  P  et  Q  étant  ainsi   déterminées,   nous 

poserons 

.       F(.r)-(Px-i-Q)/.(^)_^^    , 

Fi  (\r)  désignant  un  polynôme  réel,  et,  par  suite,  on  aura 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

F  (x) 
Corollaire.  —  La  fraction  rationnelle  .,  '.  pourra  se 

décomposer  de  la  manière  suis^ante  : 

Y[x)_       P>g-f-Q  P.«-f-Q. 


f[x)         ^^x^^px-^-  qf        {^x-^ -\- px -\- qY"' 

.    P;.-.  ^ -f- Qn-.     ,    F„(:r) 

H ;: 1 — TT-, —  "> 

x^-hpx-hq  fi{^) 

P,  Q,  Pj,  Qi,  efc,  désignant  des  constantes  réelles,  et 
F„  (x)  M//  polynôme  réel  aussi, 

225.  En  combinant  le  théorème  précédent  avec  le  théo- 
rème analogue  démontré  au  n°215,  on  obtient  celui-ci: 

Théorème  II.  —  Si  Von  décompose  le  polytiôme  f[x] 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  deuxième  degré ^  eti 
sorte  qu'on  ait 

/{x)  =  {x  —  a)'^{x—bf.,.(.r—iy(x^-^px-hqY.,.(x^-hr.T-hs)'', 

F(x) 
on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  -— — -  de  la 
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manière  suwanie  : 


^(^Ur(.).       ^       .         '• 


«  — l 


-r^=  VAx)~^ 1 h.  .  .H 


-f ; h 


^;.-i 


P.r-f-Q  P,^-f-Q.  .    P;.-.,x-t-Q„-, 


{x^  -\- px  -\-  q)'^        ( Jt'  -f-  px  -f-  q )""'         *  a:' -f- px  •+-  q 


RjcH-S  R,j:-f-S,  R„_,  a? -f- S;n_ 


(.r'  H-  ra:  -4-  .v/'        (.r^  -f-  r.r  -f- ,?)"'-'  .r'  -f-  rx  H- 


-I 


E  (x)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et 
A,  A,...,  Jj,  Li],...,  ",  y,  "i,  (^1,..,,  n.,  5,  Kj,  ^1,..., 
ries  constantes  réelles, 

226.  Théorème  III.  —  Une  fraction  rationnelle  nest 
décomposable  que  d\ine  seule  manière  en  fractions 
simples  de  la  forme  qu'on  vient  de  considérer. 

Soient  deux  valeurs  d'une  même  fraction  rationnelle 

¥  ix) 
^;    ['  On  démontrera,  comme  au  n°  216,  Téffalité  des 

f(^) 

fractions  simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  pre- 
mier degré  du  dénominateur,  et  quant  k  celle  des  fracr 
lions  simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  second 
degré,  elle  peut  se  démontrer  d*une  manière  analogue, 

comme  nous  allons  voir.  Soient  r~:; -^^ — r  le  terme 

(x^  -hpx  -f-  qf 

dont  le  dénominateur  contient  la  plus  haute  puissance 
de  x' -f- pjî -4- r/  dans  la  première  valeur  de  '-~,—\^  et 

^         le  terme  aualoffue  dans   la  seconde  va- 

{x^-hpx-hq)"  ^ 

leur.   Je  dis   d'abord  que  n^=n.  Supposons,  en   ciVci, 
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que  cela  ne  soit  pas,  et  que  Ton  ait  ^  ^  ai'  :  de  Tégalité 

qui  a  lieu  entre  les  deux  valeurs  de  ■    ,    ,  >  tirons  la  valeur 

^  /(a:) 

de  z ^^^ — r;  cette  valeur  sera  exprimée  par  une 

somme  de  quantités  dont  aucune  n'a  en  dénominateur 
une  puissance  de  x*  -f-  px  -\-q  supérieure  à  la  (n — i)***^. 
En  réduisant  donc  toutes  ces  quantités  au  même  dénomi- 
nateur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 


{x^-\-  px  +  qY        [x^  H-/?A7-f-  qY~^'^[x) 


ou 


^[x)  et  ^{x)  désignant  des  polynômes,  dont  le  second 
^  [x)  n'est  pas  divisible  par  x^  -J-  px  -h  q.  Or  l'égalité 
précédente  est  impossible;  car,  autrement,  Téquatioii 
Vx  H-  Q  =3  o  devrait  admettre  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion a:'  -h  px  -h  ^  =  o,  ce  qui  ne  peut  arriver,  à  moins 
que  P  et  Q  ne  soient  nuls  en  même  temps,  contraire- 
ment à  l'hypothèse.  On  ne  peut  donc  supposer  n  ^  n'  ni 
n'^n^  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  on 
a  n'  =z  n. 

Je  dis  maintenant  que  l'on  a  aussi  P'=P,  Q'=Q.  "Re- 
prenons, en  eflfet,  l'égalité  qui  a  lieu  par  hypothèse  entre 

Y(x) 
les  deux  valeurs  de  ■—, — -»  mettons  dans  un  même  membre 

,3  Po:  H-  Q  P':c  -f-  Q' 

les  deux  termes  -—■ et  .—r r»  et  dans 

[x^-^  px-^-  qf        {x^-^px-\-qY 

le  second  membre  tous  les  autres  termes  dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de  x^-^-px^q 
supérieure  à  la  [n —  ij'ème.  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
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cette  forme 

OU 

(p  _^  F)  ^  4.  (Q  _  Q')  ^  (^.  +  ^^  +  ^)  |M, 

9  (x)  et  ^  [x)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n'est  pas  divisible  par  x'^+  px-^-q^ 
et  Ton  fera  voir  aussi,  comme  plus  haut,  que  celte  égalité 

exige 

P=rP',     Q  — Q'. 

¥  {x) 
Il  suit  de  là  que  dans  les  deux  valeurs  de  ^;   ,  »  les  termes 

qui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance 
d'un  facteur  du  second  degré  sont  égaux-,  en  supprimant 
ces  deux  termes,  les  deux  restes  auront  encore,  pour  la 
même  raison,  deux  termes  égaux  \  et,  en  continuant  ainsi, 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fraction  considérée  ne 
sont  formées  que  de  fractions  simples  égales  chacune  à 
chacune  :  il  en  résulte  en  même  temps  Tégalité  des  parties 
entières,  s'il  y  en  a. 

227.  Méthode  de  décomposition.  —  Pour  effectuer  la 

décomposition  d'une  fraction  rationnelle  j.'    t  on  déter- 

minera  la  partie  entière  et  les  fractions  qui  correspondent 
aux  facteurs  réels  du  premier  degré  du  dénominateur, 
comme  on  l'a  vu  aux  n***  217  et  suivants.  Quant  aux 
fractions  qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du  second 
degré,  on  pourra  les  déterminer  successivement  par  le 
procédé  même  qui  nous  a  servi  à  démontrer  le  théorème  I, 
On  pourra  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  l'équation 
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f(x)  =  o  sont  toutes  inégales,  on  peut  déduire  la  nou- 
velle expression  de  la  fraction  rationnelle         ^  de  celle 

qui  a  été  établie  au  n**  217.  Soient,  en  effet  A  H-  A  ^ — i  et 

h  —  /rv-^i  deux  racines  simples  imaginaires  et  conju- 
guées de  l'équation  y  (a:)  =  o-,  l'expression  de  la  frac- 

tion  -p — -  contiendra  les  deux  termes  suivants  : 


/'{h  -h  A'  v/— ï)  ,v  —  h  —  k  y/^ 
dont  la  somme  a  la  forme 


A-f-Bv^— I  A  — B/^ 

. H .     ,     y 

^ — A  —  A- y — I        j;  —  A-f-A-y — i 

et  peut  en  conséquence  se  réduire  à  une  expression  telle 

que 

Px-hQ 

Il  résulte  de  là  que  la  fraction  ; ,,    ^  ,  >  où  P  et  Odé- 

^  {x  —  hy-^A^  ^ 

signent  des  constantes  réelles,  pourra  remplacer,  dans  Tex- 
pression  de-^r| — -^  les  deux  fractions  simples  qui  corres- 
pondent aux  racines  h±k  y —  i . 

Conditions  pour  que   V intégrale  d^une   différentielle 

rationnelle  soit  algébrique. 

228.  L'une  des  applications  les  plus  importantes  de  la 
théorie  qui  vient  d'être  exposée  est  l'intégration  des  diffé- 
rentielles rationnelles.  Nous  n'avons  pointa  nous  occuper 
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ici  des  détails  de  cette  intégration,  et  nous  nous  borne- 
rons à  donner  les  conditions  pour  qu'une  différentielle 
rationnelle  ait  une  intégrale  algébrique. 
Soit  une  différentielle  rationnelle 

et 

a^  b^.  . ,  ^  /  étant  des  quantités  réelles  ou  imaginaires  *,  on 

mettra  la  fraction  -?7— 7  sous  la  forme 

/(a:) 

Fix)  •     ^, \              A 
-^^-  =  E(x)-\ 


^U  —  I 


/t^j  [x—a]^        (^  — «) 


a— 1  X  —  a 


X 


L;-, 


{x  —  iy  (.r—  /)^'-»         "*         '^  — ' 

Pour  avoir  l'intégrale  de  -~-{  dx.  il  faut  multiplier  par 

f\x)  ^ 

dx  chaque  terme  de  cette  valeur  de  }.   [t  etintéerertous 

les  résultats..  Or,  les  seuls,  parmi  ces  résultats,  dont  l'inté- 
grale n'est  pas  algébrique  sont  ceux  qui  ont  pour  dénomi- 
nateur la  première  puissance  de  l'un  des  binômes  x  —  a, 
X  —  ft ,  etc. 

On  a  en  eff*et,  si  a'  n'est  pas  égal  à  i , 

Adx  A 


et,  si  a'  =3 1 , 

Adx 


-h  constante, 


/ 


X  —  a 


=r  Alog(.x  —  a)  -h  constante. 
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Donc,  pour  que  -^r4  doc  ait  une  intégrale  algébrique^  il 

faut  et  il  suffit  que,  dans  le  développement  de  -~— |  en 

fractions  simples,  il  n'y  ait  aucun  terme  dont  le  dénomi- 
nateur soit  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

A«__,  =  o,     Bg_,=:o,     Cy_,=:o 

Cela  exige  d'abord  que  le  polynôme /"(j:)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  au  n**  221, 
qu'en  posant 

on  a 

1.2. ..(a  —  l)  1.2. ..(o  —  i) 

dx  soit  algébrique  sont 
donc 

quelles  que  soient  les  quantités  a,  &,...,  c,  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
û,  è,.  .  .,  /;  mais  si  le  degré  de  F(x)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  à  celui  de  f(x)^  l'une  d'elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  mie 
degré  de  /(-tc)^  et  supposons  que  F{x)  soit  au  plus  du 

degré  m  —  a-,  la  partie  entière  E[x)  de  -~— ^  sera  nulle, 

et  si  Ton  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

7-7— :»  on  voit,  sans  peine,  que  le  numérateur  de  la  frac- 
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tion  aînsi  obtenue  contiendra  ocf^"^  avec  le  coeflScient 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F(x)  est  du  degré 
m  —  a  au  plus  ^  on  a  donc 

-f-" — r r     i~  •  •  •     I 7Z T  — "•  ^  S 


1.2.  ..(a — l)  1.2.  ..(6  —  l)         '**         1.2.  ..(X  — .l) 

et,    par    conséquent,    l'une  des    conditions    pour   que 

/^/     dx  soit  algébrique  rentrera  dans  les  autres. 
f[x)  °        ^ 

L'équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  nous  avons  établie  au  n**  217. 

jipplication  à  lui  problème  de  Géométrie, 

229.  Comme  application  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter,  je  traiterai  ici  succinctement  un  cas 
particulier  d'un  problème  dont  j'ai  donné  la  solution 
générale  dans  le  XXXV®  cahier  du  Journal  de  V Ecole 
Polytechnique,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Problème.  —  Troui^er  toutes  les  courbes  algébriques 
dont  l'arc  indéfini  s'exprime  par  un  arc  de  cercle,  et 
dont  les  coordonnées  rectilignes  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  la  tangente  trigonométrique  de  cet  arc. 

Si  l'on  désigne  par  i  l'imaginaire  si — i,  par  k  une 
quantité  positive,  et  par  w  un  angle  réel,  puis  que  l'on 

fasse 

^  —  (z  —  a)"^'  [z  —  b]P-^'  [z  —  c)?-^-', .  .  .  , 

T  =  (z  —  a)«-+-'  [z  —  g)/"»-'  (z  —  7)î+« , .  .  . , 

a  et  a  étant  des  constantes  imaginaires  et  conjuguée», 
ainsi  que  ft  et  6 ,  c  et  y , . . . ,  et  w,  ti,  /;,  ^ , .  . . ,  étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
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sera  donnée  par  la  formule 

pourvu  que  les  constantes  a,  &,  c,...,  a,  S,  y,.*., 
soient  choisies  de  manière  que  Tintégrale  qui  figure  dansla 
formule  précédente  soit  algébrique.  On  a  effectivement 

dx  -4-  idy  =  A^fcosw  4-  «  sinw)  -  r-^ — ^ —  dz. 

.  ^  T  (z-f-  l)'»-»-^  > 

et  en  changeant  i  en  —  / , 

T    (z  H-  iV" 

dx  —  idy  =  A-  (cosb)  —  isin  w)  -  ; r-—-  dz . 

•^  ^  ^  t  [z  —  /)«-*-» 

La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 

k'^dz^  I dz 

dx^-h  dy^=  -,      d'où     si dx^ -^r  dy^  =:  h 


et 


/^-^■— 


Comme    le    degré    du    numérateur    de    la    fraction 

-  r -rr-r.  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé- 

nominateur,  si  [l  désigne  le  nombre  des  constantes  a,  i, 
c, .  . . ,  ou  a ,  6 ,  y ,  • . . ,  il  suffira  de  satisfaire  à  [k  — i 
conditions  pour  rendre  algébrique  l'expression  de  x-\-vf» 
Lorsque  «  et  t  se  réduisent  à  l'unité,  notre  formule  ne 
donne  pas  d'autre  courbe  que  le  cercle  \  le  cas  le  plus 
simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a 

tz=z{z—  âr)"-*-',     T  1=  (z  —  aj^+'j 

la  formule  (i)  devient  alors 

/(^ aY"^^  iz z)*" 

et  une  seule  condition  suffira  pour  que  l'intégrale  soil 
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algébrique.  Pour  trouver  celte  condition  de  la  manière  la 
plus  simple,  soit  u  une  nouvelle  variable  et  posons 


z  —  i       a  —  i 


i       a  -\-  i 
faisons  aussi,  pour  abréger, 


on  aura 


ffz  I    a  —  /' 


et 


puii 


(z—iYdz_    I    /fl  — 1\'«+' 
(g  qT/jfli+î  —  ^  \a  -f-ij 

z.  —  fl        a  -h  i  u  —  ï 


«"•  J«, 


3  —  a        3c  +  /«  —  î; 

D'après  cela  la  formule  (2)  devient 

— 1 T-r — » 

eu  faisant,  pour  abréger, 

A=rr — ^(co$o>>  +  isin&>)  (  :  I  )• 

On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x  -h  iy  soit  algé- 
brique est 

(4)  -^. -o. 

Cette  équation  en  Ç  est  du  degré  m  -h  1 5  elle  a  une  ra- 
cine égale  à  I ,  et  si  w  est  inférieur  à  m,  elle  a.  m  —  n  ra- 
cines nulles;  le  nombre  des  racines  dîflérentes  de  o  et 
de  I  est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  n-^  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
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comprises  entre  o  et  i,  en  appliquant  n  fois  de  suite  le 
théorème  de  RoUe  à  l'équation 

qui  a  m  racines  nulles  et  /i  +  i  racines  égales  à  i .  Les  ra- 
cines nulles  de  Téquation  (4)  ne  peuvent  nous  convenir, 
car,  pour  Ç  =  o,  la  formule  (3)  donne  a=  —  «  ou  a  =  +/; 
.mais  Tune  du  ces  équations  entraîne  Tautre,  puisque  a 
et  a  sont  conjurées  5  les  facteurs  z  —  a ,  z  —  a  de- 
viennent 2  -f-  /,  z  —  15  par  suite  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  f  et  t  se  réduisent  à  l'unité.  Pour  Ç  =  i 
l'équation  (3)  donne  a  =  a,  et  la  formule  (2)  se  réduit 
encore  à  celle  que  donne  l'hypollièse  t==T  =  i. 

Mais  à  chacune  des  racines  ^  comprises  entre  o  et  i, 
répondent  pour  a  et  a  des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées l'une  de  l'autre.  Remarquons  d'abord  qu'on  peut 
supposer 

(5).  aa  =  i 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à  celui-là  par  un  changement  de  ya- 

riable.  Il  suffira  effectivement  d'écrire au  lieu  de  z 


6Z 


en  prenant  pour  e'  l'une  des  racines  de  l'équation 


a  -\-  OL 

2 s  —  1  =  0: 

aoi  —  ï 


par  la  transformation  dont  il  vient  d'être  question  la  for- 
mule (2)  devient 


j:-4- /y  =  X(cosw -+- isin»)  i 


Ui  et  «1  ayant  les  valeurs  suivantes  : 


•H-» 


a  —  c  .a  —  c 

; ,  a,  =    ; t 

i  -h  as  1  *f-  at 
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d'où  ron  conclut  a,  «j  =  i ,  On  peut  donc  admettre  Té- 
quation  (5)  et  de  cette  équation  combinée  avec  (3),  on 
tire  alors 

a  = f, 

I-+-Ç         i  +  Ç   ' 

eu  donnant  à  a  et  à  a  ces  valeurs,  dans  la  formule  (2), 
l'expression  àe  x  +  iy  sera  algébrique.^ 

Détermination  d'une  fonction  rationnelle  parle  moyen 
des  "valeurs  qui  répondent  à  des  valeurs  données  de 
la  variable. 

230.  Une  fonction  entière  du  degré  m  de  la  variable  x 
est  entièrement  déterminée  lorsque  l'on  connaît  les  va- 
leurs de  cette  fonction  qui  répondent  à  m-|-i  valeurs 
données  de  x.  Quand  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit  for- 
mien  t  une  progression  arithmétique,  la  fonction  peut  être 
obtenue  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée  au  n®156; 
mais  il  est  important  d'avoir  une  formule  qui  embrasse 
tous  les  cas.  Cette  formule  est  précisément,  comme  on  va 
le  voir,  celle  qui  a  été  établie  au  n**  217,  et  qui  exprime 
la  valeur  d'une  fraction  rationnelle  décomposée  en  frac- 
tions simples. 

Soient 

flOf        Uly       1^3,   ...    J       ttjM 

les  valeurs  d'une  fonction  F  (x)  du  degré  m,  correspon- 
dantes aux  valeurs  données 

de  la  variable  a:*,  posons 

/ (x)  =:  (jc  —  Xo)  (J?  —  ar.)(a?  — JTî)'  •  •(*  — •^'")> 
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on  aura 

et,  par  conséquent, 

Cela  posé,  le  degré  Aef[x)  surpassant  d'une  unité  celui 
de  F  (a:),  on  a  {n°217) 

F(x)       F(^o)       I       ^    F(x.)        I  F(x«)       I 


et,  en  chassant  le  dénominateur /'(a:),  il  viendra 

[x  —  Xx)'[x  —  Xi),  .  .{x  —  Xn) 


F(x)z=:Wo 


If 


(•2?o  —  •''^1  j  1^0  —  «^2 )  •  •  •  ("^0  —  ^m ) 
[x  —  Xq)  i^X  —  JTa).  .  .[x  —  Xm) 
\Xx —  Xq)  \Xx  —  ^aj»  •  «(^t  —  ^m) 

yx  —  Xq)  yx  —  X\j,,, yx  —  J^m—i } 

Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question  propo- 
sée: d'ailleurs  celle-ci  ne  peut  admettre  une  autre  solu- 
tion j  car  s'il  existait  une  fonction  Fi  [x)  du  degré  m, 
différente  de  F  [x)  et  satisfaisant  aux  conditions  du  pro- 
blème, l'équation 

F,(^)  —  F(^)  :=:0, 

qui  est  au  plus  du  degré  m,  admettrait  les  /w  -h  i  racines 
Xo,  Xi,...,  x,n-,  ce  qui  est  impossible. 

On  peut  encore  résoudre  la  même  question  en  raison- 
nant comme  il  suit  :  si  les  valeurs  données  i/q,  i/i,...,  u» 
sont  toutes  nulles  à  l'exception  de  l'une  d'elles  u^,  et  que 
celle-ci  soit  égale  à  l'unité,  il  est  évident  que  la  fonction 
demandée  est  déterminée  et  a  pour  valeur 


{'T.  —:€,),  .  ,i^x  —  Xi^_^)  {^x  —  x^^)_  ,{x  —  x„,) 


X    = 
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Cela  étant,  on  aperçoit  de  suite  que,  dans  le -cas  général, 
la  solution  du  problème  proposé  est  donnée  par  la  for- 
mule 

231 .  Il  est  souvent  plus  avantageux  de  donner  à  Ter- 
pression  de  la  fonction  demandée  F(x)  la  forme  à  la- 
quelle nous  avons  été  conduit  au  n^  156,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  les  valeurs  données  de  la  fonction  répondent  â 
des  valeurs  équidistantes  de  la  variable.  On  y  parvient 
facilement  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés; 
car  si  l'on  pose 

¥  (x)  z=  Ao-+-  A,  (j:  —  Xo)  -f-  A2(j7  —  i*o)(-^  —  -Pi) 

-f-  A3(x  Xo)  (J7  Xi)  (.r JTj)  -f-# . . 

~^"  Am  [^  ^0  )  •  •  •  (  -^  -^m—i  )  f 

les  constantes  Aq,  Ai,  ... ,  A^  pourront  être  déterminées 
successivement  au  moyen  des  équations  de  condition 

U\  —  Ao  ~i    A4  (  JTj  —  «^0  j  î 

/I3  r=:  Ao  4-  A,(j:,  —  .r„)  -f-  Aa(ar3  —  x^)[x^  —  x,), 

' ^..^ 

«,;,=  Ao  -t-  A,  [.Tn J^o)   -^«  •  •  -+■  A„(j',« —  JTo).  .  .  (.r^, —  .Tm-x)* 

Lorsque  les  valeurs  données 

forment  une   progression   arithmétique  dont  la   raison 
est  A,  on  tire  immédiatement  des  équations  précédentes 

V. 

A  A  ^     "' 

A.-=«.,     A^= -, 

1.2    . .  fi  /t 

el  on  relrouve  la  formule  du  n°  156. 

I.  33 
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232.  La  formule  du  n^  230  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'une  autre  formule  plus  générale,  que  Cauchy  a  fait 
connaître  dans  la  Note  V  de  son  Analyse  algébrique,  et 
qui  donne  la  solution  du  problème  suivant  : 

pROBL^lEE.  —  Troui^r  une  fonction  rationnelle  u  de 
la  variable  x,  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
soient  des  Jonctions  entières  des  degrés  m  et  n  respecti- 
x^ement,  connaissant  les  m  -4-  «  -4- 1  valeurs  de  u  gui  ré- 
pendent  à  m-h  n  -h  i  valeurs  données  de  x. 

Il  est  évident  que  ce  problème  ne  peut  admettre  qu'une 
seule  solution  \  car  si  deux  fonctions  distinctes 

remplissaient  Tune  et  l'autre  toutes  les  conditions  de  le- 
noncé,  il  est  évident  que  l'équation 

Y[x)A{x)-Y,[x)f{x)  =  o, 

qui  est  au  plus  dU  degré  m  +  /i,  admettrait  pour  racines 
les  m  +  72  + 1  valeurs  données  de  x^  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Cela  posé,  soient 

les  valeurs  de  u  qui  répondent  aux  valeurs  données  de  J, 

Supposons  d'abord  que  w  de  ces  m  -h  n  valeurs  de  u 
soient  nulles;  que  Ton  ait,  par  exemple, 

il  est  évident  que  le  numérateur  de  la  fonction  cherchée 
sera 
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A  étant  une  constante  arbitraire;  par  suite,  le  dénomina- 
teur sera  égal  à 

— . j  y 

u 

et  si  Ton  donne  à  x  les  valeurs  successives  o^o,  J^i  v»-»  ^«i 
il  prendra  les  valeurs  correspondantes  : 

A 

\ 


on  peut  donc  obtenir  l'expression  du  dénominateur  de  u 
par  la  formule  du  n^  230,  et  on  trouve  ainsi  : 

—  (•^o—'^n+i;.. •(•«'• — ^n-H»)  -f — '    .  w : — r — 7 — — " — ;» 

/^U                                                                            ^  •ï'o  "^—  JTi  y  {  JCq  —^  Xi  )  •  •  •  \^o  """^  •Pu  ) 
-f-  •—  \J^j        •'*n-H/»«»i^i        '^n-^-m)  Z  7—,  ;^  ; :? 


,    A  .      ,  .  («g  —  »^»)  (.g  —  'f^i  )...{x  —  j-B_|  ) 

Un  \  -C„         Xu  )  \Xn         JTi  j .  . .  \Xj^ J^B— I  ] 

Alors,  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  A  la  valeur 


A  =  Mo//|  1/2*  •   fU 


(.^u         Xn-^\  )  •  •  •{'^0         '^n-t-mj 


I 

.^  /  \  ?  \^  ^^  *  *  * 


.     I 
X   ^ -, r? 


33. 
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le  numérateur  de  la  ienctioD  u  sera 

et  celte  même  fouclion  aura  pour  dcDoinina leur  le  leriue 
.  (jr,~-3r)(3r,— .r),.  .(^r^x— x) 

augmenté  des  n  termes  qu'on  en  déduit  en  faisant  toutes 
les  permutations  des  indices  o,  i,  2,...,  /i. 

L'analyse  du  cas  particulier  que  nous  venons  d'exami- 
ner nous  conduit  immédiatement  à  la  solution  du  cas  gé- 
néral. 

Supposons  eflfectivement  que  les  quantités  1/»,  u^,^.., 
t'n+m  soient  quelconques^  faisons  dans  chacune  des  ex- 
pressions (1)  et  (2)  toutes  les  permutations  possibles  des 
m-|-7i-f-i  indices 

o,   I,  2,. . .,  (///  -f-  //), 

et  ajoutons,  dans  chaque  cas,  tous  les  résultats  obtenus. 
La  première  somme  sera  le  numérateur  de  la  fonctiou  de- 
i^andée,  et  la  seconde  somme  sera  son  dénominateur*, on 

aura  ainsi 

/ 

(  •^  —  ^iH-\  )  (  -^  —  «^w+a  )  '  »  »  (  -^  —  ^n-+m  ) 

UqU^,.»  tin  'r~.    ]  '       -,  j  TT       p  ^        7  '''.' 

^  "~  (xq  —  x)  (x,  —  jt).  .  .(jTh-i  —  .y) 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  vérifier  ce  résultat^  faisons 
en  efl'et  x  =  .2'„,  le  numérateur  de  la  formule  précédente 
se  réduira  au  produit  de  //„  par  la  somme 

(•^0         -^«-h»  )  •  •  •  \'^o         '^n-hinj  j  •  •  •  Li"^'*— > •^n+l  j  •  •  •  (^m— l  «^ii-Mij  j 

où  les  termes  qui  suivent  le  premier  se  déduisent  de  ce- 
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lui-'ci  ea  faisant  toutes  les  permutations  des  m  -{-  n  in- 
dices 

ô,     I,     2,...,     n  —  I,     /f-hi,...,     w  H- //. 

Or,  c'est  à  cette  somme  que  se  réduit  aussi  le  dénomina- 
teur de  u  pour  a:  =  j:„;  donc  la  formule  (3)  donne  ?/  =  //« 
pour  JC  =  a:„,  et  comme  tout  est  symétrique  par  rapport 
aux  indices,  on  a  m  =  Uy,  pour  j:  =  j:^,  quel  que  soit  l'in- 
dice fX. 

La- formule  (3)  subsiste  dans  le  cas  de  n  ==:  o,  pourvu 
qu'on  réduise  son  dénominateur  à  Tunité^  elle  coïncide 
alors  avec  la  formule  du  u^  230;  elle  subsiste  également 
dans  le  cas  de  m  =  o,  pourvu  que  Ton  remplace  le  numé- 
rateur par  I/o,  z<iv*9  ^n- 

Dans  le  cas  m  =  /i  =  i ,  la  formule  (3)  donne 


JCq  ''~~  X  X \  '~~  X  X-i  — ^  X 


4-  Wi 4-  w, 


•  (x,  —  jc,  )  (.r^  —  ,r,)  '  (a?,  —  Xo )  (j:,  -—  a:,)  '  (jr ..  —  x^) [x^  —  .r.) 

/7c5  séries  récurrentes. 
233,  Une  série 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  entières  et  crois- 
santes de  la  variable  x,  est  i\iQ récurrente,  lorsque,,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite, 
le  coefficient  de  a:"  peut  s'exprimer,  quel  que  soil/î,  par 
une  même  fonction  linéaire  des  coefficients  des  puissances 
inférieures  pris  eii  nombre  fixe.  En  d'autre  termes,  la  série 
que  nous  considérons  sera  récurrente,  si,  pour  toutes  les 
valeurs  de  n  qui  surpassent  une  certaine  limite,  on  a 
identiquement 
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m  étant  uii  eatier  quelconque,  et  «or  <3t],.. . ,  (x,n  des  quan- 
tités constantes.  La  suite  de  ces  quantités 

est  ce  qu'on  nomme  Véchelle  fie  relation  de  la  série  ré- 
currente. 

Cela  posé,  nous  établirons  <^  Fégard  de  ces  séries  les 
deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Lorsqtt  une  série  ordonnée  suii^ant  les 
puissances  croissantes  de  la  variable  x  est  à  la  fois  con- 
vergente  et  récurrente  y  elle  a  pour  somme  une  fraction 
ralionitelle. 

En  eflet,  soient^  (x)  la  somme  de  la  série  proposée 

et 

son  échelle  de  relation,  en  sorte  que  Ton  ait 

(  2  )         aotr^lm  -H  a,  tJn-m-^i  -h ...  4-  «m-^i  ^n-i  "f-  a«,  ^„  ==  O, 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine 
limite. 
Posons 

et  multiplions  la  série  (i)  par  le  polynôme  y  (a:).  Chaque 
terme  de  ce  mulli pli ca leur  donnera  pour  produit  une 
série  convergente,  et  la  somme  des  m-Hi  séries  qui  ré- 
pondent ainsi  aux  m  -h  i  termes  de  f(x)  sera  évidem- 
ment une  série  convergente  qui  aura  pour  somme  le 
produit  cp  (.r)  f(x).  Or,  en  ordonnant  cette  dernière 
série  suivant  les  puissances  de  x^  on  trouve  que  le  coef- 
ficient de  x"  e&l  précisément  le  premier  membre  de  Tiden- 
lité  (2),  et  comme  ce  premier  membre  est  nul,  pour  Ip* 
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valeurs  de  ra  qui  surpassent  uue  certaine  limite,  la  série 
que  nous  considérons  se  réduit  à  un  polynôme  F  (x)  com- 
posé d'un  nombre  fini  de  termes  ;  on  a  donc 

ç(x)/(x)  =  F(x), 


d'où 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  . 

Théorème  II.  —  Réciproquement,  toutes  les  fois 
qiHune  fraction  rationnelle  peut  se  déi^elopper  en  une 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable,  cette  série  est  récurrente. 

E^n  effet,  supposons  que  la  fraction  rationnelle  ^ 

doit  développable  en  une  série  convergente,  et  que  Ton 
ait 

pour  certaines  valeurs  de  la  variable  x.  Soit  aussi 

Le  produit  de  la  série  (i)  par  le  polynôme  (a)  est  une 
série  convergente  qui  a  pour  somme  le  produit 

donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  une  cer- 
taine limite,  le  coefficient  de  x^  dans  le  produit  dont  il 
s^agit  doit  se  réduire  «1  zéro.  Or,  ce  coefficient  a  pour 
valeur 

donc  on  a 
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pour  toutes  les  valeurs  de  n,  à  partir  d'une  certaine  li* 
mite  \  cette  condition  exprime  que  la  série  proposée  est 
récurrente. 

234.  On  peut  obtenir  de  la  manière  suivante  le  déve- 
loppement d'une  fraction  rationnelle  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  variable. 

Décomposons  la  fraction  rationnelle  donnée  ■^]  :  en 

fractions  simples,  et  supposons  que  l'on  ait  trouvé 

Pour  résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue,  il 
suffit  de  développer  en  série,  par  la  formule  du  binôme, 

A  ^ 

chacune  des  fractions  simples ou  A  (.r  — a)   **. 

On  a  ainsi 


a.  jr        a  (  a  4-  I  )  .r^ 

I  ~î~*  ~~  —  ~i     — — — — — ^—  — ^  — ^  ,  ^ 


—  oc 


(-") 


—  a 


\  a  I .  SX       n' 

ol{(jl-\-  I  ) ...  (a  h-  /2  —  I  )  .tt'' 

'  -H  .  . . 

i  .  2 .  .  .  //  /-/" 


et  si  pn  désigne  le  coefficient  de  a:"  dans  E  (j:),  le  terme 
général  du  développement  de  ■    ■  f  en  série  sera 

Dans  le  cas  particulier  où  les  racines  fl,  etc.,  de/(a:)  =  o 
sont  toutes  simples,  on  a  «  =  i  cl  A  =  ^,V  \;  le  terme 
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général  9e  réduit  à 

Ainsi  la  série  récurrente  dans  laquelle  se  dévelçppe  la 

Y  Ix) 
fraction  -jri—T  peut  s'obtenir  par  l'addition  de  plusieurs 

séries  provenant  des  développements  de  diverses  puis- 
sances négatives  et  entières  des  binômes  a — x^h  —  x,  etc. 
D'ailleurs  ces  séries  sont  convergentes  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  dont  le  module  est  inférieur  au  plus  petit  des 
modules  des  quantités  a,  b,  etc.;  on  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante,  qui  est  un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème de  Cauchy  relatif  au  développement  des  fonctions  : 

Théokème.  —  Une  série  proi^enant  du  développement 

d'une  fonction  rationnelle  ■  ^ .  \  est  conversent e  pour 

toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  dont  le 
module  est  infétieur  au  plus  petit  module  des  racines  de 
V  équation  J  [x)  =  o. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  former  la  série  récur- 
rente dans  laquelle  se  développe  la  fonction 

P  -h  Q.r 


tf{x)  = 


l  —  2  0?  COSû)  -h  X* 


où  P,  Q  et  0)  désignent  des  constantes  données. 

Décomposant  cette  fraction  en  fractions  simples  et  em- 
ployant, comme  nous  l'avons  déjà  fait  précédemment,  la 
notation  usuelle  des  exponentielles  imaginaires,  savoir, 

(F^^^'^^  =zcostf)±\/^—i  sinw, 
on  a 

,    ,       A  B 

(p  [X)  ~z  i^r:^  —    rr=r  f 
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A  et  R  étant  des  constantes  qui  ont  respectivement  pour 
valeurs 

A=: ?-_Jrï       Brrr 


2sin 


inw^ — 1  2sin6>v/ — i 


Développant  en  série  chacune  des  parties  de  f  (x),  on 
trouve 

ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs, 

?{^)=2à ^ : — r^ ^ '^• 

*^  2sinciiV — I 

En  remettant  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires 
leurs  valeurs,  on  a,  toutes  réductions  faites, 

P-f-Qj:  ^^  Psin(/7  +  i)&> -4- Qsin/i» 


2 


I  —  ix  cosw  H-  .r^        ^fcid  sinw 

Le  terme  général  du  développement  est  donc 


^  5in(/z  -f-  i)<»        ^  sin 


rin/2ù)\ 

-: ].r", 

sinw  / 


SECTION    II.   —    CHÂPITHE    IV.  5a3 


CHAPITRE  IV. 

DES  FONCTIONS  ALTERNÉES  ET  DES  DÉTERMINANTS. 
APPUCATION  A  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


Des  fon ctions  alternées . 

235,  On  nomme  fonction  alternée  de  plusieurs  quan- 
tités, toute  fonction  qui  change  de  signe,  mais  en  con- 
senrant  au  signe  près  la  même  valeur,  lorsqu'on  échange 
deux  quelconques  de  ces  quantités  entre  elles.  Nous  ne 
'  nous  occuperons  ici  que  des  fonctions  altei'nées  ration- 
nelles. 

Il  résulte  de  la  définition  précédente  que  le  carré  d'une 
fonction  alternée  est  une  fonction  symétrique. 

Quand  on  échange  plusieurs  quantités  entre  elles, 
d'une  manière 'quelconque,  on  dit  que  l'on  a  exécuté  sur 
ces  quantités  une  substitution:  la  substitution  qui  a  pour 
objet  de  remplacer  deux  quantités  Tune  par  l'autre  se 
nomme  transposition.  Nous  reviendrons  avec  détails, 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage,  sur  ces  importantes  notions; 
pour  le  moment,  il  nous  suffit  de  remarquer  que  toute 
substitution,  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  transposition,  peut 
être  exécutée  par  le  moyeu  de  plusieurs  transpositions 
successives.  Car  si,  pas  la  substitution  dont  il  s'agit,  une 
certaine  quantité  a  doit  venir  prendre  la  placé  occupée 
par  la  quantité  i,  on  pourra  produire  ce  premier  effet 
par  la  simple  transposition  des  lettres  a  eX  b\  la  quan- 
tité a  occupera  ainsi  la  place  qu'on  veut  lui  assigner,  et  il 
restera  à  exécuter  une  certaine  substitution  sur  les  quan- 


534  COURS    D'ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

tîtés  restâmes.  On  peut  appliquer  à  celle-cî  le  raisonne- 
ment'que  nous  venons  de  faire  et,  en  continuant  ainsi,  il 
est  évident  qu'on  aura  exécuté  la  substitution  proposée 
au  moyen  de  plusieurs  transpositions. 

Cela  posé,  soit  V  une  fonction  alternée.  Une  première 
transposition  changera  V  en  — V,  une  deuxième  trans- 
position reproduira  la  valeur  primitive  V,  et  ainsi  de 
suite  ^  on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  substitution  qui  équivaut  à  wi  nombre  pair  de 
transpositions  ne  change  pas  la  valeur  d* une  fonction 
alternée  V  5  au  contraire,  toute  substitution  qui  équivaut 
à  un  nombre  impair  de  transpositions  change  \  en  — V. 

236.  Il  est  facile  de  former  l'expression  générale  des 
fonctions  alternées  de  m  quantités 

(1)  a,  bf  Cy  r/, , .  .,  A-,  l. 

Désignons,  en  elTet,  par  P  le  produit  des  — ^ dif- 

férences 

[h- a), 
(c—a),   (c  —  h), 

(2)  {(d^a),  [d-b],  {d-c]. 


je  dis  que  P  est  une  fonction  alternée.  En  effet,  soient  a 
et  o  deux  quelconques  des  quantités  (i)  dont  nous  écri^ 
rons  la  suite  de  cette  manière, 

t 

rt,    .     «    .   ,       Cy       CK.y       gy   .     .     ,  y       ri  y       ^y     Jy   ,    ,    .    y        ly 

la  différence 

fera  partie  des  facteurs  (2)  qui  composent  le  produit?; 
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écrivons  ceux  des  autres  facteurs  de  P  où  la  quantité  a 
figure  en  regard  des  facteurs  qui  dépendent  de  6  : 


(a  — û),.  .  .,    (a  — É»), 


Les  facteurs  qui  composent  Tune  quelconque  des  trois 
lignes  dé  ce  tableau  peuvent  être  groupés  deux  à  deux,  de 
manière  que  le  produit  des  différences  d'un  même  groupe 
tel  que 

{a^a)[Z-a)     ou     (g^^){^-g)     ou     (y-a)(y^e), 

ne  change  pas  quand  on  transpose  a  et  ë;  d'ailleurs,  par 
cette  transposition,  6  —  a  se  change  en  a  —  6;  donc 
aussi  P  se  change  en  —  P,  et,  en  conséquence,  le  pro- 
duit P  est  une  fonction  alternée. 

Soit  maintenant  Y  une  fonction  rationnelle  et  alternée 
quelconque  des  quantités  (i)  ;  le  rapport 

V 
P 

I 

I 

ne  changera  par  aucune  transposition  \  donc  ce  rapport 
est  une  fonction  symétrique  S  et,  par  conséquent, 

V=:SP. 

On  a  ainsi  cet  le  proposition  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  alternée 
de  jn  quantités  est  égale  au  produit  d^ une  fonction  sj- 

'.   '           .  j      m  {m  —  i)  j,^,  , 

métrique  et  des  — ^ différences  obtenues  en  com- 
binant deux  à  deux  les  m  quantités  données. 

Si  la  fonction  allcrnée  V  est  entière,  la  fonction  symé- 
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triqae  S  sera  aussi  entière.  En  effet,  V  se  changeant  efi 
—  V  par  la  transposition  des  lettres  a  et  6,  il  est  éyident 
que  Ton  a  V  =  o,  quand  on  pose  &  =  a,  et,  en  consé- 
quence, le  polynôme  V  est  divisible  par  la  différence  b — a 
ou  a —  b,  D^ailleurs,  a  et  b  désignent  deux  quelconques 
des  quantités  données,  et  il  en  résulte  que  Y  est  divisiUe 
par  P. 

237.  D'après  ce  qui  précède,  l'étude  des  fonctions  al- 
ternées est  ramenée  à  celle  de  la  fonction  P. 

Si  Ton  effectue  le  produit  des  différences  {2)  et  qu'on 
opère  la  réduction  des  termes  semblables,  on  aura  la  va- 
leur de  P  sons  la  forme  d*un  polynôme  homogène  do 

,          m(nt  —  i)  .  ,         ,  .,. 

degré par  rapport  aux  quantités  a,  p,....  Lm- 

spection  du  tableau  des  différences  (2)  montre  que,  dans 
la  partie  de  P  multi|>liée  par  /"""S  le  coefficient  de  /•"* 
s'obtient  en  rejetant  la  dernière  ligne  du  tableau  (a)  et 
en  faisacit  le  produit  des  diflérences  restantes  ;  pareille- 
ment, dans  la  partie  de  ce  coefficient  qui  est  multipliée 
par  A'"~',  le  coefficient  de  A"*"'  s'obtient  en  rejetant  les 
deux  dernières  lignes  du  tableau  (2)  et  en  multipliant  les 
autres  différences  ;  eu  continuant  ainsi,  on  reconnaît  que 
la  fonction  P  jen ferme  le  terme 

avec  le  coefficient  -t-i.  Nous  donnerons  à   ce  terme  le 
nom  de  terme  principal. 
Cela  posé,  je  dis  que  Ton  a 

Dans  cette  formule,  le  signe  N  embrasse  les  1.2...  m 
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termes  qu'on  peut  former,  par  les  substitutions,  au  moyen 
du  terme  principal.  Celui-ci  a  le  signe  -V,  et  chacun  des 
termes  qui  suivent  a  le  signe  4-  ou  le  signe  —  suivant 
quMl  se  déduit  du  terme  principal  par  un  nombre  pair  ou 
par  un  nombre  impair  de  transpositions. 
Pour  justifier  notre  assertion,  soit 


.■X  // 


un  terme  quelconque  du  second  membre  de  la  formule 
précédente,  les  opposants  a,  S,  7,...,  ^  étant  les  nombres 
o,  I,  2,...,  (m  —  i)  pris  dans  un  certain  ordre.  La  même 
fonction  renfermera  aussi  le  terme 

qui  se  déduit  du  précédent  par  la  transposition  des  lettres 
a  et  i;  ces  deux  termes  ont  d'ailleurs  des  signes  con- 
traires, car  les  substitutions  au  moyen  desquelles  on  les 
déduit  du  terme  principal,  équivalent  Tune  à  un  nombre 
pair,  Tautre  à  un  nombre  impair  de  transpositions  ;  enfin 
la  somme  des  deux  mêmes  termes  est  divisible  par  b  —  a. 
n  résulte  de  là  que  la  fonction  considérée  est  divisible 
par  le  produit  des  diftérences  (2),  c'est-à-dire  divisible 
par  la  fonction  P;  en  outre  elle  est  du  même  degré  que 
celle-ci  et  elle  n  avec  cette  fonction  un  terme  commun, 
donc  elle  lui  est  égale. 

On  doit  remarquer  qu'au  lieu  d'exécuter  les  substitu* 
lions  sur  les  lettres 

O^        by        Cf    t     »     .   f        n'y        iy 

on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  les  faire  porter  sur  les 
exposants 

o,    I,  2, .  .  .,  [m  —  I). 
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Des  déterminants, 
238.  Considérons  les  m'  quantités 


(>) 


a„j 

*., 

To  9  .   .   .  9 

ATo, 

/., 

f'ij 

*., 

C|  j  .  «  .y 

*i. 

/., 

•  •  • 

•    fi    •    •    •    • 

Cj  j  •  .  .y 

A, 

•   •    ■    a 

^m—l  »    ^'m — t  9    <"»— I  >  •  •  •  >    X*ai_|  y    'm—t  f 


qui  forment  m  lignes  horizontales  comprenant  diacnne 
172  termes,  ou  m  colonnes  verticales  également  composées 
de  m  termes,  et  reprenons  la  fonction  alternée 

des  m  quantités 

tJj    Oy    Cf  •  .  •  y    n'y    /• 

Supposons  que  dans  chacun  des  termes  de  P  on  remplace 
tous  les  exposants  par  des  indices  de  même  valcar,  et 

désignons  par  D  le  résultat  qu'on  obtient  ainsi  ;  on  aura 

■* 

La  rè,£;le  que  nous  avons  donnée  pour  former  les  diffé- 
rents termes  de  P  s'applique  aussi  à  la  fonction  D;  ainsi 
dans  cette  fonction  chaque  terme  a  le  signe  -f-  ou  le 
signe  — ,  suivant  qu'il  faut  un  nombre  pair  ou  un  nombre 
impair  de  transpositions  pour  le  former  au  moyeu  du 
terme  principal 

La  quantité  D  est  une  fonction  des  m'  quantités  (i), 
elle  est  dite  le  déterminant  de  ces  quantités,  et  on  écrit 
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habituellement 

<ïo» 

^, 

^0  >  •  •  •  >          • 0 

(3)               D 

«1, 

•      •     • 

^, 

C|  ,  .  .  .  ,          l\ 

aag 


^m—\  >    ^m— I  >    ^«1— i  >  •  •  •  >    ' 


Les  substitutions  nécessaires  pour  former  les  termes  de  D 
au  moyen  du  terme  principal  peuvent  porter  indifTérem- 
ment,  soit  sur  les  lettres  a,  i, . . . ,  /,  soit  sur  les  indices  o, 
I,...,  (m  —  i),  d'oùTon  peut  conclure  cette  proposition  : 

Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur^  lorsqu'on 
remplace  les  colonnes  verticales  par  les  lignes  horizon- 
taies j  de  manière  que  le  terme  principal  reste  le  même. 

Le  déterminant  D  est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  m  quantités 


a 


0>     "l  J 


>    ^m — I  » 


et  si  l'on  pose 

(4)         D  =  Ao^o  4-  A,  a,  -+-  AjûTa  -+-...-*-  A»-»  a„^ ,  . 

la  formule  (a)  montre  que  Aq  n'est  autre  chose  que  le 
déterminant 


OU 


A.= 


^i  >  ^\y  *  •  '  y  *« 

O7J  Cj  >  •  •  •  j  «t 

^3  >  ^3  >  •  •  •  »  's 

^m— I  >  ^«1 — I  »  •  •  •  ?  •« — • 


dans  lequel  le  terme  principal  est  b^c^, .  •lm-\»  Si  dans  la 

partie  Ao^o  du  déterminant  D  on  transpose  les  indices  o 

et  i^  on  obtiendra  les  termes  en  a^  changés  de  signe,  mais 

L  34 
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les  signes  seront  rétablis  si  roii  fait  ensuite  la  transpo- 
sition des  indices  0  et  m — i  ;  on  a  donc 

^3>         ^sj  •  •  •  )         'a 


A,= 


t'w— H     ^«-.-1»  •  '  •»      '»— I 


6o, 


c 


t>  • 


/. 


et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  facilement  qu'on  obtien- 
dra, quel  que  soit  /x,    ' 


^(5) 


A„=r: 


^/A  +  l»     V-^«'"*'     '/*-^» 


V— 1'  V— ^'"*'  '/*— » 


Il  résulte  de  là  que  sachant  former  le  déterminant  re- 
latif à  (m^— i)'  quantités,,  on  saura  former  également  le 
déterminant  qui  se  rapporte  à  w'  quantités. 

Comme  la  fonction  P  change  de  signe  quand  on  trans- 
pose deux  des  lettres  a,  6,. . .,  ou  deux  des  exposants  o, 
I,  2,. . .,  il  est  évident  que  le  second  membre  de  la  for- 
mule (2)  changera  égaleipent  de  signe  si  l'on  transpose 
soit  deux  lettres,  soit  deux  indices  5  on  a  par  conséquent 
cette  proposition  : 

Un  déterminant  change  de  signe  en  conservant  la 
même  valeur  absolue  quand  on  échange  entre  elles  soit 
deux  lignes  horizontales,  soit  deux  colonnes  ueiticales; 

Et  il  eu  résulte  cette  conséquence  : 

Un  déterminant  s'éifanouit  lorsque  deux  lignes  hori^ 
zontales  ou  deux  colonnes  verticales  sont. composée^  des 


SECTION    II.  —    CHAPITRE    IV.  53 1 

mêmes  termes,  ou  lorsque  les  termes  do  Vune  sont  pro' 
portionnels  aux  termes  de  l'autre. 

Ainsi  la  formule  (4)  donnera 

o  =  At  ^0  •+■  Ai  Ôi  -+- . ,  .  -+-  A««,  ^«,_, , 
O  n=:  AaCo  -n-  Ai  Ci  -4-  .  .  .  -+-  Am_i  C^—i  9 


(6) 


O  —  Ao  «0   -4-  A I  «1   -4-  .  .  .  -+-  Aju— I  /m— I  • 


239.  Remarquons  encore  que  les  fonctions  P  et  D  de- 
viendront identiques  si  l'on  a,  quel  que  soit  fx, 


%="  '  *;. 


d'où  il  résulte  que  la  fonction 

y<(d^a)(d-^b)[d- 


l   —l^ 


c) 


X(/-«)(/-6)(/-.c)...(/->t) 
est  égale  à  l'un  ou  à  l'autre  des  déterminants 


D  = 


a' 


ï,. . . ,        1 

%/    y  »  »  »  y  • 


I,   by  b\...,  ô"^» 

I  y       Cy         C    y  •    •    •    a        t« 

f  /  /»  /•"— » 


D'ailleurs,  si  l'on  pose 

F(«)  =  (a:  —  a)  (x  —  é>)  (x  —  c). .  T(x  —  /), 


on  a 


F  (11)  =  (a  —  é»)  (fl  —  c). . .  (a  -^  /), 

• 

T'(l)={l-a){l-b)...{l-*), 


34. 
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et  on  conclut  de  là 

m  (  w  —  I  ) 


D»=:<— i)      '^      F(«)F(^).,.F(c). 

240.  Résolution  de  m  équations  du  premier  degré 
A  m  inconnues.  —  Les  formules  du  n^  238  donnent  immé- 
diatement la  résolution  d'un  système  d'équations  du  pre- 
mier degré  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues.  Car 
soient  les  m  équations 


entre  les  m  inconnues  x^  y^  z,.  . .,  u.  Conservons  les  no- 
tations du  n^  238,  et  ajoutons  les  équations  proposées, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

"■99     **-l>     **2j  •   •       9     Am — 1> 

on  aura,  par  les  formules  (4)  et  (6)  du  n°  238, 

ÏJX  zzz  Ao  Sq  -\-  A|  Si  -+- .  •  •  -t-  Am—i  ^m — Ij 
OU 

en  désignant  par  X  ce  que  devient  le  déterminant  D  quand 
on  y  remplace  la  lettre  a  par  5,  en  conservant  l'indice. 
Si  donc  on  représente  par 

les  valeurs  que  prend  D,  quand  on  remplace  par  la 
lettre  s  chacune  des  lettres 

successivement,  les  valeurs  des  inconnues  seront  repré- 
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sentées  par  les  expressions  suivantes  : 

X  Y  Z  U 

dans  lesquelles  le  dénominateur  commun  est  précisément 
égal  au  déterminant  D. 

241.  Il  n'entre  pas  dans  nos  vues  de  présenter  une 
étude  complète  des  déterminants,  et,  pour  ce  qui  regarde 
les  détails  de  cette  théorie,  nous  renverrons  le  lecteur  au 
Mémoire  de  Jacobi  publié  dans  le  tome  XXII  du  Jour- 
nal de  Crellcy  Mémoire  dans  lequel  l'illustre  géomètre  a 
présenté  une  exposition  d'ensemble  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer.  Nous  nous  bornerons  ici  à  établir  les  propositions 
.qui  sont  indispensables  pour  l'objet  que  nous  nous  pro- 
.posons. 

Il  convient,  dans,  ce  qui  va  suivre,  de  faire  une  légère 
modification  aux  notations  dont  nous  avons  fait  usage 
jusqu'à  présent.  Au  lieu  d'introduire  plusieurs  lettres 
affectées  d'un  indice,  pour  représenter  les  quantités  don- 
nées, je  n'emploierai  désormais  qu'une  seule  lettre  affectée 
de  deux  indices. 

D'après  cela,  un  système  de  m'  quantités  données  sera 
représenté  par 

ù 

(0 

l'expression  générale  de  ces  quantités  sera  ainsi 

chacun  des  indices  i  et  7  pouvant  prendre  les  m  valeurs, 

1,2,.    .  ,   (ot  — i),   /w, 


^l,a>    ^ï,2j  •  •  •  >    ^in,2ï 


f 
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et  le  déterminant  sera 

(2)  D=2±:fl,., «,,,...  i!i«,ai; 

quant  au  terme  principal  il  sera  toujours 

et  tous  les  autres  s'en  déduiront  en  conservant  la  série 
des  premiers  indices  dans  Tordre  naturel,  et  en  exécutant 
sur  la  série  des  seconds  indices  toutes  les  substitutions 
possibles.  Chacun  de  ces  termes  sera  d'ailleurs  pris  avec 
le  signe  +  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  la  substitu- 
tion qui  Fa  fourni  équivaut  à  un  nombre  pair  ou  à  no 
nombre  impair  de  transpositions. 

Il  est  évident  qu'au  lieu  de  faire  porter  les  substitutions 
sur  les  seconds  indices,  on  peut,  si  on  le  juge  à  propos, 
les  exécuter  sur  les  premiers  indices. 

242.  On  doit  remarquer  que  si  Ton  a 

aij  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  /  inférieures  à  y,  le  délermi- 
nant  (2)  se  réduit  à  son  terme  principal.  En  cflet,  quelles 
que  soient  les  quantités  (1),  on  a  (n^  238) 

l^  =  ^»,i^i^î.a  ^3,3--  ^/n,m-+-«a.i^±^3.5  «4,3-. -  ««.m-i ''i.« 

dans  notre  hypothèse,  les  déterminants  partiels  de  celle 
expression  s'évanouissent  tous  à  Texceplion  du  premier, 
car  chacun  des  termes  dont  ils  sont  formés  renferme  un 
facteur  égal  à  zéro.  On  a  donc 

I>  =  «1,1  2  —  ^'2,2  «3.3  •  •   •    ««../n  ; 
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par  le  même  raisonnement,  on  trouvera 


2 


— !—  ^m — i,in — I  Om,m  -^~  ^m — \,m — I  ^m,in 


et  on  a,  par  conséquent, 

243.  Soient  D  le  déterminant  de  m*  quantités  a,^y  et 
D'  ce  qu'il  devient  quand  on  donne  à  chaque  élément  a/^y 
l'accroissement  «/,,-,  il  est  facile  de  trouver  l'expression 
de  D^  ordonnée  par  rapport  aux  accroissements  a. 

Le  déterminant  D  étant  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  quantités 

si  Ton  donne  à  ces  quantités  les  accroissements  respectifs 

(2)  «1,1  ,     a»,!,  •  •  •  »    «/n,l> 

D  deviendra 

D-f-D,, 

en  désignant  par  Di  ce  que  devient  D  quand  on  y  remplace 
les  quantités  (i)  par  les  quantités  (si). 

Si,  dans  cette  dernière  expression,  on  donne  aux  quan- 

m 

tités 

les  accroissements 

et  que  l'on  désigne  par  Dj  et  D,^,  ce  que  deviennent  I> 
et  D|  par  la  substitution  des  quantités  (4)  aux  quan^ 
lités  (3),  on  obtiendra  pour  résultat 
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en  poursuivant  cette  série  de  substitutions,  on  parviendra 
à  l'expression  de  D'  qui  sera  évidemment 

D'  =r  D  H-  S,  -H  Sa  -H . . .  -f-  S«; 

dans  cette  formule  S    désigne  généralement  la  somme 

,      m  (m  —  î)...fm — f* -+"  0   j  /  •  i»         i. 

des  — ^ déterminants  que  1  on  ob- 

I .2. . .p 

tient,  quand  on  remplace  la  lettre  a  par  a  dans  fx  lignes 
horizontales  du  déterminant  D. 

Nous  pouvons  tirer  de  ce  résultat  une  conséquence  qai 
nous  sera  utile.  Si  les  quantités  ce,^,-  sont  telles  que 

soient  proportionnelles  à  ' 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  fx  et  v^  chacun  des  dé- 
terminants contenus  dans  les  sommes  Ss,  Ss)*-*)  S. 
s'évanouira  ;  car  dans  chacun  d'eux,  deux  lignes  horizoo- 
tales  seront  formées  de  quantités  proportionnelles.  La 
formule  précédente  se  réduira  donc  à 

D'=:D-4-S,, 

ou  à 

D'r=D-l-D,-4-D, -f-.  .  .-I-D;„, 

Di,  Dj,.  . . ,  D,„  étant  les  valeurs  que  prend  D  quand  on 
remplace  a  par  a  dans  chacune  des  lignes  horîzoulales 
successivement. 

244.  Nous  compléterons  ces  notions  sur  les  détermi- 
nants en  démontrant  un  théorème  qu'on  doit  regarder 
comme  fondamental  et  auquel  Binet  et  Cauchy  sont  par- 
venus l'un  et  l'autre,  en  généralisant  des  résultats  obtenus 
précédemment  par  Lagrange  et  par  Gauss. 
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Théorème.  —  Etant  donnés  deux  systèmes  de  inn 
çuantités,  sas^oir  : 


(«) 


{*) 


^i,my    ^a,m>«  •  •  j    ^n,my 


^1,2  >    vj,a,  .  .  -  >    ^i»,ï, 


posons 


et  formons  le  déterminant  de  m*  quantités,  savoir: 


C=: 


^l,»l>    '^Î^JH»  •  •   •  >     ^«, 


m 


Si  m  est  supérieur  à  n,  on  aura 

C  =  o. 

Si  m  est  égal  à  n,  et  que  Von  désigne  par  A  e^  B  les 
déterminants  formés  avec  les  quantités  (a)  et  (b)res' 
pectivementy  on  aura 

C=:AB. 

Enfin  y  si  m  est  inférieur  à  n,  que  Von  désigne  par  A 
le  déterminant  formé  en  prenant  m  colonnes  verticales 
du  tableau  (a),  par  B  le  déterminant  formé  avec  les 
colonnes  correspondantes  du  tableau  (&),  de  manière 
que  B  se  déduise  de  A  par  la  transposition  des  lettres  a 
et  b,  on  au  m 

c  =  2ab, 

le  signe  ^  embrassant  autant  de  produits  AB  que  Von 

peut  former  de  combinaisons  avec  n  choses  prises  m 
à  m. 
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En  effet,  si  l'on  représente,  pour  abréger,  par. .   . 

la  valeur  de  C/^*,  le  terme  principal  du  déterminant  C 
sera 

chacun  des  m  nombres  >.,  fx,  v,. . .  devant  recevoir  les 
valeurs  i,  2,. . .,  n  ;  on  peut  écrire  aussi 

Cela  posé,  pour  avoir  le  déterminant  C,  il  faut  ajouter  à 
ce  terme  principal,  avec  un  signe  convenable,  tous  ceux 
qu'on  en  déduit  quand  on  échange  entre  eux,  de  toutes  les 
manières  possibles,  les  seconds  indices  des  lettres  c,  en 
laissant  invariables  les  premiers  indices.  D'ailleurs,  par 
ces  substitutions,  les  deux  indices  de  chaque  lettre  a 
restent  invariables  dans  l'expression  de  Ci^i ,  et  les  seconds 
indices  des  lettres  b  changent  seuls.  On  a  donc,  par  1« 
formule  précédente, 

ou 

en  posant 

Dans  cette  dernière  formule  les  m  indices  A,  fjt,  v,. . . 
sont  invariables,  et  comme  chacun  d'eux  doit  avoir  l'une 
des  n  valeurs  i,  a, . . . ,  w,  on  voit  que  si  m  est  supérieur 
à  w,  deux  au  moins  des  indices  X,  fJtjV, .  . .  seront  égaux 
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entre  eux  ;  il  y  aura  donc  deux  colonnes  verticales  iden- 
tiques dans  le  déterminant  ifb  et  Ton  aura  'lil  =  o,  d^où 

C==o, 

Si  Ton  a  m  =  n,  le  déterminant  <Ub  sera  encore  nul,  à 
moins  qu'on  ne  prenne  pour  la  suite 

^9     f*J     V,  .  .  . 

celle  des  m  nombres 

dans  ce  cas,  soit  s  le  nombre  des  transpositions  qu'il  faut 
effectuer  dans  cette  dernière  suite  pour  la  faire  coïncider 
avec  la  précédente,  on  aura  évidemment 

et,  par  suite,  ^ 

Or  ij  est  évident  que  la  somme  contenue  dans  le  second 
membre  de  cette  formule  est  égal  au  déterminant  A  des 
quantités  (a)-,  donc 

C  =  AB. 

Supposons  enfin  m<^n]  pour  que  ifc  ne  soit  pas  nul, 
il  faut,  comme  précédemment,  que  deux  quelconques  des 
indices X,  fx,  v,...  soient  inégaux.  Quand  il  en  est  ainsi, 
Ub  coïncide  au  signe  près  avec  le  déterminant  B  formé  en 
prenant  m  colonnes  verticales  du  tableau  (b)  5  alors  si  s 
désigne  le  nombre  des  transpositions  qu'il  faut  faire  subir 
aux  premiers  indices  du  terme  principal  de  B  pour  obte- 
nir la  suite  X^  p,  v,..,,  on  aura 

puis 
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Si  Ton  se  borne  à  donner  aux  indices  A,  fx,  v,.,.  les 
valeurs  qu^on  leur  a  assignées  pour  former  6,  le  second 
membre  de  la  formule  précédente  se  réduira  à 

c'est-à-dire  à 

AB. 

On  a  donc 

c  =  2ab, 

le  signe  2  embrassant  tous  les  produits  AB  qui  répon- 
dent aux  — LLUi L  systèmes  de  valeurs  que 

I  .  2 ...  m  •'  ^ 

Ton  peut  attribuer  aux  indices  ^,  |x,  v, . . . 

Remarque.  Si,  au  lieu  de  définir  les  quantités  c,,i 
comme  nous  Tavons  fait,  on  pose 

le  déterminant  des  n*  quantités  c,-,*  est  égal  à  zéro  quand 
m  est  inférieur  a  n.  Lorsqu'on  a  m  =  /z,  ce  déterminant 
est  égal  au  produit  des  déterminants  formés,  Tun  avec  les 
quantités  a,  l'autre  avec  les  quantités  b.  Enfin,  lorsque 
m  est  ]>  /2,  le  déterminant  des  quantités  C/^^  est  égal  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  déterminant 
formé  avec  n  lignes  horizontales  quelconques  du  tableau 
(a)  par  celui  qui  est  composé  des  lignes  correspondantes 
du  tableau  {b). 

Effectivement,  on  fera  rentrer  cet  énoncé  dans  celui  du 
théorème  que  nous  venons  d'établir,  si  l'on  dispose  les 
tableaux  (a)  et  [b)  de  manière  que  les  lignes  horizon- 
tales deviennent  les  colonnes  verticales,  et  qu'on  change 
les  lettres  m  et  n  l'une  dans  l'autre. 

Corollaire.  —  Soient  mn  quantités  a,-^jt,  Vindice  i 
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"variant  de  i  à  n  et  r indice  k  de  i  à  m.  Si  Von  a 
m  <^ou:=  n  et  que  Von  fasse 

le  déterminant  des  quantités  c  sera  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  tous  les  déterminants  que  Von  peut  former 
auec  m'  quantités  a  composant  m  colonnes  verticales  du 
tableau  formé  as^ec  les  quantités  a,  cest-à-dire  que  Von 
aura 


^  ±  C|,l  Cî,,  .  .  .  Cm,m  =  ^   (  ^  ±  «r',l  «r'/,«  •  •  •  ^r^^\ 


m  )    9 


le  signe  S  se  rappoî'tant  à  toutes  les  combinaisons  r ,    * 
r",,..,  r^"*^  des  nombres  i,  2,..,,  w,  pris  m  à  m. 

Pour  démontrer  ce  corollaire,  il  suffit  de  remarquer  que 
les  déterminants  représentés  par  A  et  6  dans  le  théorème 
précédent  deviennent  ici  égauji  entre  eux. 

245.  I^e  théorème  que  nous  venons  d*élablir  conduit  à 
de  nombreuses  conséquences  dont  on  verra  le  développe- 
ment dans  ce  qui  va  suivre.  Mais  nous  ne  pouvons  nous 
dispenser  ici  de  remarquer  qu*on  en  déduit  immédiate- 
ment ce  théorème  d'Euler. 

Théorème.  —  Le  produit  de  deux  sommes  de  quatre 
carrés  est  lui-même  la  somme  de  quatre  carrés. 

On  a,  en  effet,  d'après  le  théorème  du  n**  244, 

(«1,1  ûa,a  —  «i,î  «î,i  )  (^1,1  ^2,2  —  bx,2  ^2,1  ) 
=  («1.1  b\,i  -+-  ^2,1  ^2,1)  («1.2  ^1,2  -+-  «2,2  ^2,2) 

(«1,1  bx,2  -f-  a2,i  ^2.2)  («1.2  ^1,1   -+-,  «2,2  ^2.1  ). 

Cette  égalité  ayant  lieu  identiquement,  soient 

a^  hf  Cf  dy 
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huit  quantités  quelconques,  et  posons 

rt,,,  =  -h  rt  -+-  ^  V^^  ,      ^î,,  rrr  -f-  /^  H-  7  y'—  I  , 
flj.7=  -4-fl—  bsl—l,      hj,^  =  -\-p  ^q^r^x^ 


notre  idenlîlc  deviendra 

(  «'  -4-  b^  -+-  c'  H-  //*)  (/?*  -+-  ^'  -H  r*  -+-  J*) 
=  ((fl/?  —  bq  -h  cr  —  dsy  -+-  {aq  -\-  bp  —  es  —  dr)* 
-+-  («;•  —  ^.ç  —  cj)  -h  <f7)*  -4-  [as  -h  br  -\-  cq  -+-  dpY^ 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Il  convient  de  remarquer  que  Tégalité  précédente  peut 
être  écrite  de  plusieurs  manières  différeutes,  car  <m  aie 
(Iroit  de  changer  le  signe  de  Tune  quelconque  des  huit 
quantités  «,  fe,  c,  ^/,  p,  ^,  r,  5. 

Des  fonctions  entières  et  homogènes  du  deuxième 

degré, 

246.  Nous  avons  fait  connaître  au  n°  192  une  pro- 
priété importante  des  fonctions  homogènes  du  deuxième 
degré;  cette  propriété  et  les  notions  que  nous  venons  de 
présenter  forment  la  base  sur  laquelle  repose  Tanalyse 
que  nous  nous  proposons  de  développer  ici.  On  recon- 
naîtra toute  Timportance  de  cette  analyse,  en  étudiant  les 
conséquences  que  Ton  en  tire  pour  la  théorie  des  équa- 
tions. 

Soit/  une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième 
degré  des  m  variables 

Nous  représenterons  indifféremment  par  2a,-^y  ou  aûy^j-  le 
coefficient  du  produit  des  deux  variables  distinctes  jt/,  x,; 
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quant  au  coefficient  du  carré  de  Tune  des  variables  x,, 
nous  le  désignerons  par  a;^,-.  D'après  cette  notation,  l'ex- 
pression de  y  sera 

i=zm   j=m 
1  =  1     ;  =  i 

avec  la  condition 

Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  variables,  on  aura 

i  =  2  7  =  3 

■  I 

Désignons  par 

w  nouvelles  variables,  et  posons 

Xi  =  ai,i  Xt  -h  aj,!  Xj  -f- .  . .  -+-  ani,i  Xm, 
/    V  .  J?j  =  ai, j  Xi  -f-  a2,2  Xj  -f-  .  .  .  H-  a^j^a  Xm, 

"^ 

\    *^m  —  *i,mX|  -f-  a2,<n  X2  +...-+-  ag,,i)|X/n, 

les  quantités  a/,,-  étant  des  constantes  arbitraires.  Si  Ton 
substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  (i)  de  y,  celle-ci 
se  changera  en  une  fonction  F  des  nouvelles  variables, 
qu'on  peut  représenter  par  la  formule 

I  =  m   y  =  m 

1=1   /=. 

les  coefficients  A/^/  sont  des  fonctions  entières  des  coeffi- 
cients «/,/  de /et  des  coefficients  «;,y-,  on  a,  en  outre, 


544  COURS  d'algèbre  supÉniEunE. 

Le  déterminant 

Ûtl,l  9     Ûtjj  9  •  •  •  ,     «m,! 


Ûf|,«)      0^2, W>  •  •   •»     ÛtjUjBl 


sera  dit  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire  (a). 
SI  ce  déterminant  n'est  pas  nul,  on  pourra  résoudre  les 
équations  (a)  par  rapport  aux  variables  X  qui  seront  ainsi 
des  fonctions  linéaires  des  variables  x.  Alors  chacune  des 
formules  (i)  et  (3)  pourra  se  déduire  de  l'autre  par  le 
moyen  d'une  substitution  linéaire. 

m 

247.  Nous  avons  démontré  au  n°  192  que  la  fonction/ 
peut  être  exprimée  par  une  somme  de  carrés  de  fonctions 
linéaires,  et  que,  dans  le  cas  général,  le  nombre  de  ces 
carrés  est  égal  au  nombre  m  des  variables.  Cette  décom- 
position de  la  fonction  f  en  carrés  peut  se  faire  de  plu- 
sieurs manières  différentes  ;  cela  résulte  évidemment  du 
procédé  dont  nous  avons  fait  usage  pour  TefTectuer,  et 
on  le  reconnaît  immédiatement  aussi,  quand  on  emploie, 
pour  le  même  objet,  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. Eflectivement,  si  Ton  pose 

que  Ton  elTectue  les  opérations  indiquées  dans  le  second 
membre,  et  qu'on  égale  entre  eux  de  part  et  d'autre  les 
coefficients  des  termes  semblables,  on  formera  seulement 

— ^ équations  de  condition,  tandis  que  le  nombre 

des  indéterminées  A;^^^  est  égal  à  m*. 

Considérons  l'un  quelconque,  des  systèmes  de  valeurs 
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des  îndélermîiiëes  Aj^^^  telles,  que  Téqualion  (i)  ait  Heu 
identiquement.  Posons 


(2) 


on  aura 


('  X.|  —  A|,i  Ti  -f-  Aj,i  -ï^a  -f-  .  .  .  -I-  Afl|,|  JTm) 
Xj  ^^^  A|,i  J^i  -f-  A 2,2  J?2  -f-  .  •  .  -f-  Afl|,2  '^my 
•  •••■•.•>•••■••••••• •■•••9 

X-aim:  Ai^jN.ri  -4-  A2,aiJ'2  -f- .  .  .  +  A.m,m^m\ 


Si  le  déterminant 


D  = 


A|,i ,    Aj,!  9 ...  y    A|||,| 
A|,2>    Aa.jj.     •>    Afli,2 

Ai,/ii>   Aj^jii).     .y   Am^m 


n^est  pas  nul,  on  pourra  tirer  des  équations  (2)  des  va- 
leurs déterminées  des  variables  j:,  savoir  : 


(3) 


•*^i  =  «1,1  X|  -4-  a.,,i  Xj  -f- .  .  .  -4-  a«,i  X«, 
J?2  =  ai, 2  X|  +  «2,2  Xj  -f-  •     .  +  ««1,2  Xai, 


Cl 


•ï^« «UJwXi  -4-  Cti.m'^i  -4-  .  .  .  +  «j|i«aiX«y 

et)  en  conséquence,  la  réduction  de  la  fonction  f  k  une 
somme  de  carrés  pourra  être  réalisée  par  le  moyen  de  la 
substitution  linéaire  (3);  il  importe  d*examiner  ce  cas 
avec  attention. 

La  dérivée  -7-  de  la  fonction 
dxk 

par  rapport  h  x^  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  ses 

termes  ;  or  la  dérivée  de  a,,,-  jr,  Xj  par  rapport  à  Xi  est  nulle 

k  moins  que  l'on  n'ait  i=  h  ou  /  =  Ar-,  dans  le  premier 

I.  35 
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cas,  la  dérivée  est  ffi,jJCjy  elle  est  Oi^k^i  dans  le  second 
cas;  enfin,  sî  iz=j  =  k^  cette  dérivée  est  aa^^iX^  ou 
^*,i-^*  -H-  «*,ji  J^i,  d'où  il  suit  que  l'on  a 


1=  m 


<^)  ^^ =2  "'••*''■• 


1=1 


Si  Ton  multiplie  par  !iXi  cette  équation  (4)9  qu^on  donne 
ensuite  à  A*  les  valeurs  i,  2,. . .,  m,  et  qu'on  ajoute  tons 
les  résultats,  on  obtiendra  la  formule 

qui  exprime,  dans  un  cas  particulier,  une  propriété  des 
fonctions  homogènes. 

Comme  on  a  aussi,  par  hypothèse, 

il  viendra,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par 
rapport  à  Xi  et  divisant  par  2, 


,=:m 


2  dxk 


(^)  ^k  =  2^A,,„(A.,;.-.+---+A„,.^.,). 


La  comparaison  des  formules  (4)  et  (6)  donne 
c'est-à-dire 
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pour  tontes  les  valeurs  des  indices  i  et  h.  Si  donc  on  pose 


(7)  A  = 


on  aura  (  n^  244,  Remarque) 

(8)  A  =  D^ 

Il  résulte  de  là^ue  le  déterminant  de  la  substitution  (2) 
ne  peut  être  nul  que  dans  le  cas  où  Ton  a  û  =  o. 

Ce  déterminant  û,  formé  avec  les  coefficients  des  fonc- 
tions linéaires 

i   Hf       i   df  I    /// 


2  dx.        2  dxt  2  cLt^ 


m 


joue  un  rôle  considérable  dans  la  théorie  qui  nous  occupe. 
M.  Sylvester  lui  a  donné  le  nom  Sinyarianl  qui  est 
adopté  aujourd'hui  par  les  géomètres. 

D*après  cela,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  sui-' 

vante  : 

»       ■     .  . 

Si  V invariant  (V une  fonction  homogène  du  deuxième 
degré  n'est  pas  nul,  toute  réduction  de  la  fonction  à 
une  somme  de  carrés  pourra  être  obtenue  par  le  moyen 
d'une  substitution  linéaire. 

'248.  La  dénomination  d^învarîant»  donnée  au  dcler- 
minant  A,  se  trouve  justifiée  par  la  proposition  sTùivante  : 

Théorehb.  —  Lorsque,  dans  une  fonction,  entière  et, 

homogène  du  deuxième  degré,  on  substitue  aux  m  va- 

nobles  des  fonctions  linéaires  de  m  nouvelles  variables,' 

r invariant  de  la  transformée  est  égal  à  rinvariant  de 

la  proposée,  multiplié  par  U  carré  du  délermin^iM  d^i^\ 

*  35.     * 
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substitution.  En  sorte  que  si  ce  dernier  déterminant  JBtt 
égal  à  i,  r  invariant  nest  pas  altéré  par  la  substitution. 

En  effet,  la  fonction  proposée  y  pouvant,  dans  tous  les 
cas,  être  rédidte  à  une  somme  de  carrés,  posons 

et  considérons  la  substitution  définie  par  la  formule 

où  jx  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  i,  2, . .  • ,  m.  Si  Tcm 
exécute  cette  substitution,  f  se  changera  en  une  fonc- 
tion F,  telle  que 

(3)  F  ^2  (C.,*X|  +  C,»X,  +. . . -+-  C^.*X„)% 

et  on  aura  évidemment 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  X:,  ce  qui  montre  que  le 
déterminant  des  quantités  Q^jt  est  égal  au  déterminant 
des.C/^it  multiplié  par  celui  des  a/^j^.  Mais  si  Ton  nomme  û 
Tinvpriant  de  y*,  ùl  celui  de  F,  et  D  le  déterminant  de  la 
substitution  (2),  les  déterminants  des  quantités  Qi^i^  Ci^k  se- 
ront respectivement  égaux  (n^  247)  à  ^ù!,  ^3  donc  on  a 
V^Sf=V2;.D'où 

A'r=:AD», 

céqtti  démontre  la  proposition  énoncée. 
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De  la  fonction  adjointe. 

249.  C'est  ici  l'occasion  de  présenter  la  notion  de  la 
fonction  adjointe  que  Gauss  a  le  premier  introduite  dans 
l'analyse. 

Reprenons  la  fonction  homogène  du  deuxième  degré 

i=.m     j  =^  m 

OÙ  l'on  suppose 
Pos  ons 


ou 


(4) 


^1,  I  "^1    ~^"  ^ï,  I  «^îj   -f-  .    .    .  -f-   û/ii,  I  Xgf   X|  y 

<*i,  «  *i  "4~  ^2, 2  -ï^a  "♦"  •  •  •  ■+"  ^m,  2  *«  =^^  Xj  9 
., 

\  û,,„x,  +  tfï,,„j?2 -f-,  .  .-4- û^^^x„  =  X 


«9 


et  rappelons  que  l'on  a 


I  =m 


(5)  /=X,  x,  +X,jra  -f-.  .  .  H-  X«  x,„  =r  ^  X,3r,-. 


1  =  1 


Nous  nous  proposons  de  résoudre  les  équations  (3) 
on  (4)  par  rapport  aux  variables  x  et  de  trouver  la  fonc- 
tion F  dans  laquelle  se  change  y*,  lorsqu'on  y  remplace  les 
variables  x  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  nouvelles 
variables  X. 

Si  l'on  résout  les  équations  (4)  par  rapport  aux  va- 
riables 07,  le  dénominateur  commun  des  expressions  que 
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l'on  obtiendra  sera  précisément  riuvariant  A  de  la  fonc- 
tion/l  Mais  je  supposerai  que  Ton  calcule  A  sans  faire 
les  réductions  auxquelles  donnent  lieu  les  équations  de 
condition  exprimées  par  la  formule  (2),  et  que  Toii  opère 
comme  si  les  coefficients  af^j  étalent  des  indéterminées 
n*ayant  entre  elles  aucune  dépendance.  On  aura  alors, 
pour  Tinconnue  X/,  la  valeur  suivante  : 

OU 

/  =  » 

on  représentant  par 

la  dérivée  partielle  de  A  prise,  par  rapport  à  a,-,/,  dans 
rhypo thèse  où  les  quantités  a  sont  indépendantes. 

La  fonction  chercliée  F  est  égale  à  la  valeur  que  prend 
le  second  membre  de  la  formule  (5)  quand  on  substitue 
aux  variables  x  les  valeurs  tirées  de  la  formule  (6)  ;  on  a 
donc 

Il  est  permis,  à  cause  des  relations  (2),  de  transposer  les 
deux  indices  de  chaque  lettre  a  dans  les  équations  (4)9  et, 
en  faisant  cette  transposition,  on  aura,  au  lieu  de  la  for- 
mule (6), 

;  =  i 
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La  comparaison  de  cette   valeur  de  Xi  avec  celle  déjà 
trouvée  montre  que  Ton  a 

«n  vertu  des  relations  (6)  •,  alors  la  formule  (7)  donne 


=  m 


1  ^P  _1  V  l—\li 

2  dyîi       A    Zé   \eiaj,i)     ^'' 

/  =  > 

€t,  en  conséquence,  les  formules  (6)  se  réduisent  à 

Désignons  maintenant  par  —, —  la  dérivée  de  ù  prise 

par  rapport  à  a  1^1  en  ayant  égard  aux  relations  (2).  On 
aura,  à  cause  de  la  formule  (8),  si  2  et  j  sont  inégaux, 

iioij        \dai,jl         \daj,ij  \daj,i 

.<;t,  sî  /  =  I, 

r/A  /  d\ 


dai,i        \daij/  ' 

la  formule  (7)  peut  alors  être  écrite  de  la  manière  sui- 
vante : 

• •     _    • 


1=1     ;  =  i 


OU 


<••) 


„         d^       j  r/A       2  r/A        ï 

AF  =  -— -  X  -f-  -r —  X'  -♦-...  + X' 

É?A  r/A  r/A 

X|  XjH       7-—  X|  X3+..    + ; Xm^i  Xjd» 


m 
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Le  produit  AF  de  la  fonetion  F  par  rinvariant  A  est 
ce  que  Gauss  a  nommé  la  fonction  adjointe  de  la  fono- 
tion  f. 

Soit  A'  Tinvariant  de  F  ;  comme  la  fonction  y  se  déduit 
de  F,  en  exécutant  dans  celle-ci  la  substitution  (3),  dont 
le  déterminant  est  A»  on  a  (n^248)  A  =  A'A*,  et,  par 
conséquent, 

il  résulte  de  là  que  Tinvariant  de  la  fonction  adjointe  AF 
est  égal  à  A"»""*. 

250.  Pour  trouver  la  fonction  F,  on  peut  suivre  une 
autre  marche  que  nous  devons  indiquer,  parce  qu'elle 
nous  conduira  à  une  conséquence  importante.  Il  est  évi- 
dent qu'on  atteindra  le  but  proposé,  en  éliminant  les  m 
variables  x  entre  les  m  équations  (4))  savoir  : 

et  Téquation 

(12)         F  =  X,.r,  H-Xj.ra-h.  .  ..H-  Xm-^m  =  yi  X/  Tj. 


1  =  I 


Pour  faire  celte  élimination,  multiplions  les  équa- 
tions (4)  par  r équation  (12),  nous  obtiendrons  m  équa- 
tions qui  se  déduiront  de  la  suivante  : 


i  =  m 


(i3)  2(F^7,,y-X,X,)-r,=  o 


1  =  1 


en  donnant  à  j  les  valeurs  i,  2,. . .,  m.  Les  m  équa* 
tions  (i3)  sont  homogènes  par  rapport  aux  variables  Xf 
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donc,  pour  éliminer  ces  variables,  il  suffit  d'égaler  à  zéro 
le  déterminant  des  m*  quantités 

(l4)  F«/,y X/Xy. 

Ce  déterminant  peut  se  conclure  très-facilement  de  celui 
des  quantités  Fa,-,/,  lequel  est  égal  à  F'^A.  En  effet,  l'in- 
dice /  étant  le  même  pour  tous  les  termes  d'une  même 

ligne  horizontale,  il  est  évident  que  deux  lignes  quel- 
conques du  déterminant  Xf  Xy  sont  formées  de  quantités 
proportionnelles  ;  dès  lors,  d*après  ce  qui  a  été  établi  au 
n^243,  le  déterminant  des  quantités  (i4)  s'obtiendra  en 
retranchant  du  déterminant  des  quantités  F^Z/^^  chacun 
de  ceux  qu'on  en  déduit  quand  on  y  remplace  successi- 
vement chaque  ligne  horizontale  par  la  ligne  horizontale 
correspondante  du  déterminant  des  quantités  X/ X,-.  Or, 
en  conservant  les  notations  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage,  on  a 

et  si  Ton  remplace 

par 

on  obtiendra  pour  résultat 

donc,  pour  avoir  le  déterminant  des  quantités  (i4))  il 
suffit  de  faire  la  somme  des  valeurs  que  prend  Texpres- 
sion  (i5)  quand  on  donne  à  j  les  valeurs  i ,  2, . . . ,  m,  et 
de  retrancher  ensuite  cette  somme  de  F'"  A.  Si  enfin  on 
égale  à  zéro  la  différence  obtenue  et  qu'on  supprime  le 
facteur  F'^'^S  on  aura  une  équation  qui  donnera  précisé- 


^««,y, 


Omj  ; 


S54  COURS    D^ALGi^BRE    StTPÉRlEUBE. 

ment  pour  F  la  valeur  (7)  trouvée  plus  haut  et  de  laquelle 
nous  avons  conclu  Texpression  définitive  (10). 

25J.  Voici  maintenant  la  conséquence  que  Ton  tire 
de  la  méthode  précédente.  Si  Ton  pose 

<F  =  F/—  (X, X,  -4-  X2  jTj  -4- . .  .  -f-  X«x«)», 
les  équations  (i3)  seront  évidemment 

2  dxi  '       2  €iXi  »  ;  •  •  »      2  dxm  * 

d'où  il  résulte  que  le  déterminant  des  quantités  (i4)  D*est 
autre  chose  que  T  invariant  CD  de  f  considérée  comme 
fonction  des  variables  Xj,  Xs,. . .,  x^.  Cela  étant,  consi- 
dérons la  substitution  quelconque 

l   x,  1=  a,,,x^^"^  H-  a,,,ar^/^  H- . .  .  4-  ctm,iJ^m\ 

1  («)    .  ^0)    .  ,  (•) 

(16)  1^2  =  OLt,2x\     -f-aj,,^,     -h.  .  .4- a,,aJ',„  , 

•• ...•.• •••••      m     y 

dont  nous  désignerons  le  déterminant  par  5.  Par  cette 
substitution,  fse  changera  en  une  fonction y*^®^  que  nous 
représenterons  paj* 

iz=:  m    j  =  m 

('7)       /"^i:  2<'^;"'v"' 

1=1  7  =  1 

et  si  l'on  pose,  en  outre, 

X,     :=  a,, ,  Xi  H- ai^aXj  -h  .  .  . -4- of,,a,  X», 

(18)            1^2    =  «a,  I  X,  -f- aj^jX,  -4-.  .  .-f- aa,«X«, 
y 

Xm    1:=^  «m,!  X I  -f-  aoi,2  Xa  -4-  .  .  .  -f-  Xai^hi  X«  , 
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là  fonction  y  se  changera  en  une  fonction  ç^*^  ayant  pour 
valeur 

et  dont  rinvariant  sera  égal  à  CD  5*.  L'équation 

(D  =  o, 

qui  peut  servir  pour  calculer  F,  s'obtiendra  donc  euséga- 
lant  à  zéro  l'invariant  de  cj>  ou  de  ç^®^  à  volonté. 

En  employant  successivement  ces  deuTt  invariants,  on 
conclura  deux  valeurs  de  F  qui  devront  être  identiques, 
et  il  en  résulte  ce  théorème  : 

La  fonction  F  reste  invariable,  quand  on  y  remplace 
les  coefficients  ai^j  par  a^^U  poiuvu  qu'au  lieu  des  varia' 
blés  X    on  mette  en  même  temps 

Supposons  que  la  substitution  (16)  soit  choisie  de  ma- 
nière à  réduire  f  à  une  somme  de  carrés*,  l'équation  (17) 
prendra  la  forme 


m 


il  est  évident  que  l'invariant  de  f^^^  est  égal  au  produit 
£j  e, . . .  e,„  et  on  a  (n**  247  ) 

ce  qui  montre  que,  si  l'invariant  û  est  différent  de  zéro 
ainsi  que  le  déterminant  de  la  substitution  (16),  aucune 
•des  quantités  e  ne  pourra  être  nulle.  On  tire  de  l'équa- 
tion (19) 

•^1      —  r TÔT  —  *>  •'^i     '  '  •  •  »       ^u.     —  ""  ■: — TÏÏT  —  ^w  •^«    » 
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et  en  substituant,  dans  la  même  équation  (19))  les  valeurs 
de  x\^^  9  x\^  5  •  •  •  9  tirées  de  ces  formules,  il  vient 

Cela  étant,  pour  avoir  la  fonction  F,  il  suffit,  d'après 
ce  qui  précède,  de  substituer  à  X|*^  ?  X^'^  >  •  •  •  »  dans  la  for- 
mule précédente,  les  valeurs  tirées  des  équations  (18). 
On  aura  donc,  en  se  servant  de  la  formule  (20)  et  en  cou- 
servant  les  variables  X^^^^  qui  sont  des  fonctions  linéaires 
des  variables  X, 

Supposons  maintenant  que  Fi nva riant  A  soit  nul; 
d'après  la  formule  (20),  Tune  au  moins  des  quantités  e 
sera  nulle,  et  par  conséquent  tous  les  termes  du  second 
membre  de  la  formule  (21)  disparaîtront  à  rexception 
d'un  seul.  On  peut  conclure  de  là  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Si  IHnuariant  A  d*une  fonction  Jio^ 
mogène  du  deuxième  degré  est  nul,  la  fonction  ad- 
jointe A  F  est  un  carré  parfait, 

252.  Exemples.  —  Considérons  en  premier  lieu  la 
fonction  homogène 

/=  Aa:»-h  2Bj:/ -f- C^' 

des  deux  variables  x  et  y.  On  aura 

^  df  «         -^ 

2  «.r 

2  <ty 
et 
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l*inYariant  A  a  ici  pour  valeur 


557 


A  =z  AC  —  B», 


et  on  a 


ex  — BY 


X 


'    y  = 


AY  — BX 


en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  Ae  f^  on  ob- 
tient la  fonction  adjointe  ÛF,  savoir  : 

AF  =  ex»  —  aBXY -4- AY». 

On  vérifie  immédiatement,  dans  ce  cas  simple,  la  propo- 
sition démontrée  à  la  fin  du  numéro  précédent,  car  si 
A  =  o,  la  fonction  proposée /^et  la  fonction  adjointe  AF 
sont  évidemment  des  carrés  parfaits.  ' 

Considérons  en  deuxième  lieu  la  fonction  homogène 

/  =  A x»  +  A'j»  -f-  k"z^  -4-  2  hyz  -h  2 h'xz  -f-  2  Wxy 
des  trois  variables  x^  j^  z.  On  a  ici 


2  de 


=  Ax  -f-B^  +  B'z  =X, 


2  (ijr 

Idf 
2  dz 


--f  =B"x-f-A'r-f-B«  =Y, 


^^  zr:B'ar-f-B^-f-A'=^z==Z, 


et 


/  =  Xx-4-Yj-hZ«. 


L'invariant  A  a  pour  valeur 


A  = 


A,     B",  B', 

B",    A',  B, 
B',    B,    A", 


OU 


A—  AA'A''  4-  aBB'B''  —  AB*  —  A'B'»—  A'^B*», 
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et  on  a 

j:  =  i[(A'A''  — B')K-f-(BB'  — A"B")Y  +  (BB"-^A'B')Z], 

j  =  1  [(BB'  —  AB")X-4-( AA"  —  B'')Y  -f-  (B'B"  —  AB)Z], 

zi=  i[(BB"  —  A'B')X-4-(B'B"  —  AB)Y-4-  (AA'  —  B^^^jZ].. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  rexpression  de/ 
donne  la  fonction  adjointe  A  F,  savoir: 

AF=:  (A'A"  -^  B>)X»  -+-  (AA'^  —  B'»)Y'  4-  (AA'  —  B'»)2» 
^  2(B'B^  —  AB)  YZ  +  a(BB"-.  A'B'}XZ 
-+-2(BB'— A"B'')XY. 

Posons 

A' A"  -i  B^  =  a ,      AA"  —  B''  =  ol\     AA'  —  B"»  =  a% 

on  aura 

(B'B"— AB)'     :==a'a'  — AA, 

(BB"  —  A'B')'  =^0^"    —  A'A, 
(BB'   —  A"B")=»=aa'     —  A^'A, 

et,  quand  Tinvariant  A  est  nul,  ces  formules  se  réduisent  à 

B'B"— AB     z=v/â'v/^', 
BB"  —A'B'=\'l\Q', 

BB'     —  A"B"rizv/av/â'; 

donc,  la  fonction  adjointe  AF  se  réduit,  dans  la  même 
hypothèse,  au  carré  de  la  fonction  linéaire 

Xv/â-f-Y^I'-f-Zy/^'.  ' 

liemarque  sur  la  réduction  à  une  somme  de  carrés, 

253.  Nous  terminerons  ces   considérations  générales, 
par  une  remarque^importante  relative  à  la  réduction  d'une 
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fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  degré  à  une 
somme  de  carrés. 
Soit 

une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  degré  des 
m  variables 

dans  laquelle  les  coefficients  ont  des  valeurs  indétermi- 
nées. En  appliquant  ici  le  procédé  indiqué  au  n"  192,  on 
pourra  exprimer  la  fonction  f  par  une  somme  de  carrés, 
de  la  manière  suivante  : 


~T~  Si»— I  (•''/ii-i  H"  Ot*K,m— I  •ï'/ii) 

en  sorte  que  la  fonction 

F=rf.x;-+-2,x5-f-...-+-i«x,^ 

se  changera  en  /,  par  la  substitution 

Al  i:^  J7i  -|-  Xt^i  X-i  -J— .  .  .  -f-  Ot/n,!  •''«I  y 
X-i  ::==  Xj  -4-  «3,}  J^s  -+-  .  .  .  +  0^/11,5  ^'m  » 


dont  le  déterminant  est  égal  à  i.  Les  fonctions  F  et^ont 
dès  lors  le  même  invariant  \  or  Tinvariant  de  F  est  évi- 
demment Si  Cl . . .  e„.  :  si  donc  ou  désigne  par  ^^  celui 
de  X  ^^  ^^^^ 

Si  Ton  pose 

Xpn  ^^^    O  j  •'"/II— I   ■ O  I   .    .    .    ,  -S^M^I^.!  ^^^   O-^ 
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f  se  réduira  à  une  fonction  des  m^^i  variables* 

et  nous  désignerons  par  A,„_/  l'invariant  de  cette  fonc- 
tion. Il  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  Ton  aura 

nous    admettrons    que    cette    formule    subsiste    pour 
l  =  m  —  I,,  ce  qui  revient  à  poser 

A,  =  8,  . 

On  aura,  d'après  cela, 

ài  =  f,e,, 

^3^=8,8,83, 


d'où  Ton  tire 


> 


.  ai  A3  Am 


A,  Aa  Afl,., 

il  résulte  de  là  que  la  fonction  f'  peut  être  représentée 
par  la  formule 

Xi ,  X2 , . .  . ,  Xm  étant  des  fonctions  linéaires  des  varia- 
bles Ti ,  JCj , . . . ,  x,,^,  M.  Hermite  a  tiré  de  cette  formule, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  des  conséquences  de  la  plus 
haute  importance. 

Nous  avons  supposé  que  les  coefficients  de  la  fonction  / 
étaient  des  constantes  indéterminées,  mais  il  est  évident 
que  tous  les  résultats  qui  précèdent  subsisteront  quand 
on  donnera  à  ces  coefficients  des  valeurs  particulières 
quelconques,  pourvu  cependant  qu^aucun  des  invariants 

A,,    A,,  .  .  .  ,    Afl, 

ne  se  réduise  à  zéro. 
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Théorème  relatif  aux  fonctions  entières  et  homogènes 
du  deuxième  degré  à  coefficients  réels. 

254.  Dans  l-ëtude  que  nous  venons  de  faire,  nous  n'a- 
vons fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  des  coefficients 
des  fonctions  que  nous  avons  considérées.  Nous  suppose* 
rons  ici  que  ces  coefficients  soient  des  quantités  réelles; 
alors,  en  appliquant  le  procédé  du  n^  192' à  une  fonction 
entière  et  homogène  du  deuxième  degré,  f  pour  la  ré- 
duire à  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires,  il 
pourra  arriver  que  quelques-unes  de  celles-ci  contiennent 

Je  facteur  ^ —  i .  En  d'autres  termes,  la  fonction  f  sera 
exprimée  par  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires 
réelles,  multipliés  par  certains  coefficients  positifs  ou 
négatifs. 

On  peut  dire,  avec  M.  Hermite,  que  deux  fonctions 
entières  et  homogènes  du  deuxième  degré  sont  de  même 
espèce,  lorsque,  ces  fonctions  étant  exprimées  par  des 
sommes  de  carrés,  le  nombre  de  ces  carrés  dont  le  coeffi- 
cient a  un  signe  donné  est  le  même  dans  Tune  et  dans 
Tautre  fonction. 

Cela  posé,  nous  présenterons  ici  une  propqsition 
fort  importante,  avec  la  démonstration  qu^en  a  donnée 
M.  Hermite. 

Théorème.  —  De  quelque  manière  quon  transforme 
un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  à  coefficients 
réels  et  dont  Vin\fariant  nest  pas  nul,  en  une  somme 
de  carrés  de  fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant 
affectés  de  coefficients  numériques  également  réels,  le 
nombre  de  ces  coefficients  qui  auront  un  signe  donné 
sera  toujours  le  même. 

Soit 
I.  36 
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une  fonction  entière  et  homogène  du  deuxième  d^ré  des 
m  variables 

et  dont  rinvariant  A  ne  soit  pas  nul.  Dans  cette  hypo- 
thèse, toute  réduction  defk  une  somme  de  carrés  pourra, 
comme  on  sait,  être  réalisée  par  le  moyen  d^une  substita* 
tion  linéaire  et  réelle  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul. 
Supposons  donc  que  par  la  substitution  réelle 

(0  %= 2 ''>»/*  •''^' 


on  obtienne 


x=  i 


li.=.m 


t    étant  un  coefficient  réel  positif  ou  négatif,  et  qu'une 
autre  substitution  réelle, 


À  =m 


(3)  'v=2^^,/'^A' 

donne 

(4)  /=2^/*^^' 

E    étant  encore  un  coefficient  réel.  Il  s'agit  de  prouver 
que  dans  les  deux  suites 

S|  »     S;  j  .  .  .  j    ^mj 

FF  F 

il  y  a  un  même  nombre  de  termes  ayant  un  signe  donné. 
Supposons  négatives  les  quantités  Si ,  e^ , .  . .,  e,  et  po- 
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sitives  les  suivantes  e,+ii...,  ««;  supposons  aussi  que 
El ,  Ej , . . . ,  Ei  soient  négatives  et  que  E;^, , . .  . ,  E„ 
soient  positives;  dans  le  cas  où  toutes  les  quantités  e 
ou  E  sont  positives,  on  aura  is=zoo\Lk=o.  Nous  allons 
démontrer  qu^l  est  impossible  que  les  nombres  i  et  h 
soient  inégaux;  par  exemple,  qu'on  île  peut  pas  avoir 
Jk'^i.  Admettons  elTeciivement  cette  hypothèse  de  k'^i 
et  examinons  les  conséquences  qui  vont  en  résulter. 
On  a  l'identité 

11-=.  m  ix=.m 

<5)  y  ,    a;»  =  y  E    X% 

les  variables  x  étant  liées  aux  variables  X  par  ra  équa- 
tions qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 

on  donnant  à  /ji  les  valeurs  i ,  2t,  • . . ,  m.  Le  déterminant 
•de  la  substitution  (i)  n'étant  pas  nul,  il  est  évident  que 
les  équations  (6)  pourront  être  résolues  par  rapport  aux 
variables  x^  et  la  même  chose  aura  lieu  encore  si  Ton 

écrit  partout 

X  X 

»      —  > 


au  lieu  de  x    et  X  ,  ±  e    et  ±  E    désignant  les  valeurs 

r'  r"  r"  r" 

absolues  de  e    et  de  E  .  Alors  l'équation  (5)  devient 

j  =  -[x|+xî+...+x;j  +  [x;,..+x;^,+...+x,:,j. 

et  cette  équation  (7)  doit  se  réduire  à  une  identité,  par  le 

36. 
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moyen  d'une  substitution  linéaire  telle  que 


>  =  m 


(8)  */.  =  2«i,»X/- 


/=  I 


Cela  posé,  soitf  un  angle  indéterminé^  la  formule  (7} 
ne  changera  pas  si  Ton  remplace  Xi  et  Xf  respectiTe- 
ment  par       • 

Xi  ces  ç  -4-  Xj  sin  y,     X|  sin  y  —  Xa  cos  ^y 

lorsque  le  nombre  k  sera  supérieur  à  !•  Mais  alors  Tin- 
déterminée  cp  s'introduit  dans  les  équations  (8),  et  on  peut 
en  disposer  pour  faire  disparaître  Xi  de  l'expression  Xi. 
On  a  eOectivement 

.r,  =:(a,,,  cos<j>-f-  aj^isinç)  XjH-  (a,,,sinç  —  a,,,  cos  <]p)Xj-h. .., 

et,  pour  remplir  l'objet  demandé,  il  suffira  de  détermi- 
ner (f  par  la  relation 

tti,  I  cos  ç  -f-  aj,  1  sin  ff  =  o. 

Ainsi,  par  un  changement  de  notation  qui  ne  change  ni 
Téquation  (7)  ni  la  forme  de  la  substitution  (8),  on  peut 
faire  disparaître  Xi  de  l'expression  Xi  ]  en  d'autres  termes, 
on  peut  supposer 

«1,1  =  o. 

Pareillement,  lorsque  k  est  ^  2,  l'équation  (  7)  ne  change 
pas,  si  Ton  remplace  Xj  et  X3  respectivement  par 

Xj  cos  <f  -4-  X3  sin  y,     Xj  sin  y  —  X3  cos  y, 

et  on  peut  disposer  de  la  nouvelle  indéterminée  ç  pour 
faire  disparaître  Xs  de  Texpressiou  de  Xi.  Il  suffira,  en 
effet,  de  déterminer  cet  angle  cj>  par  la  formule 

0L2, 1  cos  f  +  aa, ,  sin  f  =  o. 
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et  il  est  évident  qu^OD  peut  coutinaer  la  même  série 
d'opérations  sans  changer  Féquation  (7),  ni  la  formé 
réelle  de  la  substitution  (8),  jusqu'à  ce  qu'on  ait  fait 
successivement  disparaître  les  variables 

de  l'expression  de  Xj . 

Cela  étant  établi,  on  voit  que,  par  une  série  d'opéra- 
tions toutes  semblables,  on  pourra  faire  disparaître  les 
variables 

de  l'expression  de  x^.  Comme  nous  nous  arrêtons  ici  à 
Xi.t  et  que  la  dernière  opération  consiste  à  remplacer 
Xi^t  et  Xj.i  respectivement  par 

Xit.2  CCS  ff  -h  Xifr_i  sin  y,     Xjt— 2  sin  ç  —  X*—,  cos  ç, 

on  ne  verra  reparaître  dans  Xt  aucune  des  variables  que 
l'on  a  d^abord  fait  disparaître  de  son  expression. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  à  Tégard  des  va- 
riables ars,  X4, . . . ,  Xi^i •,  l'expression  de  x^  ne  contien* 
dra  plus  les'variables  Xi ,  Xj , . . . ,  X;t_8 ,  la  dernière  va- 
riable Xi^i  ne  renfermera  plus  Xf  Ainsi  l'on  aura 

ai,i±=o,      a,,  i=:0, ...,      ajt_i,i=:0, 
«1,2  =  0,      aj,,  ^=:  O, .  .  . ,      a|_2,j=:0, 

(9)         \ 

a..*-i=  o,     a,,jt_a  =  o, 
a,,i[._,  =:  o. 

Le  nombre  h  étant  supérieur  à  i,  si  l'oii  substitue  les  va- 
leurs (8)  des  variables  x  dans  l'équation  (7),  et  qu'on 
égale  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  X|,  on  aura 

a' .      -l-aV^, -H.  .  .+ a^     = — i, 
i,t-t-i  1,14-2  i,«i  ' 

et  cette  équation  ne  peut  être  évidemment  satisfaite  par 
des  valeurs  réelles  des  quantités  a.  On  ne  peut  donc  ad- 
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mettre  IMnégalitc  des  nombres  i  et  A*,  ce  qui  démontre  la 
proposilion  énoncée. 

Tliéorcme  de  M.  SyWester  relatif  aux  fonctions  aux- 
quelles conduit  l'application  du  théorème  de  Sturm. 

255.  Le  théorème  dont  il  s'agit  ici  a  pour  objet  de 
faire  connaître  l'expression  algébrique  des  fonctions  qui 
interviennent  dans  Tapplication  du  théorème  de  Sturm 
h  une  équation  donnée.  M.  Sylvester  l'a  publié  sans  dé- 
monstration dans  le  Philosophicai  Magazine  (décembre 
1839);  et  Sturm  Ta  établi  ensuite  dans  un  article  qui  fait 
partie  du  tome  Vil  du  Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées.  Nous  présenterons  la  démonstration  de 
Sturm  en  y  apportant  quelques  simplifications  dont  l'il- 
lustre géomètre  a  d'ailleurs  indiqué  la  principale  en  ter- 
minant son  Mémoire, 

Le  théorème  de  M.  Sylvester  peut  être  énoncé  comme 
il  suit  : 

Théorème.  —  Soit  V  =  o  une  équation  quelconque  du 
degré  m  à  une  inconnue  j?,  dans  laquelle,  pour  plus  de 
simplicité,  le  coefficient  de  x'"  sera  pris  égal  à  V unité,  et 
dont  les  racines  supposées  inégales  seront  désignées  par 
a,  A,  c,...,  ft,  /.  Soit  Vi  la  dérii^ée  de  Y.  Concevons  quon 
cherche,  par  le  procédé  ordinaire,  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  V  et  V,  en  ayant  soin  de  n  introduire  et  de 
ne  supprimer  aucun  facteur  indépendant  de  jr,  et  en 
changeant  toujours  les  signes  des  restes  aidant  de  les 
prendre  pour  diviseurs.  Désignons  par  Vg,  Vj, . . . ,  V„ 
ces  restes  pris  avec  des  signes  contraires  dont  les  degrés, 
par  rappoit à Xy  sont  respectivement  m —  2,  m  —  iv*'> 
1,0,  dans  le  cas  général.  Les  polynômes 
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s^  exprimeront  en  fonction  de  x  et  des  racines  a^byC^,..y 
A",  /  de  l'équation  Y  =  o^  de  la  manière  suivante  : 

V  =  {x  —  a)(x  —  b){jC'—c)..  .(j:  — /), 

V,=      '^U-b)(x-c)...{x-l), 

y.  =  ^'^{n  -  hy  (a  -  cy(b  -  cY{x  -  d).  .  .{x  -  l), 

¥4=  -  5!(«— *)»(«— c}'(//—rf)»(i-c)»(i—rf)»(c-rf)'(x—e)... («—/), 


*m 


les  quantités  ij,  }»8, . . , ,  X„  étant  déterminées  par  les 
formules 


^.={^)\ 


(2)  1  >* 


■p>  =  «, 

> 

/;,=  (a  -  by  (/i  -  cf.  ..(a-iy(b-cy..  .(*  -  //, 
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et  chaque  somme  'V  représentant  une  Jonction  symé- 
trique des  racines  dont  tous  les  termes  se  déduisent,  par 
les  substitutions,  de  celui  qui  est  écrit  sous  le  signe. 

La  première  des  formules  (i)  exprimé  la  composition 
de  Téquatiou  proposée,  et  la  deuxième  a  lieu  par  un  théo- 
rème connu.  11  reste  à  établir  les  suivantes. 

Soient 

les  quotients  que  fournit  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur;  ces  quotients  seront  du  premier  d^ré 
en  x,  dans  le  cas  général,  et  Ton  aura 

V  z=V.Q.-V,, 

(4)  \   V,=:V3Q,-V,, 

•  •  9 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  exprimer  successiver 
ment 

en  fonction  des  polynômes  V,  Vi  et  des  quotients  Q; 
on  trouve  ainsi 

(5)  ;  V3  =  V.(Q.Q.-i)-VQ,, 

j  V,  =  V,(Q.Q,Q3-Q.-Q3)-V(Q,Q3-i), 
» 

et  il  est  évident  que  l'on  aura  généralement 

(6)  V^  =  V.S^-VT^. 

S  et  T  étant  des  polynômes  des  degrés  fx  —  i  et  fx  —  2 
respectivement. 


*■; 
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Si  l'on  écrit  f(x)  au  lieu  de  V,/'(j:)  au  lieu  de  V, ,  la 
relation  (6)  prendra  la  forme 

(7)     .      ^        J^-^/'C-'l-^/W; 

il  résulte  de  là  que  si  Ton  donne  successivement  à  j^ 
les  m  valeurs 

la  fraction  rationnelle 

(8)  / 

prendra  les  m  valeurs  correspondantes 

d'ailleurs  les  degrés  des  polynômes  V  ,  S  sont  respecti- 
vement m  —  fx,  jut  —  I  et  la  somme  de  ces  degrés  est  m  —  i . 
On  pourra  donc  déterminer  la  fonction  (8)  par  la  mé- 
thode qui  a  été  exposée  au  n^  232. 

Supposons  que  h  occupe  le  jix'*'"*  rang  dans  la  suite  des 
m  racines 

(g)  fl,   ô,  c, . . .  ,  e,  gy  hy  /,...,  y,  /-,  /; 

d'après  la  formule  générale  du  n**  232,  les  polynômes  V    ' 
et  S    seront  égaux  respectivement,  à  un  facteur  constant 
près,  savoir  :  le  premier,  V  ,  à  la  fonction  symétrique 
des  racines  (9),  dont  l'un  des  termes  a  pour  valeur 

/  (a)f  [b). . ./  (/.)  ^(^^,)^^^(^^,^j^^^^(^_,),,,(;,^,^^^ 

et  le  second,  S  ,  à  la  fonction  symétrique  des  mêmes 
racines  dont  l'un  des  termes  est 

ia  —  «2?)  (^ — •*)«**(^  —  ^) 
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Or  on  a 

/'{a)  =  [{a-b)..   [a-h)][{a-i)  ..(«-/)], 
f(b)=[(b-a)...[b-h)][(b-i)...(b-l)], 

■  /'{h)  =  [{h-a)...(h-g)][{h-i).    .(A-/)], 
et  il  résulte  de  ces  formules  que  les  produits 

/'(a)/'(b).../'{h),    f'[o)f'[b).../'{g) 
ont  respectivement  pour  valeurs 

/*(/^— 0 

(_,)      ^      [(«r-/.)V-r)^..(^-/i)»]X[(/i---i)...(«-01--[(^--'r-M 

(-0    ^    [(«--^)^(«-^)'-..(^-^)lx[(«-^)...(«-0]...[(5'-^)...te-% 

alors  on  aura,  en  désignant  par  A    un  facteur  indépen- 
dant de  Xf 

iV^  =  l-^[„-bY{a-c)\..{g-h)-'{x-t)...{x-t)[x-t^, 

(10)    ]  >" 

I  S^=^^{n-by{a-cY.4e-gY{x-a)...(^-b)...{x-^; 

il  est  évident  (n"  232)  que,  dans  le  caà  de  ^  =  m,  ces  for- 
mules doivent  être  réduites  à 

\„  =  ±(a-bY{a-cY...{A-l)\ 

A/n 

S„=^y(a-by{a-c)\..(J-Ay{x-a){x-b)...(x-l]; 

il  faut  remarquer  aussi  que  pour  p  =  i,  les  formules  (lo) 
se  réduisent  à 

et  que  l'on  doit  faire  en  conséquence  ij  =  i . 
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On  voit,  par  la  première  des  formules  (lo),  quHl  ne 
nous  reste  plus  qu^à  déterminer  la  constante  X  . 

A  cet  effet,  substituons,  dans  régalîté 
(i3)  V^^.  =  V^Q^-V^_,, 

les  valeurs  de  V    et  de  V      ,  tirées  de  la  formule  (6)  et 

de  celle  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  fx  en  fx  —  i , 
on  aura 

^+.=V.(S^Q^-S^_,)-VJ^Q^-T^_,). 

d^où  il  suit  que  Ton  a,  par  la  notation  convenue, 
('4)  S^^,=S^Q^-S^_,. 

Les  formules  (i3)  et  (i4)  donnent 

d'où,  par  la  multiplication. 


S^^,  ^fi_f^      V 


et  on  conclut  de  là,  pour  j:  =  oo  , 

S 


l^Jv  ^qJ 


Ainsi  les  fonctions 


^fl^l'^fl                ^fK^fl-l                              S,V, 
,  %  •  •  •  <         ) 

se  réduisent  à  l'unité  pour  x  =  oc  ,  et  il  en  sera  de  même 
du  produit  de  ces  fonctions;  en  sorte  que  l'on  aura 

S        V 

lim     ^         ^^  =  1     {pour.r=z:oo). 
Oi  V 
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Or  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  en  x,  dans  le  produit 
S    .  j  V^^  a  pour  coefficient 


V 


v^[2(«-^)'(«-^)^-.-(é'->^)'J 


ou 


p' 


H 

1 


V  V-+-» 


en  adoptant  les  notations  exprimées  par  les  formules  (3); 
on  a  d^ ailleurs  $1  =  19  diaprés  les  formules  (12),  et  le 
coefficient  de  x"*  dans  V  est  égal  à  i .  L'expression  précé- 
dente se  réduit  donc  à  Tunité,  et  l'on  a 

il  est  évident  que  dans  le  cas  de  fx  =  1 ,  lie  second  membre 
de  celle  formule  doit  être  remplacé  par  m*,  ce  qui  est 
conforme  aux  formules  (3).  On  a  donc 

d'où  Ton  conclut  immédiatement  les  formules  (2),  ce  qui 
achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

11  faut  remarquer  que  laquanlité  p^  ne  figure  pas  dans 
notre  analyse  mais  nous  introduirons  cette  quantité  daus 
ce  qui  va  suivre,  et  c'est  pourquoi  nous  Ta  vous  comprise 
dans  le  tableau  (3). 

256.  Nous  allons  faire  connaître  maintenant  une  con- 
séquence importante  du  théorème  de  M.  Sylvester. 

Les  quantités  pi,  ^j,  p^^.  . .  sont  des  fonctions  symé- 
triques et  entières  des  racines  de  l'équation  V  =  o,  et  en 
conséquence  elles  sont  exprimables  rationnellement  par 
les  coefficients  de  V.  Si  donc  ces  coefficients  sont  réels, 
pu  Ptf  Pzi'''  seront  aussi  des  quantités  réelles;  dès 
lors  les  facteurs  ^s,  ^3, .  •  •  ?  ^m  seront  des  nombres  essen- 
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tiellement  positifs,  et  ou  pourra  les  supprimer  des  for- 
mules (1)  lorsqu'il  sera  question  d'employer  les  fonc- 
tions V,  Vi,  Vj,. . .,  pour  la  recherche  du  nombre  des 
racines  réelles  de  Téquation  V=no  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données. 

Cela-  posé,  si  N  désigne  le  nombre  des  racines  réelles 
de  l'équation  V  =  o,  N  sera  égal,  d'après  le  théorème 
de  Sturm,  à  l'excès  du  nombre  Uq  des  variations  que  pré- 
sente la  suite  V,  Vi,  Vj,...,  pour  a:  =  —  oo  ,  sur  le 
nombre  ^i  des  variations  que  présente  la  même  suite 
pour  a:  =  4-  00  ,  et  il  est  évident  que  i^o  et  i^i  expriment 
aussi  les  nombres  de  variations  contenues  respectivement 
dans  les  deux  suites 

''  P   9  /'ï.  •  •  •  »  Pm» 

La  somme  ^o  +  ^i  est  évidemment  égale  km:  on  a,  par 
conséquent, 

d'où 

a  1^1  est  donc  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion proposée,  et  de  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de 
V équation  V  =2  o  est  égal  au  nombre  des  variations  de 
signes  que  présente  la  suite  des  quantités 

^9  Pi  9    /^a  >  •  •  •  ?    Pm  • 

257.  Dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  XU  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  M.  Bor- 
cbardt  a  donné  au  précédent  théorème  une  forme  très- 
ëlëgante  que  nous  indiquerons  ici. 
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Pf.=^i^-^r{^-cy...{g^/i)\ 


le  nombre  des  racines  a^b^c^. ,  .^g^  A,  qui  figurent  dans 
chaque  terme  étant  égal  à  jx^  on  a,vu  d*ailleurs  (n^  1239) 
que  le  produit 

est  égal  au  déterminant  formé  avec  les  jx*  quantités 


i« 


a' 


a' 


b\ 


/?, 


c», 


•  •  •  f  * 

. . . ,  h 

. .  . ,  /*» 

.  . . ,  h^ 


donc  p    est  la  somme  des  carrés  de  tous  les  déterminants 

que  Ton  peut  former  en  prenant  jx  colonnes  verticales  du 
tableau 


1, 

«, 

1» 

.    .   .    ,       I  , 

I 

«, 

K 

C, 

•  •  •   »     a'  * 

/ 

a\ 

b\ 

^% 

^2 

V 

al"-'. 

Z>/*-' 

> 

,./*  — 

i  •    •   •   y      A'               y 

/^— » 

qui  renferme  ni\j.  quantités.  Alors  si  Ton  pose 
on  aura  (n**  244) 


—  I    /o-i 


.//>-, 


/'^=2 


«IVI  O^s.ï»  •  •« 


>.// 


Or  «;    n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puissances  de 
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degré  A  +  /s  —  a  des  racines  de  Féquation  V  =  o,  et  nous 
ferons  en  conséquence 


a^    .  =  ^' 


on  voit  que  p    peut  être  représenté  par  un  déterminant 
de  (x*  quantités,  savoir  : 


^/^  = 


*•'•••»      *tt  — I 


''3  9***4        *^  I 


•'!» 


►3» 


>-hl 


J^— i>   -^yui»  •  •  •  ?  *2^— a 


La  proposition  que  nous  avons  obtenue  au  numéro 
précédent  peut  alors  être  énoncée  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Soit  proposée  une  équation  Y  =  o  du 
degré  m.  Des  coefficients  de  cette  équation  déduisons 
les  sommes  des  puissances  semblables  de  ses  racines,  jus- 
qu'à r ordre 'À  m — a  inclusii^ement,  et  ai^ec  ces  sommes, 
que  nous  désignerons  par  Sq,  Si,  s^^.,.^  ^tm-t ,  formons 
les  quantités  Pi,piv9  Pm  ^n  posant 


Ih  =  *•  = 


Oh 


/^a  = 


.f 


•  ? 


Sy  y       $1 


/?;.= 


'i  ?    '^i 


Pm  =■ 


•^»  1    ^1  »    ^1»  •  •  •  >    •'*— 1 
•••1 


•^m — I  »  •  •  •  I 


•'"jm— 1 


5j6  COURS  d'algèbre  supérieure. 

V équation  Y  =  o  aura  autant  de  couples  de  racines 
imaginaires  quil  y  aura  de  variations  de  signes  dans 
la  suite 

Corollaire  I.  —  Il  y  a  au  plus  —  variations  dans  la 
suite  i,;7i,/!;2,...,  p,„. 

Corollaire  II.  —  Pour  que  Inéquation  V  =  o  ailt 
toutes  ses  racines  réelles ,  il  faut  et  il  suffît  que  les  quanr 
tités 

Pi  9   /'a  »  •  •  •  ?   Pm 

soient  toutes  positii^es. 

Application  du  théorème  de  Sturm  à  une  classe  remar^ 
quable  d'équations  algébriques. 


(') 


258.  Considérons  les  m  équations 

gXx  z=  £7,,,  Xi  -h  €1,,,  ara  H- .  .  . 


S-^m f^{,m^\     1"  ^i,m^i  "^  •  •  •  ~^~' 


^m,m  ^m  y 


dans   lesquelles  les  coefficients    a  sont    des  constantes 
réelles  données  satisfaisant  à  la  condition 

Ces  équations  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  variables  a:,  et  si  Ton  désigne  par  F  le  déterminant 


r  = 


'^••«  —  ë^      ^'2.« 


a 


m,\ 


a 


i,M 


^2,2  —  é"'  •  •  •  »     ^m,\ 


a 


i^mi 


a 


»#«>•••> 


Om,m         ë 
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L'équation  en  g^  T  =  o,  qui  est  du  degré  m,  sera  le  résul- 
tat de  rélimination  des  variables  x  entre  les  équations  (i). 
Celle  équation  comprend  comme  cas  particuliers  celle 
dont  dépend  la 'recherche  des  axes  principaux  des  sur- 
faces du  deuxième  ordre,  ainsi  que  celles  au  moyen  des- 
quelles on  détermine  les  inégalités  séculaires  des  éléments 
elliptiques  des  corps  célestes. 

Nous  nous  proposons  ici  de  démontrer  une  propriété 
fort  importante  de  l'équation  F  .-^  o^  elle  consiste  en  ce 
que  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles.  On 
possède  plusieurs  démonstrations  de  cette  proposition  ; 
mais  la  plus  remarquable  est  celle  que  M.  Borchardt  a 
présentée,  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité, 
comme  une  application  du  théorème  de  Sturm.  D'après 
ce  théorème  (n°  257),  la  réalité  des  racines  d'une  équa- 
tion dépend  des  signes  de  certaines  quantités  que  l'on 
sait  former  ^  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  se  présente 
cette  circonstance  singulière,  que  chacune  des  quantités 
dont  il  s'agit  est  une  somme  de  carrés.  Nous  croyons 
utile  de  reproduire  ici  la  belle  analyse  de  M.  Borchardt. 

Multiplions  chacune  des  équations  (i)  par  g  et  substi- 
tuons, dans  les  seconds  membres,  à  gXi^  g^t^'  •  •?  g^m 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  nous  obtiendrons 
le  nouveau  système 


OÙ 


g  ^m ^i,m  J^i~l~  ûf,^,„  Xj-t-  ,  .  .  -f-  ttin^m'^m  > 

I.  37 
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Si  Ton  multiplie  chacune  des  équations  (2)  par  g' et 
que  Ton  substitue  à  gXi^  gx^^'**  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (i),  on  obtiendra  un  troisième  système 
d^équations  qui  se  déduira  du  système  (i)  en  remplaçant 
g  par  g^  et  les  quantités  û/^,-  par 

4/  =  4'/  =  2  ""*''  ''l'y  =2      2  ^a^'^  ^aC'),a(^)  aAÎ»),y. 

En  continuant  ainsi  nous  obtiendrons  le  système  d'équa- 
tions qui  correspond  à  la  puissance  r'^"^  de  g  : 


„r-    «^'"^  ^    _i_  ^('■^    ^    _L_  _i_  ^^'■^     «. 

5   «^OT »i,m'*'i  ~r-  M)^  Xi  -t-  .  .  .  -T-  Um^m  ^m  f 


ou 


h(')=m    h^^^^m       h^n=rn 


'^^'^^  2       2  •••  2  ^a^'^^A^V^^--^,^^^^ 


=  2  ''^''  % 


(r-t) 


Si  l'on  multiplie  les  équations  du  système  (r)  par  ^ 
et  qu'on  substitue,  dans  les  seconds  membres,  les  va- 
leurs de  g^'Xij  g'^'x^^...  tirées  du  système  d'équa- 
tions (r'),  le  résultat  obtenu  devra  être  identique  avec 
le  système  d'équations  (r-Hr'),  et  on  aura,  en  consé- 
quence, 

h=.m 
h=  I 
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OU,  en  écrivant  q  et  r  —  ^,  au  lieu  de  r  et  ; ', 

(3)  «f'.'  =  y  a'f.  a[^K 


h=i 


Cette  équation  (3)  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  q 
moindres  que  r,  savoir,  i ,  2, . .  . ,  r — 15  dans  le  cas  des 
valeurs  extrêmes,  on  doit  supposer 


(4) 


a:  .  z=z  a,'  /. 


L'équation  (3)  subsistera  même  pour  les  valeurs  7  =  0, 
<7  =  r,  si  l'on  convient  de  faire 

/^x  (  û!°?  z^  o,     quand  i  et  y  sont  inégaux  ^ 

(  =  i>     quand  /  =J. 

Cela  posé,  revenons  à  l'équation  r  =  o;  le  premier 
membre  F  est  ce  que  devient  le  déterminant 

lorsqu^on  diminue  de  g  chacune  des  m  quantités 

On  aura  donc 

±:  r  =  g^  —  (fl,,,  -h  «,,,  -h ...  -h  û«,m)g^"*  -♦-..-, 

et,  par  suite,  la  somme  s^  des  racines  de  Téquation  F  =  o 
sera 

i  =  m 
1  =  1 

En  appliquant  le  même  raisonnement  au  système  d'é- 

37. 
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quatioDS  (r)  qui  conduit  à  une  équation  du  degré  m  en 
g*",  nous  obtiendrons 


i  =  m 


^r=g^:+^-;+...  +  g';=2^M 


1=1 


ou,  à  cause  de  l'équation  (3), 


iz=.m  j=im 


(6) 


S, 


(g)  Ji^q) 


1  =  1    ;  =  i 


q  ayant  une  valeur  quelconque  de  o  à  r. 
Soit  maintenant,  comme  au  n°  237, 


Ph^  = 


^1  >     "ïa> 

*3  >      «^4  , 


•  •   •  »     */A—  I 


'     V 


t     ^ 


/aH-i 


—  I'  V   V-+->'  *  '  *  '   ^2 /A  — a   I 


d'après  l'équation  (6),  les  quantités  dont  se  compose  ce 
déterminant  peuvent  être  représentées  de  la  manière 
suivante  : 


"  ^^       IsJ  hj 


^2' 


s,-=z  y  a   .  a.  .  <) 


jj  r=z  y  Cl.  .  a.  . 


s. 


■I. 


a.  .  a.  .  •)    ■  •  9 


s. 


—  V  J'^  >"*' 

(1)   >-!] 


fl.  .  û   .  >  •  •  •  •  s„^=y  a\ .  a.'. 


2 


«.  .  a.  .'> 


C»)   (-«-'/. 


,, ,  — ■  y  û .  .         a.  .^  s  ,  im  y  (i.  .        <ï .  •  5 •  •  •  >  J~  ..     »  ^^^^  ^  ^ • 


les  sommes  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  i,  2,...,  m 
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des  indices  i  et/.  D\après  cela,  si  Foq  fait 

(,=  m  j  =.m 
1  =  1    7  =  1 

on  aura 

et,  en  appliquant  aux  \kiv?  quantités 

^(0)      ^CO      A-^)  J/*--0 

*>y        ^'7       'v  '-y 

le  théorème  du  n^  244  (Corollaire),  on  mettra»  sous 
la  forme 

('  )    ''^  =  S  [2±  <■>  "'v  '  "'V'  •  •  •  "i-'l/^-o]'' 

hi\  ^'^j\  ^"'ii" \'  •  •?  i^^'^^\  7^^~'^  représentant  fx  sys- 
tèmes quelconques  de  deux  indices  t,  y,  et  la  somme  W 

se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  fx  à  /iz  des  m?  sys- 
tèmes z,  y. 

La  formule  (7)  montre  que  chacune  des  quantités  p 

est  une  somme  de  carrés.  Ces  quantités  sont  donc  toutes 
positives,  et  il  en  résulte,  comme  on  Ta  vu  au  n**  2S7, 
que  l'équation  F  =  o  a  ses  w  racines  réelles. 

Méthode  de  M.  Hermile  pour  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données, 

259.  Nous  nous  proposons  d'exposer  ici  une  méthode 
extrêmement  remarquable  de  M.  Hermite  pour  détermi- 
ner le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation,  com- 
prises entre  deux  limites  données.  Cette  méthode  repose 
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sur  les  propriétés  des  fonctions  homogènes  du  deuxième 
degré  qui  ont  été  établies  dans  ce  Chapitre. 
Soient 

(i)  ¥(z)  =  o 

une  équation  du  degré  m  à  coefficients  réels,  et 

a  y        b  y       C  y    .     •    .     ^        A' j       l 

ses  m  racines. 

Désignons  par  t  une  indéterminée  et  considérons  la 
fonction  homogène  du  deuxième  degré 

f= (jTo  H-  «JT,  -+-  a^X2  -I- .  . .  -hû*"""'  Xm^xY 


(2) 


-4-  T (^0  ■+•  bxy  -+-  b^Xi  H-  ...  -4-  i"~'  jra,_i  V 

o  —  t 


des  /n  variables  oTo  ?  -^i  >  •  •  •  >  J^m-i  •  H  est  évident  que/ 
est  une  fonction  symétrique  rationnelle  des  racines  de 
l'équation  (i)^  on  pourra  donc  Texprimer  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  celte  équation,  et  comme  ces 
coefficients  sont  supposés  réels,  la  foncliony  sera  égale- 
ment réelle,  pourvu  qu'on  attribue  à  Tindélerminée  t  des 
valeurs  re'elles.  Au  reste,  on  peut  calculer  très-simple- 
ment les  coefficients  a/^y  de  la  fonction  f  ramenée  à  la 
forme 

i  =  m  —  I      j  z=.m  —  I 
1=0  7=0 

On  a  effectivement 

(4)  '''V^r— ^  +  T— +..•  + 


û  —  /       b—  t      '  "      l  —  r' 
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or,  si  Ton  décompose  la  fraction  rationnelle 

/'•+/F^(0 
F(0 

en  fractions  simples^  on  trouvera 
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F(r) 


t—b 


E(f)  étant  le  quotient  entier  de  la  division  de  t*+'F'(i) 
par  F(f)  \  donc,  si  l'on  désigne  par  F,y(<)  le  reste  de  cette 
division,  on  aura 


û'W 


b^-^J 


F(r)         t  —  a    '    t—b 


et,  par  suite, 


i=.m  —  I    7  =  m  —  I 


(^)'"v=-^^. /=-  2     2 


F.V(0 


X^Xj  • 


I  =0 


7=0 


Désignons  par  A„j_i  Tinvariant  de  f\  d'après  ce  qu'on 
a  vu  au  n°  247,  cet  invariant  sera  égal  au  produit  de 


[a  —  t)(b  —  t). ..(/— r; 
par  le  carré  du  déterminant 


I,  a,  «%...,  a"*"^ 


m— I 


I,  by   A%.  .  .  ,   b 

I,  /,  /%...,  ^» 

lequel  estégal(n°  239)  à 

±  {a  —  b)(a  —  c). ,  .(a  —  i){b  —  c) . ,  .{k 


on  a 


donc 


-05 


-o\ 
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ce  qui  montre  que  rinvariant  def  ne  sera  jamais  nul  si 
Féquadon  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

On  peut  encore  tirer  l'expression  de  A^.i  d'une  autre 
considération  qui  fournit  en  même  temps  l'invariant 

de  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  f,  quand  on  y  suppose 
nulles  les  /x  —  i  variables 

La  fonction  dont  il  s'agit  sera  donnée  par  la  for- 
mule (3),  si  l'on  suppose  que  les  indices  i  et  jf  ne  varient 
que  de  o  à  m  —  fJt  ;  la  formule  (4)  donnera  les  coefficients 
a^-^y,  et  comme  elle  peut. s'écrire 

.     aJ  ,.     bJ  ..     // 

^U=  «' ^  ^'t H.  •  .-fr-V' -, 

^  a  —  t  b  ^  t  l  —  t 

l'invariant  ^^^     sera  égal  (n°  244)  à  la  somme  des 

produits  obtenus  en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  déter- 
minants formés  respectivement  avec  m  —  /x  H-  i  colonnes 
verticales  des  tableaux  dont  les  lignes  horizontales  sont 
représentées  généralement  par 

et 

aJ  bJ  IJ 

a  —  t     b  —  t  l  —  t 

chacun  des  indices  teiy  ayant  les  valeurs  o,  i,  2,...,  m — fx. 
Si  l'on  suppose  que  les  racines 

soient  au  nombre  de  m  —  fx  H-  i ,  le  premier  des  détermi- 
nants dont  il  s'agit  sera  égal  à 
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et  le  second  sera  égal  au  quotient  de  la  même  expression 

par 

{a-—  t}{b  —  t). .  .(h^  t); 

on  aura  donc 

\1)       '^m-ix—^  [a  —  t)[b  —  t)..,[h  —  t)  ' 

le   signe  ^  se   rapportant  à   toutes  les   combinaisons 

m —  fx-f-i  à  m  —  ii.-\-i  des  m  racines  a^b^c^. ,  .^  L 

Enfin,  si  Ton  suppose  que  toutes  les  variables  de/* s'an- 
nulent à  l'exception  de  Xq,  et  qu'on  désigne  par  Ao  le 
coefficient  du  carré  de  la  variable  restante,  on  aura 

La  fonction  y* étant  réelle,  elle  peut  être  ramenée,  comme 
nous  l'avons  vu,  par  une  substitution  réelle,  à  la  forme 


m — 3 


260.  Cela  posé,  nous  démontrerons,  d'après  M.  Her- 
mite,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  V équation  Y  (z)  =^  o  du 
degré  ttx,  à  coejficients  réels  et  dont  les  racines  sup" 
posées  inégales  sont  a,  i,  c, . . . ,  /,  soit  la  /onction 
homogène  réelle 


•i 


(0 


/=  (x«  -h  û.r,  -h  û'  jTj  -4-  .  .  .  H-  a*""'  J:a,_,)' 

-+-  7-î —  ( j:«  -h  ôx,  4-  3'  Xa  -+- . .  .  -h  ^«-»  ;r„_,)' 
o  —  t  ' 


-f- (xo  -h  te,  -h  /'  X,  -h . . .  -f-.  /«-«  ar««,)« 
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des  m  variables  Xo^  «3^1  v»  -^^m-i  ^^  dans  laquelle  t  dé" 
'signe  une  indéterminée  réelle^  si,  par  une  substitution 
réelle,  on  ramène  Injonction  f  à  une  somme  de  carrés 
de  Jonctions  linéaires  réelles,  le  nombre  des  carrés 
affectés  de  coefficients  positifs  sera  égal  au  nombre  des 
couples  de  racines  imaginaires  de  l* équation  F  (^)  =o, 
augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  supérieures  à  t. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n^  239,  l'invariant  de  la  fonc- 
tion/* n'est  pas  nul,  et  si  l'on  désigne  parXo,  Xi,...,X„_i 
m  nouvelles  variables,  les  équations 


(2) 


Xç  -+-  aXx  +  «*  JTj  -h  .  .  .  -h  fl""'  J^m-i  =  Xa, 


T 


X^-\-  Ix,    -h  /2  ^,  +  .  .  .  -4-   /'"-*  Xnt-x  =  X«_, 


pourront  être  résolues  par  rapport  aux  variables  x  ^  en 

substituant  ces  valeurs,  l'expression  de  y  deviendra 

• 

(3)       /=-i_x'-J-^X'+...+  -p-!-X'    ,. 
a  —  t     '       b  —  t     '  l  —  t     "-* 

* 

Si  toutes  les  racines  a^bj  c^.,,^  l  sont  réelles,  la  substi- 
tution (2)  sera  également  réelle,  et  on  voit  que,  dans  la 
formule  (3),  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coeflScients 
positifs  est  précisément  égal  au  nombre  des  racines  qui 
sont  plus  grandes  que  t.  D'ailleurs,  toute  autre  substitu- 
tion, réduisant/^à  une  somme  de  carrés,  donnera  le  même 
nombre  de  coefficients  positifs  (n*^  254)  5  donc  le  théorème 
énoncé  se  trouve  établi,  dans  le  cas  où  les  racines  a, 
i, .  .  . ,  /  sont  toutes  réelles. 

Si  les  racines  a,  J,  c, . . . ,  /ne  sont  pas  toutes  réelles, 
la  substitution  (2)  ne  sera  plus  réelle,  mais  il  est  facile 
d'en  déduire  une  autre  qui  le  soit.  Car,  supposons  que  a 
et  b  forment  un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées, 
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et  que  Ton  ait 

a  =  r(cosa  -♦-  ^ — i  sîna),      h  =  /-(cosa  —  y/ — i  sina)  ; 

aux  indéterminées  Xo  et  Xi  subsliluons-en  deux  antres  Yq, 
Y|  telles,  que 

Xo  =  Yo-*-Y,v^^,     X,=rY,— Y,v/~. 

Il  est  évident  que  les  deux  premières  des  équations  (2) 
seront  équivalentes  aux  deux  suivantes  : 

or,  H-  rx,  cosa  -4-  r^  x^  C0S2 a  -h. .. H-  /•'""'  x^—x  cos  [m  —  i)  a  =1;  Yo, 
ra:,  sina-h  r'^Xiûï\ioL'\-..,-\-r"*~^ Xj^-x  sin  (m  ^i)a  =  Y|, 

lesquelles  ne  renferment  que  des  quantités  réelles.  On 
opérera  de  la  même  manière  pour  chaque  couple  de  ra- 
cines imaginaires,  et  il  est  évident  que  la  substitution  (2) 
deviendra  réelle  par  le  simple  changement  de X09X1, etc., 

en  Yo  -t-  Yi  v^^^,  Yo  —  Yj  v/^^,  etc. 

Les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ael  b  donne- 
ront dans  y* la  partie 

*   ^/Y.  +  T.v/=T)'+^^(Y.-T.v/~)'; 
l'indéterminée  t  étant  réelle,  posons 

=:  p  (cos<j)-4-  V^ — I  siny),     y =:p(cosy —  si — i  sin<j>), 

la  partie  de /"que  nous  considérons  deviendra 

p  ["[ces  î  -h  v^^  sin  î.^  (Yo  -+-  Y.  v/^)l* 

-+-  p  ["(ces  I  —  v/^sin  j)  (Yo  -  Y.  \/~)l\ 
OU  bien 

2p  [  YoCos  -  —  Y,  sin  -  j   —  2p  (  Y,  sin  -  -h  Y,  cos  -  j  ? 

ce  qui  montre  que,  par  notre  substitution,  deux  racines 
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imaginaires  conjuguées  introduisent  dans  f  deux  carr& 
dont  l'un  est  aflecté  d'un  coefficient  positif  et  Taulre  d'un 
coefficient  négatif. 

On  peut  donc  conclure  que  toute  substitution  réelle  qui 
ramènera  f  à  une  somme  de  carrés  de  fonctions  réelles 
introduira  autant  de  carrés  affectés  de  coefficients  positib 
qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  racines  imaginaires 
de  l'équation  F  (2)  =0,  augmenté  du  nombre  des  racines 
réelles  supérieures  à  ï  •,  ce  qui  est  précisément  le  théo- 
rème énoncé. 

Corollaire.  —  Si  Von  désigne  par  (f)  le  nombre 
total  des  caiTés  affectés  de  coefficients  positifs  dans 
la  fonction  f  le  nombre  des  racines  de  V équation 
F  (2)  =  0  comprises  entre  deux  nombres  donnés  t^  et 
^>'o  sera  égal  à  [t^)  —  [ty]. 

Car,  si  l'on  désigne  par  N©  le  nombre  des  racines  supé- 
rieures à  foî  pat*  Nj  le  nombre  de  celles  qui  sont  supé- 
rieures à  /i,  et  par  2I  le  nombre  des  racines  imaginaires, 
on  aura,  par  le  théorème  précédent, 

(r.)i=N, -f-I,     (fo)=No+l, 

d'où 

(^)_(r,)  =  No-N,. 

261 .  Le  théorème  de  Slurm  peut  être  regardé  comme 
un  corollaire  du  précédent  théorème.  En  effet,  les  quan- 
tités Ao,  Aj,.  .  .,  A^^i  étant  définies  comme  au  n°  259, 
la  fonction /'peut  être  mise  sous  la  forme 

le  nombre  désigné  par  [t)  exprime  donc  combien  il  y  a  de 
quantités  positives  dans  la  suite 


Ao        A|        Al  ^m-\ 

^0 
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Nous  avons  donné  au  n^  259  les  expressions  des  inva- 
riants ^^  _   9  et  l'oa  voit,  eu  se  reportant  à  ces  expres- 

.  sions  et  au  théorème  de  M.  Sylvesler,  que  si  l'on  désigne 
par  Vi  la  dérivée  du  polynôme  V=:F(i),  et  par  V,, 
V,,. . .,  V«  les  restes  changés  de  signe  que  l'on  déduit 
de  V  et  V,,  par  l'opération  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, on  a 


A.             V. 

A,             V, 

A,             V,' 

A,             V3 
A,            V,' 

•  •  9 

A«-.            v„ 

I               V 

^m—2                  Vjj|_i 

donc  le  nombre  [t)  exprime  aussi  combien  il  y  a  de  quan- 
tités négatives  dans  la  suite 


V,      V,     V3  V, 

v'  V,     V,'  v„_.' 


et  il  est  égal,  en  conséquence,  au  nombre  des  variations 
contenues  dans  la  suite 

v,  Vij   Vjj...,   y  m» 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  variations  perdues 
par  la  suite  précédente,  quand  on  passe  de  t  =  tQ  k 
t  =  ti'^tQ^  est  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion V  =  o  qui  sont  comprises  entre  to  et  fi,  ce  qui  est 
précisément  le  théorème  de  Sturm.  La  démonstration 
nouvelle  de  ce  célèbre  théorème  est  bien  remarquable, 
car  on  n'y  emploie,  comme  le  remarque  M.  Hermile, 
aucune  considération  de  continuité. 

262.  J'arrive  maintenant  à  la  méthode  pratique  donnée 
par  M.  Hermile  pour  déterminer  le  nombre  représenté 
parle  symbole  (t).  D'après  ce  qui  précède,  il  suffira,  pour 
remplir  cet  objet,  de  ramener  à  une  somme  de  carrés,  par 
une  substitution  réelle  quelconque,  la  fonction  désignée 
par  y*  et  que  nous  savons  former. 
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Soient,  comme  précédemment, 

û,   b^  ^, . . .,  / 
les  m  racines  de  Téquation  proposée 

(i)     F  (z)  =z  2" -h /?,  z"-»  -h /?,  3"-* -h . .  .  +  /?«_,z  -+-/?«  =30; 
si  Ton  fait,  pour  abréger, 

f  (z)  =  j"o  -h  ZJT,  -h  z':c,  -f- .  .  .  -i-  z"-'  X^„_,, 

l'expression  de  la  fonction/* sera 

(2)        /=.?i(fi+î:iAi+    .  ?'(^) 


fl  — r       b  —  i  l  —  t 

Désignons  par 

de  nouvelles  indéterminées,  et  posons 

<D  (z)  =  Xo  +  zX,  -h  z»X,  -+-...  -i-  z"-'  X«_, . 

Nous  ferons  en  premier  lieu  la  substitution  propre  a 
rendre  identique,  relativement  à  Tindéterminée  z,  l'équa- 
tion 

y(2)=  (z  — r)4»(3)  — X«_.F(z); 

en  égalant  entre  eux  les  coeflScients  des  mêmes  puissances 
de  z^  on  formerait  les  équations  nécessaires  pour  expri- 
mer les  variables  x  en  fonction  des  variables  X.  Mais  ce 
calcul  ne  nous  est  pas  utile,  et  il  suffit  de  remarquer  qu'en 
remplaçant  z  par  chacune  des  racines  a,  iv>  h  l'équa- 
tion précédente  nous  donne 

ç («)=(«-/)*(«),    (p(^)  =  (ô-^)<ï>(^),...,    (p(/)  =  (/-/)<!>(/). 

La  fonction  y  définie  par  Téquation  (2)  se  changera  dès 
lors  en  une  fonction  §  des  nouvelles  variables,  et  on  aura 

(3)     §  =  {a  —  t)(^^{a)  -\-  [b  —  t)^^{b)  -{- . .  .-{-[l  —  t)^^[l). 
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Cette  première  transformation  étant  effectuée,  nous  ea 
ferons  une  seconde  déGûie  par  les  équations  suivantes,  où 
Zqj  '?iv"9  ^m  désignent  les  nouvelles  variables, 


(4) 


Aj  rr:  Zfl,_3  H-  pi  Zfli— 4 


/^2  ^ni— 3 

•  •   •  ~r~  Pm—2  ^0  > 


Pm—\  ^0  j 


Am— a  —  ■81  -t-  ^1  2o, 
*^«— i  ^^^^  ••0  • 


Le  quotient  de  F  (2)  par  z  —  a  est  évidemment 


rtn—y 


a 


fin— 2 


P^ 

-\-p,a 


œ 


»»n— 3 


Pm-\ 

Pm-ia 


.w— I 


««0 


et  si  Ton  remplace,  dans  cette  expression,  les  exposants 
de  z  par  des  indices  de  même  valeur,  on  obtiendra, 
d'après  les  formules  (4),  le  résultat  suivant  : 

Xo  H-  ûX,  H-  a'X,  -h  ...  -4-  «"'-•  X;„_,, 
c'est-à-dire  4>  (a).  D'après  cela,  on  peut  écrire 

,        Ffz)  F(2)  F(z) 


z— A 


z  —  / 


pourvu  que,  les  divisions  ayant  été  exécutées,  on  remplace 
partout  2°,  -2%  ^*v?  ^'"~*  ps^r  -^oj  -2,,...,  ^;„_i.  Pareille- 
ment on  pourra  écrire 

,,    ,        F(z)     F(z') 
^  z  —  tf   z'  —  a 

al  étant  une  indéterminée  à  laquelle  on  doit  appliquer  ce 
qui  vient  d'être  dit  relativement  à  Zy  en  sorte  que,  la  divi- 
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sion  faite,  on  remplacera  toute  puissance  telle  que  z''' 
par  z^. 

D'après  cela^  la  formule  (  3  )  deviendra 

F(3)    FK) 


§  =  ^[a~t) 


a  z  —  a 


le  signe  2)  ^^  rapportant  aux  racines  a,  i,..i,  /.  Dans 

cette  formule  symbolique,  le  second  membre  est  une  fonc- 
tion entière  des  variables  z  et  -z';  on  peut  l'écrire  de 
diverses  manières,  et  le  résultat  définitif  sera  toujours 
exact,  quand,  la  fonction  §  ayant  été  ordonnée  par  rapport 
à  I?  et  à  z\  on  remplacera  les  puissances  -z*,  z'^  par  ^,-,  z-^ 
respectivement.  Cela  étant,  on  a  successivement 

On  a  d'ailleurs 

donc  on  a  définitivement 


Fj_z)F(^') 
z 


(5) 


g  ^  (^-^)r(z)F(z')-(?-z')r(zMF(z)^ 


expression  de  laquelle  ont  disparu  les  racines  a,  J,  c,.... 
Donc,  pour  avoir  le  nombre  représenté  par  (/),  il  suf- 
fira de  mettre  le  second  membre  de  Féqualion  (  5  )  sous 
la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
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aances  de  z  et  de  zL  On  remplacera  ensuite  chaque 
puissances'  ou  z'^  par  z,  et  on  obtiendra  la  fonction 
homogène^,  qu'on  ramènera  à  une  somme  de  carrés  par 
la  méthode  connue;  le  nombre  des  carrés. affectés  de 
coefficients  positifs  sera  précisément  (f). 

Lorsqu'on  veut  avoir  le  nombre  des  racines  de  réqua^- 
tion  F  (^)  =  o  comprises  entre  deuic  limites  fov^i  données 
numériquement,  il  conviendra  le  plus  souveul,  pour  ob- 
tenir les  nombres  (^o)  6t  (^i),  d*opérer  sur  les  expressions 

(U-z\  F  (r)  F  (2')  -  (^  -  z'  )Y'{7!)Y{z) 
____. , 

dont  les  coefficients  sont  tous  numériqiics,  et  non  pas  sut* 
l'expression  générale  qui  contient  l'indéterminée  f. 

Exemple.  Supposons  qu'on  demande  le  nombre  des 
racines  de  Téquation 

2^  —  33  -4-  I  — --  G, 


/      • 


qui  sont  comprises  entre  o  et  i. 

On  a,  dans  ce  cas,  en  faisant  abstraction  du  facteur  3, 

(/— z)  fz'— l)  (2'»-.3z'-+-l)  —  [t—Z^)  (z''— l)  (3'— Sz+l) 
^  —    — ~, î 

et  cette  formule  symbolique  donne  la  formule  exacte 

^  :^t , —  Zzl  —  ^Z\  —  z\-\-  23„3,  -t-  O.Z^Zi) 

~T~  '  Z     Z  .   — '   ?.  S.i  3-j  '~T~   L^Z\  «2  '• 

Si  l'on  fait  successivement  ^  =  o,  /  =  i,  on  obtient  les 
deux  fonctions  homogènes 

Zj— Zf  —  23o3,-h43.22--(2o-~3,)'--(s,  — 2Z,)2-f-335, 
—  23Î— SzJ— zJ-f-^lZ,  Zo-f-43,  2i—  —  (3»— 23,)'— -(z,— 3u)2— Zj. 

I.  38 
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Il  y  a  deuY  cam^  afiisotës  da  coefficients  positifs,  dans 
la  première  de  ces  fonction^,  tandis  qu'il  n'j  en  a  ancno 
dans  la  seconde;  donc  l'équation  proposée  a  deux  racines 
comprises  entre  o  et  i . 

On  doit  remarquer  aussi  que  si  l'on  donne  à  t  une 
^valeur  positive  infiniment  grande,  la  fonction  ^  divisée 
par  t  se  réduira  au  polynème 

lequel  peut  être  mis  sous  la  forme 


(*. 


^)._2(z.-iz.)*-2zî. 


Comme  on  n'obtient,  dans  ce  cas,  aucun  carré  affecté 
de  coefficient  positif,  le  nombre  des  racines  supérieures 
à  Tinfini  augmenté  du  nombre  des  couples  de  racines 
imaginaires  se  réduit  à  zéro.'  On  peut  donc  reconnaître, 
par  ce  simple  calcul,  que  Téquation  proposée  a  toutes  ses 
racines  réelles. 
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CHAPITRE  V. 

DÊYELOPPEMENTS  RELATIFS  A  LA  THÉORIE 

DE  LÉLIMIKATIOK. 


Des  fondions  sjntétrîçues  et  rauonnetles  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations, 

S63.  Nons  avons  exposé  dans  le  Cbapitrc  P**  une  mé- 
thode fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
pour  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations^ 
et  nous  en  avons  déduit  pour  ce  cas  particulier  la  démons- 
tration du  théorème  de  Bezout  relatif  au  degré  de  Téqua- 
tion  finale.  On  peut  établir  ce  théorème  dans  toute  sa  gé- 
néralité en  suivant  la  marche  indiquée  par  Poisson  dans 
le  XI*  cahier  du  Journal  de  V Ecole  Po/j^echnique. 
Noos  commencerons  par  étendre  au  cas  d^un  nombre 
quelconque  d*équations  la  méthode  d^élimînation  par  les 
fonctions  symétriques,  précédemment  exposée  pour  le  cas 
de  deux  équations  seulement.  Cette  extension  impose  sur 
la  considération  des  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  à  plusieurs  équations,  fonctions  dont  nous 
allons  d'abord  nous  occuper. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  peuvent  présenter  les  cas 
particuliers,  nous  ne  raisonnerons  ici  que  sur  des  équa- 
tions générales  dont  les  coefficients  demeurent  indéter- 
minés. 

264.  Cas  de  deux  équations.  —  Soient  deux  équations 

38. 
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entre  les  deux  inconnues  x  elj",  et 

les  systèmes  de  solutions  communes  à  ces  deux  équations. 
On  nomme  fonction  symétrique  de  ces  solutions  corn-- 
munes  toute  fo)iction  qui  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  y  permute  les  groupes  (^ij^i),  (j^j  J»),  etc.,  les  uns 
dans  les  autres^  nous  considérerons  seulement  les  fonc- 
tions symétriques  rationnelles.  Une  fonction  de  cette 
espèce  est  toujours  exprimable  rationnellement  par  les 
coefficients  des  équations  proposées. 

Par  un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  que  nous 
avons  fait  au  sujet  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  à  une  inconnue,  on  fera  voir  que  la  déter- 
mination d'une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
solutions  (Xi  j'i),  (x,/,),  etc.,  se  ramène  à  celle  de  fonc- 
tions symétriques  entières,  homogènes,  et  dont  les  diffé- 
rents termes  se  déduisent  les  uns  des  autres,  en  changeant 
les  indices  des  lettres  x  et  y^  mais  sans  changer  leurs 
exposants.  Les  fonctions  symétriques  auxquelles  on  est 
ainsi  ramené  seront  dites  simples  ou  du  premier  ordre, 
doubles  ou  du  deuxième  ordre,  etc.,  suivant  que  chacun 
de  leurs  termes  contiendra  les  lettres  d'un,  de  deux,  etc., 
groupes  (j^i.7,),  (^sj^î),  etc.  La  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 

y^  \  2  «^  a  II  ''  Il  ^ 

ponq  pouvant  être  nul.  Nous  représenterons  une  pareille 
fonction  par  ^x^''^^^^.   La  forme  des  fonctions  doubles 


sera 
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nous  la  représenterons   par  ^^  x^y'/  .r f  yf^  et  ainsi  de 

suite. 

Voici  la  méthode  donnée  par  Poisson  pour  calculer  la 

fonction  simple  ^l  ^f  J' f  " 

Désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  une  indé- 
terminée, et  posons 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  pro- 
posées, celles-ci  deviennent 

€t,  en  éliminant^,  on  a  une  équation  finale  en  t, 

-^  (^  a)  =  o, 

4|ui  contient  dans  ses  diflérents  termes  Tindéterminée  a. 
Cette  équation  en  f  a  pour  racines 

et  elle  est,  par  conséquent,  du  degré  n.  D'ailleurs,  la 
somme  des  puissances  semblables  de  degré  fz  des  racines  de 
Téquation  en  t  peut  s'exprimer  rationnellement  (n**  171  ) 
par  les  coefficients  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en  fonc- 
tion de  a  et  des  coefficients  des  équations  proposées.  On 
aura  donc 

rn^  Ao  H-  Ai  a  -t-  AjX^  -f- .  .  .  , 

formule  où  Aqj  Ai,  etc.,  désignent  des  quantités  connues 
et  exprimées  rationnellement  par  les  coefficients  des  équa- 
tions proposées.  Cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  cr, 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a  doivent  être 
égaux  dans  les  deux  membres,  et  il  en  résuhe  cette  suite 
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cV égalités  : 


-H  .  .  .  -+-  X  jr^  I  _^  A|  y 


7  (K    y^  +  <  •  r^ 


y-^  -I-     y.^  +  -IL    y^  _    A 


qui  feront  connaître  les  fondions  simples  ^^x^^y\  de  degré 

Le  calcul  des  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  peut  être 
exécuté  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  fondions 
symétriques  ordinaires.  Par  exemple,  pour  avoir  la  fonc- 
tion double  y!^,''j'f^*j  J'fï  on  multipliera  ensemble  les 

deux  fonctions  simples  ^.xf  y^  et  ^^f'yf  ;  le  produit 

se  composera  de  la  fonction  simple^^  orf"^^  j^,^"*^'et  de  la 
fonction  double  qu'on  veut  trouver.  On  aura  donc 

Seulement,  il  faudrait  ne  prendre  que  la  moitié  de  celle 
valeur,  si  Ton  avait  à  la  fois  p'  =  p^  rj'  ==  ç. 

Les  fonctions  triples,  etc.,  se  calculeront  d'une  manière 
analogue. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  établir,  comme  nous  l'avions 
annoncé,  que  les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des 
solutions  communes  à  deux  équations  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coefficients  de  ces  équations,  et 
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l'on  voit  que  leur  déterpiination  exige  seulement  Télimi-*' 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

265.  Cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  — 
La  même  méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque 
d'équations.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de 
trois  équations  à  trois  inconnues 

/(.r,  j,  S)=i0,       F(;r,  y,  s)  rrr  O,       ^{x^  J ,  «)  =  0, 

et  soient 

les  systèmes  de  solutions  communes  à  ces  trois  équations. 
Conservant  la  classification  que  nous  avons  adoptée  des 
diverses  fonctions  symétriques,  la  forme  générale  des 
fonctions  simples  sera 

Bar  P    Q     f  P     û     ^ 

^,j,  2.  ■+■  ^;  r!  2,  -f-  •  • .  -+-  *  r  z  ; 
celle  des  fonctions  doubles  sera 

par       p*     rf    f*    . 

et  ainsi  de  suite.  Et  c'est  à  la  détermination  des  pre- 
mières que  se  ramène  celle  de  toute  fonction  symétrique 
et  rationnelle. 

Désignant  par  t  une  nouvelle  variable,  par  a  et  6  deux 
indéterminées,  nous  poserons. 

i  =  X  -{-  ajr  -h  ^Zj     iïoii     x=zt — a/ — 6z, 

Ayant  substitué  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  prt)- 
posées,  nous  éliminerons  ;^  nt  ^  ;  nous  obtiendrons  ainsi 
une  équation  finale  en  f, 
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contenant  les  indéterminées  ce  et  o,  et  dont  les  racines 
ser.ont 

La  somme  des  puissances  ^jt**'"*'  de  ces  racines  pourra  s'ex- 
primer rationnellement  par  les  coefficients  de  Téquaiion 
en  ty  c'est-à-dire  en  fonction  des  indélernUnées  a  et  6 
et  des  coefficients  des  équations  proposées.  On  aura  ainsi 
une  équation  de  la  forme 

où  le  coefficient  A^^r  désigne  généralement  une  quantité 
connue.  Le  signe  somniatoire  Z  du  premier  membre  s'é- 
tend aux  n  racines  de  l'équation  en  t^  celui  du  second 
membre  à  toutes  les  valeurs  de  </  et  de  r,  telles  que 

y  -f-  rzz:     ou     <C  P* 

En  posant  p  =  fx  —  rjr  —  r,  et  égalant  les  coefficients  de 
a''  6'"  dans  les  deux  membres,  on  aura 

c'est  la  formule  qui  fera  connaître  les  fonctions  simples. 

Pour  former  les  fonctions  doubles,  triples,  etc.,  on  pro- 
cédera comme  dans  le  cas  de  deux  équations.  La  forme 
du  calcul  est  la  même,  et  Ton  voit  qu'en  général  les  fonc- 
tions symétriques  et  rationnelles  des  solutions  communes 
à  plusieurs  équations  s'exprimeront  toujours  rationnelle- 
ment par  les  coefficients  de  ces  équations. 

Il  faut  remarquer  que  la  détermination  des  fonctions 
symétriques  des  solutions  communes  à  trois  équations 
exige  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équa- 
tions, et  généralement  la  détermination  des  fonctions  sy- 
métriques des  solutions  communes  à  h  équations  exige 
l'élimination  de  â  —  i  inconnues  entre  k  équations. 
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Extension  de  la  méthode  d'élimination  par  les  JbnC" 
tiens  symétriques  y  aif,  cas  d'un  nombre  quelconque 
d'équations, 

266.  La  niélhode  que  nous  allons  exposer,  d'après 
Poisson,  donne  le  moyen  d'éliminer  h  —  i  inconnues 
entre /r  équations,  lorsqu'on  sait  éliminer  A"  —  2  incon- 
nues entre  A"  —  i  équations,  et,  par  conséquent,  cette 
méthode  ramène  tous  les  cas,  en  dernière  analyse,  à  l'éli- 
mination d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  considérerons  quatre  équa- 
tions seulement,  entre  quatre  oti  un  plus  grand  nombre 
d'inconnues  \  mais  on  verra  sans  peine  que  notre  raison- 
nement est  général  et  qu'il  s'appliquerait  sans  modifica- 
tion au  cas  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

Soient  donc  les  quatre  équations 

F(.r,  X,   3,    //,.  ..jzzro, 
(1)  { 

?(ï^.   r»    Sr    //,.  .  .)  =  0, 

*  (.r,   J,    5,    //,...)  z=  O, 

entre  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  x,  y^ 
s,  M,  etc.,  et  proposons-nous  d'éliminer  trois  inconnues, 
X,  j',  z  par  exemple,  entre  ces  équations. 
♦    Considérons  en  particulier  les  trois  premières  des  équa- 
tions (i), 

F(^,  r,  2,  /£,..  .)  =  o, 

et,  regardant  x,  y^  z  comme  fonctions  des  autres  varia- 
bles i£,  etc.,  désignons  par 
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les  n  systèmes  de  solutions  communes  aux  équations  (2). 
Cela  posé,  remplaçons  (Xyjr^z)^  dans  la  quatrième 
des  équations  (i),  successivement  par  chacun  de  ces 
n  systèmes,  et  désignons  par  V  le  produit  des  résultais 
ainsi  obtenus,  en  sorte  qu^on  ait 

(3)   V=<ï>(j:„/„z„/#,...)*(j?„/„z„tt,...)...<t>(x..^», ».,«,...); 

réquation 

(4)  V  =  o 

sera  Téquation  finale  résultant  d,e  rélimination  de  x,  j 
et  z  entre  les  équations  (i),  car  cette  équation  (4)  expriipe 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équa- 
tions (1)  admettent  un  système  (x,  y^  z)  de  solutions 
communes.  D'ailleurs  V  est  une  fonction  symétrique  et 
entière  des  solutions  communes  aux  équations  (si);  od 
pourra  donc  Texprimer  rationnellement  par  les  quan- 
tités indépendantes  de  x,  j%  z  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (i).  Pour  cela,  désignant,  comme  précédemment, 
par  f  une  nouvelle  variable,  par  a  et  S  deux  paramètres 
indéterminés,  nous  poserons 

t^=:  X  -{-  cLf  -\-tz^     d*où     x^=zt — oLjr  —  6s; 

en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (2),  on 
aura  les  trois  suivantes  : 

[  /('  — 2tr  —  ^2>  J»  z,  «,.  .  .)  =  0, 

(5)  I  F(r  — a/  — 6z,  X,  z,  «,.  ..)  =  o, 

(    y(r  — a/  — 6z,  j,  z,  «,..  .)~o, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  y  et  z.  C'est  donc  à 
rélimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équations  que 
nous  ramenons  l'élimination  de  trois  inconnues  entre 
quatre  équations.  L'équation  finale  en  t  qui   résulte  de 


SECTION    II. CHAPITRE    V.  6o3 

rëlimindtion  dey  et  de  z  entre  les  équations  (5)  aura  pour 
racines 

V 

et  soQ  degré  sera  égal  à  n.  Supposons  cette  équation  for- 
mée, et  ordonnons>la  par  rapport  à  t  •,  elle  sera 

(6)       r" 4-/?,^— '  -h /?2/"-»  -^. . .  +  pn-i t  -hpn  —  o, 

Piy  Pt^  etc.,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ii,  etc., 
qui  contiennent  aussi  les  paramètres  ce  et  6.  Cette  équa- 
tion (6)  servira,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment, 
à  calculer  les  diverses  fonctions  symétriques  des  solutions 
communes  aux  équations  (2),  dont  l'expression  de  V  est 
composée,  et  le  problème  sera  enfin  résolu. 

Cette  méthode  conduit,  dans  les  applications,  à  des 
calculs  d\iue  longueur  rebutante;  mais  nous  allons  en 
conclure  aisément  une  démonstration  nouvelle  du  théo- 
rème de  Bezout,  relatif  au  degré  de  l'équation  finale,  ce 
qui  est  l'objet  principal  que  nous  avions  en  vue. 

Tliéorème  de  Bezout  sur  le  degré  de  V équation  finale* 

267.  D'après  ce  qui  précède,  n  étant  le  nombre  des 
solutions  communes  [x^jy  z)  aux  équations  (2),  on  ob- 
tiendra une  équation  finale  du  même  degré  n  en  élimi- 
nant deux  inconnues  quelconques  entre  les  équations  (2). 
Cela  est  d'ailleurs  évident  à  priori;  car,  à  cause  de  la 
généralité  que  nous  supposons  aux  équations,  tout  est 
semblable  par  rapport  à  x,  j^  z^  u,  etc.  Toutefois,  il  est 
important  de  faire  cette  remarque,  parce  que  le  contraire 
pourrait  avoir  lieu  si  Ton  aLltribiiait  aux  coefficients  des 
valeurs  particulières. 

Lemme.  —  Si  n  désigne  le  degré  du  l*  équation  finale 
qui  résulte  de  l'éliminafion  de  deux  inconnues  entre  les 
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trois  premières  des  équations  (i),  et  m  le  degré  de  la 
quatrième  équation  (i),  le  degré  de  l'équation  finale 
résultant  de  V élimination  de  trois  inconnues  entre  les 
quatre  équations  (i)  est  au  plus  égal  à  mn. 

L'équation  (6),  qui  résulte  de  réllmination  de  y  eiz 
entre  les  équations  (5),  étant  du  degré  n^  les  coefficients 
pi^  ptj  etc.,  sont  des  fonctions  entières  de  i<,  etc.,  dont 
la  première  est  au  plus  du  premier  degré,  la  deuxième  du 
deuxième  degré,  etc.  Cela  posé,  la  somme  des  puissances 
semblables  de   degré  fx  des  racines  de  réquation  (6), 

c'est-à-dire  "V  (xi  -f-  ayi  -f-  ëzj)'*,  peut  s'exprimer  sons 

forme  entière,  en  fonction  des  coefficients  pi,  p^^  etc., 
par  une  formule  qui  est  au  plus  du  degré  [x  par  rapport 
à  u,  etc.;  donc,  une  fonction  symétrique  simple,  telle 

que  "^  JC^jrf  -^i^»  de  degré  ^  -f-  //  -h  /•  =  /ut ,  s'exprimera 

par  une  formule  qui  sera  elle-même  au  plus  de  ce  degré  |x, 
par  rapport  à  m,  etc.  Il  résulte  de  là,  et  du  mode  géné- 
ral suivant  lequel  les  fonctions  symétriques  et  entières 
les  plus  compliquées  se  forment  à  l'aide  des  fonctions 
simples,  que  toute  fonction  symétrique  et  entière  du 
degré  /[ji  des  solutions  communes  (xi,j^i,  2:,),  etc.  aux 
équations  (2)  s'exprimera  par  une  formule  entière  qui 
sera  au  plus  du  degré  (x  par  rapport  à  «,  etc.  Or,  cha- 
cun des  termes  de  l'expression  de  V,  donnée  par  Téqua- 
tion  (3),  est  le  produit  de  puissances  de  £/,  etc.,  dont 
les  exposants  ont  une  somme  mn  —  fx  inférieure  à  mn^ 
par  une  fonction  symétrique  entière  de  degré  f/.  des  solu- 
tions communes  (a:i,  j"^,  ^i),  etc.,  aux  équations  (2). 
Donc,  enfin,  chacune  de  ces  parties  de  V  s'exprimera  par 
une  formule  qui  sera  au  plus  du  degré  mn  par  rapport 
à  Uy  etc.,  et,  par  suite,  l'équation  V  =  o  sera  au  plus  du 
degré  mn. 
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On  pourrait  faire  à  la  démonstration  précédente  Fob- 
jeciion  que  voici  :  Le  raisonnement  suppose  que  Its 
coefficients  pi^  p^,  etc.,  sont  entiers  par  rapport  aux 
variables"^  u^  etc.,  ou,  en  d'autres  termes,  que  Féqua- 
tion  (6),  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  chacune  des 
variables  f,  m,  etc.,  est  de  ce  même  degré  par  rapport 
à  toutes  les  variables.  Or  cela  n'est  pas  tout  à  fait  évident, 
quoique  les  équations  (i)  ou  (5)  soient  supposées  cha- 
cune la  plus  générale  de  son  degré.  Voici,  ce  me  semble, 
la  manière  la  plus  simple  de  lever  cette  objection.  Si 
quelques-uns  des  coefficients  ^i ,;?, ,  etc.,  étaient  frac- 
tionnaires, quelques-unes  des  racines  /  de  Téquation  (6) 
deviendraient  infinies  pour  certaines  valeurs  finies  des 
variables  u,  etc.  Or  je  dis  que  cela  ne  peut  avoir  lieu, 
tant  qu'on  laisse  indéterminés  les  coefficients  des  équa- 
tions (2)  ou  (5),  et  il  suffît  évidemment,  pour  justifier 
cette  assertion,  de  citer  un  cas  où  cela  ne  soit  pas.  Sup- 
posons qu'on  donne  aux  coefficients  des  équations  (5)  des 
valeurs  telles,  que  chacune,  restant  du  même  degré,  se 
décompose  en  facteurs  linéaires  de  la  forme 

t  -h  ay  -\-  bz -\-  eu -\-  .  ..-!-/: 

on  pourra  exprimer  chacune  des  racines  ^  de  l'équation 
6nale  relative  à  ces  équations  particulières,  en  fonction 
de  u^  etc.,  par  les  formules  qui  servent  à  la  résolution 
des  équations  du  premier  degré;  et  ces  valeurs  de  f«  étant 
évidemment  de  la  forme  g^'^  -+-•••  4-  /,  ne  pourront  de- 
venir infinies  pour  des  valeurs  finies  de  i£,  etc. 

On  déduit  aisément  du  lemme  qui  précède  la  démons- 
tration du  théorème  de  Bezout. 

Théorème.  — Le  degré  de  V équation  finale  qui  /vf- 
sulte  de  V élimination  de  h  —  1  inconnues  entre  h  équa- 
tions est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 
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Soient,  en  effet, 

les  degrés  des  h  équations.  Le  degré  de  Téquation  finale 
qui  résulte  de  Téli  mi  nation  d'aune  inconnue  entre  les  deux 
premières  sera  égal  à  m^nit^  ainsi  que  pous  l'avons 
établi  au  n**  186  :  donc^  d'après  le  lemme  qui  précède,  si 
Ton  élimine  deux  inconnues  entre  les  trois  premières 
équations,  le  degré  de  Téquation  finale  sera  au  plus 
miiri^  X  Wj,  ou  mim^mi\  de  même,  si  l'on  élimine  trois 
inconnues  entre  les  quatre  premières,  le  degré  de  Féqua- 
tion  finale  sera  au  plus  Wi  Wj/Wj  X'W4  ou  m^m^niim^. 
Et  Ton  voit,  en  continuant  ainsi,  que  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  A  —  i  incon- 
nues entre  les  h  équations  sera  au  plus  égal  au  produit 
des  degrés  de  ces  équations. 

On  peut  ajouter  que  le  degré  de  Téquation  finale  sera 
précisément  égal  à  ce  produit,  si  les  équations  propo- 
sées sont  chacune  la  plus  générale  de  son  degré,  comme 
nous  l'avons  supposé.  On  s'en  assure  aisément  en  consi- 
dérant un  système  de  k  équations  décomposables  chacune 
en  facteurs  linéaires,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  au 
n°71. 

Développement  d^iine  Jonction  algébrique  implicite 
en  série  ordonnée  suwant  les  puissances  décroissantes 
de  sa  variable. 

268.  Les  recherches  que  je  vais  exposer  ici  font  partie 
d'un  beau  Mémoire  sur  l'élimination^  publié  par  jVJ.  Liou- 
ville  dans  le  tome  VI  du  Journal  de  Mathéméitiques. 

Soit 

(l)  M(^,  j)r=:0         OU       M=^0 

une  équation  du  degré  m  entre  deux  variables  x  et  ) .  Si 
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cette  équation  est  du  degré  m  par  rapport  à  y^  elle  aura 
m  racines  y^  qui  seront  fonctions  de  a:,  et  que  nous  nous 
proposons  de  développer  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X.  En  réunissant  les  termes  de  même  degré,  l'é- 
quation (1)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


(,)     ^/(j)+.^-.y;g)+^-./,g 


O 


y 

ou,  en  posant  -  =  m, 

(3)      «"/(w)-+-^"'/i(«}-^^'"~'/a(«)-+----=o; 

y»  /i ,  yi,  etc.,  désignent  ici  des  polynômes  dont  le  pre- 
mier est  du  degré  m\  les  autres  sont  au  plus  des  degrés 
?n  —  I,  m —  2,  etc.,  respectivement.  Dans  le  cas  le  plus 
général,  ces  polynômes  sont  précisément  des  degrés  m, 
m  —  I,  w —  2,  etc. 

Les  m  valeurs  de  a  fournies  par  Téquation  (3)  sont  des 
fonctions  de  x  qui,  pour  a:  =  oo  ,  se  réduiront  aux  m  ra- 
cines de  Téquation 

(4)  /(a)-o; 
on  pourra  donc  poser  généi-ah^menl 

(5)  «  =a  -f-  «, 

c  s'annulanl  avec-*  Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les 

racines  déiTéquation  (4)  sont  inégales,  et,  dans  tout  ce 
qui  suit,  celte  hypothèse  doit  être  maintenue.  Portons 
dans  Véqualion  (3), la  valeur  de  u  tirée  de  (5);  on  aura 

(6)  arf{^.  -h  «)  -4-  af'-'/,(a  -4-  s)  -h  J:™-'/a(a  -h  s)  -h...z=r  o. 
Développant  chaque  terme  par  la  formule  de  Taylor, 
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ayant  égard  à  l'équation  (4)^  et  divisant  par  x?~',''il  vient 

[(«x)/'(a) +/-.(«)] 


<7)    .  +_|  L__/"(a)  +  r,4:l/',  («)  +  /-,(«)  |-l-...=o; 


faisons  maintenant  x  =  <x>  dans  cette  équation,  et  dési- 
gnant par  a'  la  limite  de  ex,  il  vient 

(«)  a'/'(a)  +  ./;(a)  =  o, 

d'où 


(9) 


/  

a  =3:: 


/'(«) 


Celle  valeur  de  af  sera  loujours  finie,  car,  par  hypothèse, 
rëqualiony(a)  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

Puisque  ex  a  pour  limite  la  quanlilé  a^,  dont  nous 
venons  de  trouver  la  valeur,  on  pourra  poser 

£X  r=r  a'  -4-  s', 

d'où 

■        ,  a'        e' 

lo)  e  — --(--, 

.2?  .T 

z!  s'annuiant  avec  -•  P/ir  suite,  la  valeur  (5)  de  i£  devient 


o!       fe' 


{ I  I  )  //  --u:  a  -i-        -4- 

j:         .r 

C'est  la  série  dans  laquelle  a  se  développe,  quand  on  se 

borne  aux  deux  premiers  termes  ;  -  est  le  reste  corres- 

pondant. 

On  peut  déterminer  la  limite  du  produit  t* x  de  la 
même  manière  que  celle  du  produit  ex.  Si,  en  effet,  on 
porte  dans  Téquation  (7)  la  valeur  de  e,  lirée  de  (10), 
qu'on  multiplie  ensuite  par  x^  et  qu'on  ait  égard  à  Té- 
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qiiaiiou  (8),  îl  vient 

<.' a;)/' (a)  ^[i^ /"(«)  + a' /'.{«)+/,(«)] +E  =  o, 

en  désignant  par  E  une  somme  de  termes  qui  s'annulent 
avec  -*,  faisant  donc  a:  =  oo  ,  et  désignant  par  a"  la  li- 
mite  de  e'x,  on  a 

(ï2)     a"/'(«)  +  [7^/"(«)  +  «'/'.(«)  +/.(«)]  =  O, 

équation  qui  détermine  la  valeur  de  a^^. 

Connaissant  la  limite  a''  du  produit  ^x^  on  pourra 
poser 

OU 


«'  = 

a"        e" 

= h—, 

X            X 

(i3) 

e''  étant  une  nouvelle  quantité  qui  s*évanouit  avec-»  D'à- 

X 

près  cela,  la  valeur  (ii)  de  «<  devient 


«'  ^"  e" 

OC         a  £ 


('4)  "  =  «^-7-^3  +  35 

X  X  X 

c'^est  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  u  quand  on  se 

borne  aux  trois  premiers  termes:  -   est  le  reste  corres- 

pondant. 

On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  termes  que  l'on  vou- 
dra du  développement  de  m,  et  comme  y  =  ux^  on  aura, 
par  suite,  autant  de  termes  que  l'on  voudra  du  dévelop* 
pement  de  j^  on  a,  en  particulier, 

y  =  OLX  H-  tx y 

(i5)  .r  =  «^  +  -'-H.', 

y  z=.  CLX  -\-  9!  -\ 1 • 

«4?  «17    ■ 

I.  39 
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La  deuxième  de  ces  trois  formules  comprend  toute  la  théo« 
rie  des  asymptotes  rcctilignes;  la  courbe  représentée  par 
Téquatîon  (i),  où  a:  et  j^  désignent  alors  des  coordon- 
nées rectilignes,  a  pour  asymptote  réelle  ou  imaginaire  la 
droite  représentée  par  l'équation 

(i6)  ^  z=r  aa: -4- a'. 

La  différence  e'  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  la 
courbe  et  de  l'asymptote  est  généralement  un  infiniment 

petit  du   premier  ordre  y    en    considérant  —  lui-même 

comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

La  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  admet  aussi 
pour  asymptote  l'hyperbole  que  représente  Téquatîon 

(17)  j=:aj?-ha'H ; 

X 

mais  dans  ce  cas  la  différence  —  des  ordonnées  des  deux 

X 

courbes  est  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre  au 
moins.  La  courbe  (17)  pourrait  être  appelée  asymptote 
du  deuxième  ordre  de  la  courbe  proposée  5  et,  comme  on 
peut  pousser  aussi  loin  que  l'on  veut  le  développement 
dej^  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  x,  il  en  résultera  une  infinité  de  courbes  des 
degrés  respectifs  3,  4?  etc.,  et  qui  auront,  avec  la  courbe 
proposée,  un  asymptotîsrae  de  plus  en  plus  intime. 

On  voit  aisément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  comment  il  faudrait  modifier  la  méthode,  si 
l'équation 

avait  des  racines  égales,  contrairement  à  l'hypothèse  que 
nous  avons  faite. 
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Formation  de  V équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi^ 
nation  d^une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux 
inconnues.  Noui^elle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout.  Somme  des  racines  de  V équation  finale. 

269.  La  inéihode  que  nous  venons  d'exposer  permet 
de  former  autant  de  termes  que  Von  veut  de  l'équation 
finale  qui  résulte  de  Félimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations.  Soient  les  deux  équations  générales 

..  I  M(x,  j)=ro, 

^  (   N(:r,  x)  =  o, 

des  degrés  mein  respectivement  5  en  réunissant  les  termes 
de  même  degré,  on  pourra  les  écrire  de  la  manière  sui- 
vante : 


x»F  f -\  +  X"-'  Fi  (^  1  +  ^~'  F,  (-)+...  =  o. 


'■(S) 


fj  fiy  yi,  etc.,  sout  des  polynômes  respectivement  des 
degrés  w,  m  —  i,  m  —  2,  etc.  5  F,  Fj,  Fj,  etc.,  des  po- 
lynômes des  degrés  n,  /i  —  i ,  tî  —  2,  etc. 

Soient  j^i,  jt^...^  y^  les  valeurs  de  j^  tirées  de  la 
première  des  équations  (1)  ;  portons-les  dans  le  premier 
membre  dé  la  seconde,  et  désignons  par  V  le  produit  des 
résultats  ainsi  obtenus,  de  manière  que  l'on  ait 

(3)  V  =  N  (X,  j. )  N  (^,  ^0 . . .  N  (x,  r«); 

l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  j^  sera 

V=:o. 

On  calculera  aisément  la  fonction  V,  en  développant  en 
série,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x^  chacun 

39. 
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de  ses  facteurs,  dont  rexpression  générale  est  IS  [x^jr). 
Je  dis  même  que,  si  Ton  ne  veut  connaître  que  le  premier 
terme  de  V,  il  suffit  de  borner  les  séries  dont  nous  par- 
lons à  leur  premier  terme  ]  que,  si  l'on  ne  veut  que  les 
deux  premiers  termes  de  Y,  il  suffit  de  connaître  les  deux 
premiers  termes  des  séries,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ne  veuille  connaître 
que  le  premier  terme  de  V  ;  on  a,  en  faisant  comme  pré- 

cédemment  u=  -j 


X 


Posons  aussi,  comme  plus  haut, 


1/  =  a  -H  g, 


£  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -9  et  a  une  racine 
quelconque  de  l'équation 

/(«)=o; 


on  aura 


N  (x^  ^Y[oL^z)~^-Y,{0L^i)-^.,., 


X"^  X 


et  pour  X  =  00 , 


,i„îlifl£)=F(a), 

X"  ^      '' 


ou 

(4)  N(x,  7)=:^«F(a)-+-a:«E, 

E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  D'après 
cela,  en  représentant  par 


X 
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les  m  valeurs  de  a,  on  aura 

N(^,r.)=.r"F(a,)-ha:«E,, 


N  (x,  j«)  =  x^  F(a;„)  -4-  x^  Em, 

El,  Ej,...,  E;„  désignant  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  -•  Si  Ton  multiplie  ces  équations  et  que  l'on  ait 
égard  à  l'équation  (3),  il  viendra 

(5)  V=:x-»F(a,)F(a,)...F(a;„)-4-a:-"B, 

H  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec-» 

X 

Le  premier  terme  de  V  est  donc 

j:'»'»F(a,)F(a,)...F(a;„); 

on  pourra  l'exprimer  en  fonction  rationnelle  des  coelE- 
cients  de  F  et /i  puisque  F  (a^)  F  (at)--F(a,„)  est  une 
fonction  symétrique  et  entière  des  racines  de  l'équation 

Il  suit  de  là  que  l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation àe y  entre  les  équations  (i)  et  (a)  est  d'un  degré 
égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Remarque.  —  Si  les  coeflScients  des  équations  (i)  ont 
des  valeurs  déterminées,  et  que  ces  équations  contiennent 
la  plus  haute  puissance  de  j^,  l'équation  finale  résultant 
de  l'élimination  dey  sera  toujours  V  =  o,  et  l'on  voit  que 
le  degré  de  cette  équation  finale  sera  encore  égal  au  pro- 
duit des  degrés  des  équations  proposées,  à  moins  que  les 
équations 

/(a)  =  0,      F(a)=o 
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niaient  une  ou  plusieurs  racines  communes,   auquel  cas 
ce  degré  s'abaissera  nécessairement. 

270.  Pour  avoir  les  deux  premiers  termes  de  réquation 
finale  V  =  o,  il  faut  connaître  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  N  [x,  y)  en  série.  Pour  cela^  dans 
Téquation 

'N{x,x)  =  x^V{u)  -4- j:«-'F,  («)  -h.  ..  , 


nous  poserons 

a'        g' 

u        a  H-  -  H y 

X            X 

t' désignant  toujours  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  -» 

X 

a  une  racine  de 

et  cl'  une  quantité  que  nous  avons  calculée,  et  qui  est 
déterminée  par  l'équation 

on  aura  alors 

N  (JC,  jr)  ~  ^^  F  (a)  4-  x^-'  [a'F'(a)  4-  F,  (a)]  -h  x""-'  E, 

E  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  -•  Cette  for- 

X 

mule  donne  le  développement  de  N  [x^j]^  borné  aux  deux 
premiers  termes  ;  en  y  remplaçant  a  par  chacune  de  ses  m 
valeurs,  on  aura 

JS(:c,  j,)z=zx«F(a,)  +a:"->[a',F(a.)-4-F,(a,)]-4-j:»-«E„ 
N  (x,  y,)  =  x»F(a,)  -h  x-^  [a',  F' (a,)  +  F.  (a,)]  -4-  x"-  E,, 

I 

N  [x,  jj  1=  x«F(aJ  4-  x«-  [a;„F'(a^)  4-  F,  (a^)]  4-  a-»-'E„. 

Dans  ces  équations,  Ej,  Ej,  etc.,  sont  des  quantités  qui 
s'évanouissent  avec -5  et  a'^,  a'^,  etc.,   sont  les  valeurs 
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de  àc'  qui  correspondent  aux  valeurs  «i,  a^,  etc.,  de  a. 
Multipliant  toutes  ces  équations  et  désirant  simplement 
par  x^~*H  l'ensemble  des  termes  dont  le  quotient  par 

x^""*  s^anuule  avec  -?  on  aura 


JC 


V=*~F{a,)F(»0---F(«-) 

Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  H,  qui  est  infini- 
ment petite  avec  ->  contient  un  nombre  limité  de  termes, 

et  l'on  voit  que  le  deuxième  terme  de  V  aura  pour  coeffi- 
cient 

F(«.)F(«,)...F{«.)2) F  (a)  ' 

le  signe  \^  s'éteudant  à  toutes  les  racines  a  de  l'équation 

/(«)-o. 

D*après  cela,  si  l'on  désigne  par\^x  la  somme  des  racines 
<de  l'équation  finale  en  x,  on  aura 

Z'  =  -Z FH ' 

/  (a) 
OU,  en  mettant  au  lieu  de  a'  sa  valeur  —    ',  ,y 

/  (a) 
^  -^/'(a)F(a)        ^   F(a)* 

On  pourrait  calculer  ainsi  autant  de  termes  que  l'on 
voudrait  de  l'équation  finale  ¥  =  05  par  suite,  cette 
équation  tout  entière  :  seulement  les  calculs  deviennenl 
de  plus  en  plus  compliqués,  et  nous  devons  nous  borner 
à  ce  qui  précède. 
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271 .  An  lieu  de  porter  dans  réquation  N  =  o  les  va- 
leurs dey  tirées  de  M  =  o,  afin  d'avoir  réquation  finale 
V  =  o,  on  aurait  pu  faire  l'inverse,  porter  dans  l'équa- 
tion M  =  o  les  valeurs  de j^  tirées  de  N  =  o  5  mais  alors 

on  aurait  eu  une  autre  expression  de  la  somme  2<a^  des 

racines  de  l'équation  finale,  que  l'on  peut  écrire  sans 

faire  de  nouveaux  calculs.  Il  est  évident,  en  effet,  que 

l'on  aura 

^     _y^F.(6)/-(6)       y./ (6) 

^•^-^  F'(6)/(6)        -^/(6)' 

les  sommes  du  second  membre  s'élendant  à  toutes  les  ra- 
cines 6  de  réquation 

F(6)  =  o. 

En  égalant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  ^o:,  on  obtient 

y  /(a)r(a)  _  y  F\_(a]  _  y  F.(6)/-(g)  _  ^  /(6) 
-i/'(a)F(a)        ^  F(a)-^  F'(6)/(6;         ^/{§)' 

les  sommes  du  premier  membre  étant  relatives  aux  ra- 
cines a  de  f((x)  =  o,  celles  du  second  aux  racines  6  de 
F  (6)  =  o.  Dans  cette  formule,  qui  exprime  un  théorème 
d'analyse,  y  cl  F  désignent  des  polynômes  quelconques, 
qui  n'ont  pas  de  racines  égales,  ni  de  racines  communes; 
fi  et  Fj  désignent  aussi  des  polynômes  quelconques,  mais 
de  degrés  respectivement  moindres  que  y  et  F. 

Supposons  que  le  polynôme  F  soit  égal  à  yi,  et  que  Fi 
soit  identiquement  nul*,  l'équation  précédente  se  ré- 
duit à 

V  !li^)  _       VF(6) 


ou  même  à 


2 
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puisque  chaque  terme  du  second  membre  est  nul,  le 
signe  ^  étant  relatif  aux  racines  de  F  (-6)  =  o.  Dans 

l'équation  précédente,  le  signe  \|  s'étend  aux  racines 

a  de /(a)  =  o,  et  F'  désigne  la  dérivée  d'un  polynôme 
quelconque  F  de  degré  inférieur  à  J^]  par  conséauent, 
F' est  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  ^ ♦ 
La  formule  précédente  résulte  aussi,  comme  nous  Tavons 
vu,  de  celle  qui  donne  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples. 

Dé\^eloppement,  en  séries  ordonnées  suwant  les  puis- 
sances  décroissantes   de  la   "variable^   de  plusieurs 
fondions  algébriques  définies  par  autant  d^équa- 
lions. 

272.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  peut 
être  aisément  généralisée,  et  étendue  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  d'équations. 

Soient 

(l)  M(a:,  /,  z)  — o,      ^[x,  X,  z)  =  o 

deux  équations  générales  des  degrés  m  et  n  respectivement 
entre  les  trois  variables  x^  j^  z\  la  première  x  étant  con- 
sidérée comme  indépendante,  les  deux  autres  j^  et  z  en 
seront  des  fonctions.  En  réunissant  les  termes  de  même 
degré,  les  équations  (i)  pourront  s'écrire  delà  ma^nière 
suivante  : 


"x"F    (■^,  -\-f-ar"-' F,  f-^,  -1  +...=:  o 
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r  s 

ou,  en  posant  -=  u,  -  =  j^, 

y  et  F  sont  des  polynômes  des  degrés  m  et  tî  respective- 
ment, entre  les  variables  a  et  1^5  /i  et  Fj  sont  respecti- 
vement des  degrés  m  —  i  et  «  —  i,  et  ainsi  des  autres. 

En  vertu  des  résultats  précédemment  obtenus,  le 
nombre  des  solutions  communes  (u,  i^)  aux  équations  (3) 
est  mn^  ainsi  que  le  nombre  des  solutions  communes 
(a,  6)  aux  équations 

(4)  /(a,6)  =  o,      F(a,6)  =  o; 

et  les  mn  systèmes  de  solutions  communes  des  équa- 
tions (3)  se  réduiront,  pour  x  =  00  ,  aux  mn  systèmes  de 
solutions  communes  des  équations  (4).  On  pourra  donc 
poser  généralement 

(5)  «una-l-e,      ç  =  ^-hrif 

e  et  yj  désignant  des  quantités  qui  s'annulent  avec  -•  Ces 

quantités  sont  d'ailleurs  les  restes  des  séries  dans  les- 
quelles w  et  i^  se  développent  quand  on  borne  ces  séries  à 
leur  premier  terme.  Pour  calculer  les  limites  des  pro- 
duits ex,  Y)X^  nous  suivrons  la  même  marche  qu'au 
n**  268.  En  portant  dans  les  équations  (3)  les  valeurs  de  a 
et  ^^5  tirées  de  (5),  et  ayant  égard  aux  équations  (4),  on  a 

x^(s-j^-hn  ^  +  '-)  -f-x"-' [/.(a,  6) -+-...] -4-  ...  =0, 

a;"     e  --  4-  yj  — r  +•••  I  -^-  ^       [^i  (a,  6)  -h. .  .1  4-  .  .  .  z=  o. 
\    doL  d^  } 

En  divisant  ces  équations  respectivement  par  x""*  et 
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x"~*,  faîsint  ensuite  x  =  ac  .  et  pc«5.iiit 

on  obtient 

\^di-'dï--^-*^ 

(6) 

d^oà  Ton  tire  les  Taleors  soirantes  de  a'  et  o'  : 


(7) 


1 


.//./F 
dx  d^ 

dF 
■^'dx 

d/dF 
d^  dx 

df  dF 

dfdF 

dx  d^ 

d^  dx 

En  désignant  par  e'  et  x'  de  nouvelles  quantités  infiniment 

I 
petites  avec  -j  on  pourra  poser 

ex  =3  a'  -+-  c',      >îx  —  6'  -h  «', 

et,  par  suite, 

U=:  x-\ H »       pirrSH 1 ; 

XX  XX 

on  aura  ainsi  les  deux  premiers  termes  des  séries  dans 
lesquelles  ii  et  i^,  ou  j^  et  z,  peuvent  se  développer,  et  Ton 
voit  aisément  qu'on  pourra,  de  la  même  manière,  obtc- 
nir  les  termes  suivants. 

Cette  méthode  s* applique,  quel  que  soit  fx,  au  cas  de 
[i —  I  équations  entre  (i  variables,  pourvu  qu'on  écarte, 
comme  nous  l'avons  fait  jusqu^ici,  en  raisonnant  sur  des 
équations  générales,  quelques  cas  particuliers  qui  peuvent 
se  présenter. 
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Formation  de  V équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi" 

nation  de  deux  y  trois,  etc,^  inconnues  entre  trois  ^ 

quatre,  elc,  équations.  Nouvelle  démonstration  du 

théorème  de  Bezout,  Somme  des  racines  de  V équation 

finale, 

273.  On  peut,  par  l'analyse  précédente,  former  autant 
de  termes  que  Ton  veut,  de  l'équation  finale  qui  résulte 
de  Téliminalion  de  deux,  trois,  etc.,  inconnues,  entre 
trois,  quatre,  etc.,  équations. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  équations  générales 

(i)       U[x,y,z)  —  o,     N(jr,jr,z)  =  o,     P  (a:,  ^,  «)  =0, 

des  degrés  m,  /i,  p  respectivement,  entre  trois  inconnues 
Xy  y^  Z]  en  réunissant  les  termes  de  même  degré,  ces 
équations  seront  : 


\.V       X  ] 


+  ^-'/i  (-» -)  -f-...  =  o, 

X       X 


\x     x]  \x     xj 

XP(0    (  -  5   -  I    -f-  X/'-'©,     (  — ,    -  )    -h.  .  .Zl=0. 

\x     xj  \x     xj 

y,  F  et  cf  sont  des  polynômes  des  degrés  m^  n^  p  respec- 
tivement, par  rapport  aux  deux  variables  qu'ils  renfer- 
ment^ yi,  Fi,  Çi  sont  respectivement  des  degrés  m  —  i, 
n  —  I ,  p  —  I ,  et  ainsi  de  suite. 
Désignons  par 

les  mn  systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  pre- 
mières des  équations  (i),  et  posons 
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l'équation  finale  résoltant  de  rélîminatîon  de  j*  et  z  entre 
les  équations  (i)  sera 

V  =  o, 

et  c'est  cette  équation  qu'il  s'agit  de  calculer.  On  y  par- 
viendra en  développant  en  série  chacun  des  facteurs 
P(x,  j",  z)  de  V,  et  il  suffira  de  connaître  autant  de  termes 
da  développement  de  P  qu'on  en  veut  avoir  dans  Y.  Nous 
nous  bornerons  ici,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas 
de  deux  équations,  à  calculer  les  deux  premiers  termes 
de  Y,  ce  qui  suffit  pour  connaître  le  degré  et  la  somme 
des  racines  de  l'équation  finale. 

On  a,  en  faisant,  comme  précédemment,  —  =  ii,  -  ==  »/, 

et,  si  Ton  pose 
il  vient 

E  s'annulant  avec  -9  ainsi  que  £  et  7;.  En  mettant  dans 

l'équation  précédente,  à  la  place  de  x  et  j-,  leurs  mn  va- 
leurs, il  vient 

P  (-^,^1,  *.)  =  ^''^[^xy  6,)  -h  XP  E», 


El,  Es,...,  E,«A  étant  des  quantités  infiniment  petites  ^vec 
-•  Enfin,  en  multipliant  toutes  ces  équations,  on  a  la  va* 

X 

leur  suivante  de  V, 

V  =  x-v^  (a„  6,)<i)fa„  60-  •  •?  (»«.*  6«,)+  x-VU, 
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OÙ  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  —  •  Le  pre- 
mier  terme  de  V  est  donc 

Il  suit  de  là  que  le  degré  de  Téquation  finale  qui  résulte 
de  l'élimination  de  ^  et  z  entre  les  trois  équations  (i) 
est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations,  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
Bezout. 

Si  l'on  veut  obtenir  les  deuv  premiers  termes  de  l'équa- 
tion finale  V  =  o,  il  est  nécessaire  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  du  développement  de  P  {x^y^  z)  eu  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Pour 
cela,  dans  Téquation 

nX)us  poserons 

a'        s' 
U  =  (l-\ 1 , 

X  X 

P=:6  H 1 > 

X  X 

t'  et  W  désignant  toujours  des  quantités  qui  s'évanouissent 
avec  -9  a'  et  6'  des  quantités  déterminées  par  les  équa- 


X 

tions 


a'— -f-e'— -f-F.  =  o. 

CiOL  (10 


La  valeur  de  P  (a",  /,  z)  pourra  alors  s'écrire  de  la  ma- 
nière suivante  : 
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en  désignant  par  E  une  quantité  qui  s'annule  avec  -*,  on 
aura  donc 

P(x,j„z,)=iJ7/'ç(a„  6.) 

9 

+ "^'  \<.  2r  ^  ^-  li-^f'  ("""'  ^--A  "*"  •"'''  ^"■^' 

Uans  ces  équations  nous  avons  mis,  pour  abréger,  -j^»  etc., 

à  la  place  de  -      ,  " — ^9  etc.:  a' ,  a' ,  etc.,  désignent  les 

«ai 

valeurs  de  a'  qui  correspondent  aux  valeurs  «j,  «j,  etc., 
de  0L\  enfin,  Ei,  E»,  etc.,  sont  des  quantités  infinimeni 

petites  avec-'  En  multipliant  toutes  ces  équations,  on 

aura  la  valeur  suivante  de  V  : 

H-  ^"Z»-'  <p  (a„  6.) .  .  .,p  («;„„,  ^J)  2 ^^ ^h^) ^~ 

OÙ  H  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec  -^  et  où  le 

signe  \^  s'étend  a  toutes  les  solutions  communes  (a,  6) 
des  deux  équations 

/(a,e)  =  o,      F(a,  6)rrzO. 

Le  second  terme  de  V  est  donc 

a'  —  -f-  6'  —  -4-  (?, 


j:""'/^'«p(a„6,).  .  .ç(a„„,6^)  ^^ 


? 
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et  si  l'on  désigne  par  V  x  la  somme  des  racines  de  Téqua- 
tîon  finale  V  =  o,  on  aura 


y^  -^       (la.  d^ 


En  remplaçant,  dans  celte  formule,   a'  et  6'  par  leurs 
valeurs  écrites  plus  haut,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

A   a,  6)=—  -|—  --^-   , 
^        '        da.   d^        doL  d^ 

dfdY       dYdf 

^^"'^'-Tadë-d^Tfé' 

on  aura  cette  expression 

OÙ  les  sommes  du  second  membre  sont  relatives  à  tous  les 
systèmes  de  solutions  communes  aux  deux  équations 

/(a,6)=:o,      F(a,6)z=zo. 

Le  calcul  des  deux  premiers  termes  de  Téquation 
finale,  qui  résulterait  de  Télimination  de  |:ji  —  i  incon- 
nues entre  a  équations,  n'offrira  pas  plus  de  difficulté, 
quel  que  soit  |ut,  que  dans  les  deux  cas  particuliers  qui 
ont  été  développés  5  la  marche  à  suivre  est  toujours  la 
même,  et  Ton  peut  considérer  comme  générale  la  nou- 
velle démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème 
de  Bezoul  pour  les  cas  de  deux  et  de  trois  équations. 

Démonstration  d'une  formule  de  Jacobi. 

274.  Pour  obtenir  l'équation  finale  V=  o,  nous  avons 
porté,  dans  la  troisième  des  équations  données,  les  valeurs 
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dey  et  de  z,  tirées  des  deux  premières  ^  mais  on  aurait  pu 
opérer  de  deux  autres  manières  dillérentes  :  par  exemple, 
en  portant  dans  la  première  équation  les  valeurs  de  y . 
et  de  z^   tirées  des  deux  dernières,  on  aurait   obtenu 

une  expression  différente  de  ^  a:,  qui  peut  évidemment 

être  tirée  de  celle  déjà  trouvée,  en  changeant  l'une  en 
l'autre  /  et  cj,  /i  et  (f^,  etc.  On  a  donc 

2    _  _\M1lD      vy.(7>^)B(7>^)+y.(7>^)C(7>^) . 

mais  ici  les  sommes  qui  figurent  dans  le  second  membre 
sont  relatives  aux  solutions  communes  des  équations 

Egalons  les  deux  valeurs  trouvées  pour  V  a:,  et  suppo- 
sons que  les  polynômes  Fi  et  /i  soient  identiquement 
nuls;  on  aura 

2yi(«,  g)  _v^yi(7»^)^(7>^) 

en  se  rappelant  que  le  signet*  s'étend,   dans  le  premier 

membre,  aux  solutions  communes  de/(a,  6)=o, 
F(a,  S)  =  o,  et,  dans  le  second  membre,  aux  solutions 
communes  de  F(7,  J)  =  o,  ^(y,  S)  =o.  On  peut,  dans 
cette  formule,  considérer  les  polynômes  J'j  F  et  cf  comme 
absoiuQient  arbitraires;  et,  quant  au  polynôme  cpt?  il 
n'est  assujetti,  par  notre  analyse,  qu'à  la  seule  condition 
d'être  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  (f.  Supposons 

la  somme  du  second  membre  de  Féquation  précédente 
I.  4o 
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sera  alors  relative  aux  solutions  communes  des  deux 

équations 

F(y,^)=ro,     C(y,d^)=o, 

et,  par  conséquent,  chacun  de  ses  termes  sera  identique- 
ment nul.  On  aura  donc 


2 


?i(«>^)  ^Q 


C(a,6) 

ou 

df/^_rfF  </*""' 
doL  d^        doL  d^ 

le  signe  Vs'étendant  aux  solutions  communes  des  deux 
équations 

/(a,6)z=0,       F(cr,ê)=r:0. 

Cette  formule  remarquable,  où  ^ i  désigne  un  polynôme 

quelconque  de  degré  inférieur  à  celui  de  —  —  —  "T"  3g' 

est  Textension  de  celle  que  nous  avons  démontrée  au 
n°217  et  que  nous  avons  rencontrée  de  nouveau  au  n*'  271 . 
Elle  a  été  démontrée  pour  la  première  fois  par  Jacobi,  et 
M.  Liouville  y  a  été  conduit  naturellement  comme  nous 
venons  de  le  faire  voir,  dans  ses  recherches  sur  l'élimi- 
nation. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  une  question 

de  Géométrie, 

275.  M.  Liouville  a  déduit  des  résultats  qui  précèdent 
la  démonstration  d'un  théorème  curieux  de  Géométrie 
que  nous  allons  présenter  ici  : 

Théorème.  —  Si  Von  mène  à  une  courbe  algébrique 
la  série  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée^ 
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le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact 
sera  indépendant  de  cette  direction. 

Soît 

M(a:,jr)z=zo 

l'équalion  d'une  courbe  algébrique  ;  les  coordonnées  réelles 
ou  imaginaires  des  points  de  contact  de  cette  courbe  avec 
les  tangentes  parallèles  à  la  droite  y  =  ax  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

(,)  M  =  o,      —-^a  —  =  o. 

Si  l'on  pose  -  =  m,  et  qu'on  représente  la  courbe  par 

l'équation  cf  (a:,  u)  =  o,  les  coordonnées  x  et  n  seront  les 
solutions  communes  aux  deux  équations 

,        .  do       a  —  u  da 

Soit  donc,  conformément  aux  notations  du  n°  268, 

•^{x,  II)  =  x"'/{n)  H-  u.—'/;  i^u)  + .  .  .  , 

/i  fi  )  etc. ,  désignant  des  polynômes  des  degrés  nt , 
m  —  I,  etc.  ]  on  aura 

d(D 

-1  izz  mx'"-'  f(u)  -I-  [m  —  Oa:"»-'/,  («)+..., 


du 

et,  par  suite, 

do        a  —  u  do  .  „  /    »  ^  /    V 

dx  X       du  ^  ^    ^ 

en  faisant,  pour  abréger, 

/  F  (//)  =  /;//(//) -4- (./-«)/'(!/), 

4o. 
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F(tt),  Fi  (u),  etc.,  sont  des  polyDÔmes  des  degrés  m  — i, 
m  —  2,  etc.  5  car  dans  F  (m),  par  exemple,  les  deux  termes 
du  degré  le  plus  élevé,  qui  proviennent  de  f7if(u)  et 
de  (a  —  w)/^'(")?  se  détruisent  évidemment*,  et  la  même 
chose  a  lieu  pour  Fi(m),  etc. 

L'équation  finale  qui  résulte  deFélimination  de  j^enti^ 
les  équations  (i)  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  li  entre 

a:'"/{u)  4-  ^"-'/.  (a)  4- O  , 

.r'"-'  F  (u)  -}-  X'"-'  F,  (a)  -h  . .  .  =:  o  . 

Si  donc  on  désigne  par  ^^x  la  somme  des  racines  de 
l'équation  finale,  on  aura  (n°  269) 

^-"■2i — "Fw — ' 

le  signe  ^  s'étendant  dans  le  second  membre  aux  racines 
de  Téquation 

et  a'  étant  une  quantité  déterminée  par  l'équation 

Pour  avoir  l'expression  de  Vxen  fonction  des  quantités 

données/',  yi,  elc,  différentions  la  première  des  équa- 
tions (2)  ;  on  aura 

(3)  F'(«)=  («-  !)/'(«)  -'r-  (a  -  «)/"(«). 

Les  équations  (p)  et  (3)  donnent  ensuite 

a'  F'  (a)  -1-  F,  (a)  =:  (m  -  i)  [a'/'  (a)  -f-/.  (  a)] 
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OU,  comme  la  quantité  c/J J^  [a)  -r-fx  (a)  est  nulle, 

(4)  a'r(«)  +  F,(«)  =  (^^a)[a'/''(a)-4-/;(a)]. 

On  aura  aussi,  en  faisant  uz=.cl  dans  la  première  des 
équations  (2),  et  en  remarquant  que /'(a)  est  nulle, 

(5)  F  («)^  («-«)/'(«). 
Des  équations  (4)  et  (5)  on  tire 

a'r(«)+F.fa)  _  «'/"(«)+/.'(«) . 
F(a)  -"  r(a)       "      ' 

par  suite,  la  valeur  de  ^^a:  est 

a'/"fa)4-/;(a) 


2'=-2 


r(a) 


et  on  voit  qu'elle  est  indépendante  de  a.  La  somme  des 
distances  à  l'axe  desj^  des  points  de  contact  de  notre  courbe 
avec  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée  est 
donc  indépendante  de  cette  direction  ;  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé,  car  l'axe  des  y  est  une  droite  quel- 
conque située  dans  le  plan. 

La  démonstration  précédente  semble  en  défaut  lorsque 
l'équation y(a)  =  o  a  des  racines  égales;  pour  montrer 
que  les  conclusions  sont  cependant  exactes  dans  ce  cas, 
on  peut  employer  un  raisonnement  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage.  Il  suffira  de  changer  infiniment  peu  les  coef- 
ficients do  fy  de  manière  que /"(«)=  o  n'ait  plus  de 
racines  égales,  et  de  supposer  ensuite  ces  changements 
nuls  :  on  aura  une  courbe  infiniment  peu  différente  de  la 
proposée,  et  pour  laquelle  le  théorème  aura  lieu  5  d'où 
Ton  peut  conclure  qu'il  a  lieu,  h  la  limite,  pour  la  courbe 
proposée  elle-même. 

276.  Le  théorème  précédent  conduit  à  quelques  consé- 
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quenees  intëressantes.   Désignons  toujours  par  ^l^  '^ 

somme  des  abscisses  des  points  de  contact  d'une  courbe 
algébrique  avec  les  tangentes  qui  font  l'angle  Gt>  avec  la 
direction  des  x  positives,  et  faisons  varier  co  de  sa  diffé- 
rentielle don]  comme  \^jr  ne  dépend  pas  de  cet  angle, 


on  aura 

=  o. 


Mais,  en  désignant  par  ds  Tare  infiniment  petit  qui  a 
pour  projection  dx,  on  a  dx=  dscostù  ;  par  suite,' 

^^dscos(ti  =  o^     ou     y  ■j-'  —  o, 

ds 
puisque  cosot)  et  ^co  sont  constants,  —  est  la  valeur  du 

rayon  de  courbure  p  ;  on  aura  donc 

2p=o, 

les  rayons  p  étant  pris  avec  un  signe  convenable  5  on  aura 
aussi 

p*  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  développée,  et 
ainsi  de  suite. 

En  outre,  si  ^  et  u  représentent  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (^,  j^),  on  a 

a:=:Ç  —  psinw,      y  z=\)  -h  pcostù'y 

donc,  en  ayant  égard  aux  formules  précédentes,  on  a 
encore 
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c'est-à-dire  que  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  contact  d'une  courbe  algébrique  avec  la  série 
des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction  est  le  même 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  centres  de  cour- 
bure correspondants. 

277.  M.  Liouville  a  également  donné  dans  son  Mémoire 
la  démonstration  du  théorème  suivant,  qui  est  analogue 
au  précédent. 

Théorèice.  —  «Si  Von  mène  à  une  surface  algébrique 
la  série  des  plans  tangents  parallèles  à  deux  directions 
fixes^  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de 
contact  sera  indépendant  des  deux  directions  données* 

Si 

M(jî,j,  z)  =  o 

est  l'équation  d'une  surface  algébrique,  les  coordonnées 
des  points  de  contact  de  cette  surface  avec  les  plans  tan- 
gents parallèles  au  plan  qui  a  pour  équation 

zz=:ax  -\-  by-y 

seront  données  par  les  trois  équations 

dU         c/M  dU       ^  //M 

M  =  0,        -; hû-7-=0,       — hO---mO. 

dx  dz  dy  dz 

Il  suffit,  pour  établir  le  théorème  qui  vient  d'être  énoncé, 
de  calculer  la  somme  des  racines  de  Téquation  finale  qui 
résulte  de  l'élimination  de  deux  inconnues  entre  les  trois 
équations  précédentes.  En  suivant  la  marche  que  nous 
avons  tracée,  on  trouvera  que  cette  somme  est  indépen- 
dante de  a  et  de  h.  Ce  calcul  ne  présentant  aucune  dif- 
ficulté, nous  nous  dispenserons  de  le  présenter  ici,  et 
nous  renverrons,  pour  plus  de  détails,  au  Mémoire  de 
M.  Liouville.  On  y  trouvera,  du  reste,  un  grand  nombre 
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de   conséquences  intéressantes  que  nous  ne  pourrions 

développer  sans  sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes 

imposées. 

« 

Sur  r élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations 
dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  particulières  quel- 
conques, 

278.  Nous  avons  fait  ôonnaitre,  dans  le  Chapitre  P' 
la  méthode  fondée  sur  la  théorie  des  fonctions  symétri- 
ques, pour  former  l'équation  finale  qui  résulte  de  Télimi- 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équations  \  nous  avons 
démontré  ensuite  que  le  degré  de  1  équation  finale  relative 
à  deux  équations  générales  des  degrés  m  et  w' respective- 
ment est  précisément  égal  à  mn^  et  que,  dans  aucun  cas, 
ce  degré  ne  peut  surpasser  le  produit  des  degrés  des  équa- 
tions proposées.  Nous  sommes  revenu  sur  cette  question 
dans  le  présent  Chapitre  ;  mais,  à  Tégard  des  équations 
particulières,  nous  nous  sommes  borné  encore,  comme 
nous  Favions  fait  précédemment,  à  assigner  la  limite  que 
ne  peut  dépasser  le  degré  de  Téquation  finale.  Nous  allons 
indiquer  ici,  d'après  M.  Mindîng,  un  moyen  simple  de 
déterminer  avec  précision  le  degré  de  Téquation  finale 
relative  à  deux  équations  quelconques  données  (*). 

Cas  particuliers  du  développement  d\ine  fonction  algé- 
brique implicite  en  séiie  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  sa  variable, 

279.  Soit 

(i)  M(a:,j)=:o 

une  équation  entre  les  deux  variables  x  el  y.  Les  racines 

(*)  Une  traduction  du  Mémoire  de  M.  Minding  a  été  publiée  dans  le 
torao  VI  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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y  sont  des  fonctions  de  x^  et  si  Téquation  est  complète, 
chaque  racine,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  268,  peut  être 
développée  dans  une  série  de  la  forme 


et  OL 


y  zzr.  CLX -\- a!  A ! -4-.     ., 


X  x^ 


en  sorte  que,  dans  le  cas  général,  les  racines  y  d'une 
équation  à  deux  variables  x  et  y  sont  du  premier  degré 
par  rapport  à  a:  (^).  Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi, 
lorsque  Téquation  que  Ton  considère  manque  de  quel- 
ques termes.  Nous  allons  indiquer  un  procédé  pour  trou- 
ver généralement  les  degrés  des  racines  y  de  réquatiou  (  i), 
et  pour  former  les  développements  de  ces  racines  en  sé- 
ries ordonnées  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
En  ordonnant  Téquation  (i)  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  y^  nous  récrirons  de  la  manière  sui- 
vante : 

(2)     A  j"'  -4-  A,  j"''  4- .  .  .  +  Ai/"*  -f- . .  .  -f-  A,-y"'  -4-  A|+:  =  o , 
et  nous  désignerons  par 

les  degrés  des  coefficients 

A»    A|j    Aj,.*.,    Aj(,.*.,    A|)    A/4.1  ) 

qui  sont  des  fonctions  entières  de  x. 

Cela  posé,  désignons  par  r  un  exposant  indéterminé, 
par  u  une  nouvelle  variable,  et  faisons 

y  z=z  uaf\ 


(*)  On  dit  qu'uno  fonction  y  de  x  est  du  degré  /-,  lorsque  le  quotient 

y 
-^  n'est  ni  nul  ni  infini  pour  or  =  ce  . 
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l'ëquation  {2)  devient 

(3)    Ax'"''u'^-{-  A,.r«i'*a'«'-*-  .  . .  H-Aiar^/a^i-f-  .  .  .  4-A,>.,  =  0, 

OU,  en  divisant  par  Ax^'', 


— u^-h.^.-i T- 

A  A 


(4)    «     H T M      H-...H U'-h.^.-i T =0; 


dans  cette  équation,  les  degrés  relatifs  à  x  des  coefficients 
des  termes  qui  suivent  le  premier  sont  respectivement 

(5)  \-— .    ; 

Désignons  par  p^  le  plus  grand  des  nombres 

/w  —  /7I,  w  —  //îjt  /w  —  /w/  m 

et  supposons  que  ^- ^  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont 

égaux  à  pi.  Si  l'on  fait  r=  pi,  quelques-uns  des  nom- 
bres (5)  seront  nuls,  mais  tous  les  autres,  et  en  particu- 
lier ceux  qui  suivent  le  A'^"»*,  seront  négatifs  5  en  sorte 
que,  pour  a:  =  00  ,  T  équation  (4)  prendra  la  forme 


u   4-   . .  -4-  B*  a  ^  =  o ,     ou     II  f'  f{u)  =  o , 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier 
d'entre  eux  B;t  étant  différent  de  zéro.  Cette  équation  (6) 
a  mj,  racines  nulles,  et  m  —  mj,  racines  finies  et  différentes 
de  zéro.  Il  s'ensuit  que,  parmi  les  racines  j  de  l'équa- 
tion (2),  il  y  en  a  m;t  dont  les  degrés  sont  inférieurs  à  jOj, 
et  m  —  mi  dont  les  degrés  sont  égaux  à  p^.  En  outre,  les 
premiers  termes  des  séries  qui  représentent  ces  dernières 

racines  sont  égaux  aux  diverses  valeurs  de  a  x     quand  on 
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prend  successivement  pour  a  chacune  des  racines  de 
l'équation 

Cherchons  maintenant  les  premiers  termes  des  séries 
qui  représentent  les  mj,  racines  y  de  degré  inférieur  à  pj. 

En  divisant  l'équation  (3)  par  Aja:'"*'^,  elle  devient 


H u  *'+...  H ; =  O  ; 

A*  A* 

les  coefficients  des  termes  qui  précèdent  u*^  ont  pour 
degrés 

—  (/??*_,  —  mu)  (  — ^^^  —  r\ 

\wi_,  —  nik         ] 

et  ceux  des  termes  qui  suivent  u^  ont  pour  degrés 


r  j  j  •  •  •  > 
(8) 


j(/»*-«i..)(£^ 


Désignons  par  pi  le  plus  grand  des  nombres 

—  ,  .  .  «  5         — __^  1  •  •  •  9  '  '    '       •    *i 


nik  —  //i/t-Hi  lUk  —  mv  III  k 

et  supposons  que  — —  soit  le  dernier  de  ceux  qui  sont 

égaux  à  jD|.  U  est  aisé  de  voir  que  p%  est  plus  petit  que  p^. 
En  elFet,  on  a,  par  hypothèse, 

— P«9      "ir  ^9^^ 

m  —  mk       '  m  —  my       ' 
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et  Ton  en  déduit 

fAiK  —  f**     ^  ^ 

r :r-<P'»    ^"    p2<pi. 

Si  Ton  fait  /*=  pi,  les  nombres  (9)  sont  nuls  ou  négatifs, 
et  en  particulier  tous  ceux  qui  suivent  le  (A' — ^J««'««  sont 
négatifs.  On  voit  aussi  que  tous  les  nombres  (8)  sont  né- 
gatifs 5  car  si  g  est  <:^  A,  on  a,  par  hypothèse, 

.'_6 L,  zrr    OU    <  p,       aVCC *^-  z=.  ûj  , 

/W  —  ///^  '  //l  —  /??4  * 

d'où 

iîiZlik  ^  „„  >  p,     et     iiZlf±_p,>o. 

D'après  cela,  si  l'on  y  fait  /*  =  pî  et  a:  =  00  ,  l'équa- 
tion {7)  prendra  la  forme 

(10)        lA  4-  .  .  .  -f-  Bit/  "***'  =:  O  ,       OU       /t*"*'/!  ( « )  =  O  , 

les  coefficients  B  ayant  des  valeurs  finies  et  le  dernier  B^/ 
étant  diflerent  de  zéro.  Cette  équation  (10)  a  my  racines 
nulles  et  ni), —  my  racines  finies  et  différentes  de  zéro.  Il 
s'ensuit  que,  parmi  les  racines  j-  de  l'équation  (2),  il  y 
en  a  mi,i  dont  les  degrés  sont  inférieurs  à  pj,  et  m^j  —  m^/ 
dont  les  degrés  sont  égaux  à  pj.  En  outre,  les  premiers 
termes  des  séries  qui  représentent  ces  dernières  racines 

sont  égaux  aux  valeurs  de  ax  '  quand  on  prend  succes- 
sivement pour  a  chacune  des  racines  de  l'équation 

En  continuant  ainsi  on  déterminera  les  premiers  termes 
des  séries  qui  représentent  les  niit  racines  de  degré  infé- 
rieur à  ps.  Ce  que  nous  avons  dit  suffit  évidemment  pour 
établir  le  théorème  suivant  : 
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Théorème.  — Étant  donnée  V équation 

A'"       ■         »  ""l        .  .         A  '".       I         A 

/    -HA.j     -4-..    -f- A/j  ^  H- A/+,  rno, 

ordonnée  par  rapport   aux  puissances  décroissantes 
de  jy  et  dans  laquelle  les  coejîcients 

A  j    Ai  )    Aj  j  .  .  .  y    A|^| 

sont  des  fonctions  entières  de  x  ajant  respectiv^ement 
pour  degrés 

si  p,  désigne  le  plus  grand  des  nombres 

/*«   —  /*  f*2  —  /*  f'-'  +  l    —   f* 


w  —  nii       m  —  nti  m 


et  que ^  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 

'       m  —  mk 

est  p,5  r équation  proposée  aura  ni  —  m*  racines  de 
degré  p,,  et  si  k  est  <^  /  -H  i ,  /e^  mj.  autres  racines  seront 
de  degré  inférieur  à  p^.  Si,  en  second  lieu,  p,  désigne  le 
plus  grand  des  nombres 

fA*4.,  —  llk  /A*+i  —    p*  Pi4-I  P* 

> 3  •  •  •  î         » 


ef  (jue —  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 

'        mk  —  mu 

est  p,,  V équation  proposée  aura  m^  —  m^f  racines  de 
degré  p,,  ei  si  h!  est  -c^i-H  i,  les  my  autres  racines  5e- 
ront  de  degré  inférieur  à  p^.  Si,  en  troisième  lieu,  pa  dé' 
signe  Iç  plus  grand  des  nombres 

my  —  /;ii/+,        my  —  mv^-i  '  m^ 

et  que  — —  soit  le  dernier  de  ceux  dont  la  valeur 

my  —  mk'f 

est  ps,  V équation  proposée  aura  m^t  —  niyi  racines  de 
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degré  p^ ,  et  si  h"  est<^i+i^  les  myt  autres  racines  seront 
de  degré  inférieur  à  p^.  Et  ainsi  de  suite. 

Quand  on  aura  trouvé  les  premiers  termes  des  séries 
qui  représentent  les  diverses  racines  j^  de  Téqualion  pro- 
posée, on  obtiendra  aisément  et  de  la  même  manière  au- 
tant de  termes  qu'on  voudra  de  ces  séries.  Considérons, 

par  exemple,  une  racine  dont  le  premiei*  terme  soit  ax^, 
on  posera 

si  la  proposée  n'a  quWe  seule  racine  dont  le  premier 

terme  soit  ao:^,  la  transformée  en  z  n'aura  qu'une  seule 
racine  de  degré  inférieur  à  p,  et  si  la  proposée  a  plusieurs 

racines  ayant  ax^  pour  premier  terme,  la  transformée 
aura  un  pareil  nombre  de  racines  de  degré  inférieur  à  p.  On 
trouvera  les  premiers  ternies  de  ces  racines  de  l'équation 
en  2,  comme  on  a  trouvé  les  premiers  termes  des  racines 
de  l'équation  en  y  ^  on  connaîtra  ainsi  les  deux  premiers 

termes  des  racines  de  l'équation  en  y  qui  ont  «or  pour 
premier  terme.  Et,  en  suivant  la  même  marche,  on  cal- 
culera autant  de  termes  que  l'on  voudra  des  racines  de 
l'équation  en  y. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  trouver  les  degrés  des 
racines  y  de  l'équation 

nous  désignons,  avec  Bezout,  par  la  notation  (x,  [x)  un 
polynôme  en  x  du  degré  fz. 

D'après  le  théorème  que  nous  venons  d'établir,  il  faut 
d'abord  former  les  nombres 


—  2,        -»        —  -^5        —  7î 


4  5 

3 
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dont  le  maximum  est  -^  le  dernier  nombre  égal  à  ce 
maximum  occupant  le  deuxième  rang,  Téquation  pro- 
posée a  deux  racines  de  degré  -•  Pour  avoir  les  degrés 

des  autres  racines,  il  faut  former  les  nombres 

5 
-5,     -3,     -3, 

5 
dont  le  maximum  est  —  ^  ^  le  seul  nombre  égal  à  ce 

maximum  occupant  le  troisième  rang,  l'équation  pro- 

5 
posée  a  trois  racines  du  degré  —  -5  • 

Foimation  de  V équation  finale  qui  résulte  de  Vélimi^ 
nation  d'une  inconnue  entre  deux  équations  quel^ 
conques  à  deux  inconnues, —  Détermination  du  degré 
de  l* équation  finale. 

280.  Soient  les  deux  équations 

(i  )     M  [x,  y)  ^  Aj"  -f-  ko""  -4-.  .  .  +  Aix"'  "+-  A/4-.  =0, 

que  nous  supposons  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  j^,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  A, 
Al , ...  y  B,  Bi  y  • . .  sont  des  fonctions  entières  de  .x.  Il 
s^agit  de  former  Téquation  finale  qui  résulte  de  Félimi- 
nation  Ae  y. 

Désignons  par  yt ,  ^^ , . . . ,  y^  les  racines  de  Téqua- 
tion  (i)  résolue  par  rapport  à  y,  par  ru,  73,, . . . ,  tJj.,  les 
racines  de  Téquation  (2),  et  posons 
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On  a 

d'où    . 

M(.r,  n,)iii-- A(>3,  — /t)  (>îi  — /a)   •  -(«îi  — r«)> 

M  (or,  îia)  =:  A(îQ2— /,)  (>33— /î)..  .(«a— J"*)» 
••• • ....•••••    ••«••«^ 

M(x,  >3„)  =  A(y3„--J,)(>î„— /a).  ..(>în— r«)« 

Il  suit  de  là  que  -^  est  égal  au  produit  des  différences 

qu'on  obtient  en  retranchant  chacune  des  racines  jx^ 
Vî , . . . ,  y  m  de  chacune  des  racines  »3i ,  >?î  , . . . ,  i7„.  On 

trouverait  de  même  que  —  est  égal  au  produit  des  diffé- 
rences qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  racine  m  de 
chaque  racine  y^  et  comme  le  nombre  de  ces  différences 
est  77172,  on  a 

A"       ^        '     B" 
ou 

(3)  B'"P=i:(— ly^'A^Q. 

Or,  P  est  une  fonction  entière  et  symétrique  des  ra- 
cines de  l'équation  (2),  et  ses  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières  des  coefficients  de  l'équation  (i)  ;  donc  B'"? 
est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  équations 
proposées,  et  qui  même  est  entière  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  (i).  Pour  la  même  raison>  A^Qesl 
une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  équations 
proposées  et  qui  est  entière  par  rapport  aux  coefficients 
de  Téquation  (2).  Donc,  à  cause  de  l'équation  (3),  fi"*? 
est  une  fonction  entière  des  coefficients  des  équations  (1) 
et  (2),  et,  par  suite,  elle  est  une  fonction  entière  de  x. 
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Nous  la  désignerons  par  F  (a:),  et  nous  allons  montrer 
que 

(4)  ■FK)=:0 

est  l'équation  finale  qui  résulte  de  Télimination  de/  entre 
les  équations  proposées.  Eu  effet,  soit  a  une  valeur  de  x 
répondant  à  la  question,  c'est-à-dire  telle,  que  les  équa- 
tions 

M(flr,  j)  =  0,     N{a,  jr)-=:  o 

aient  au  moins  une  racine  commune;  on  a  nécessaire- 
ment, pour  a:  =  a,  P  =  oetQ  =  o,  et,  par  suite, 
F  [x)  =  o.  Réciproquement,  soit  a  une  racine  de 
F  (x)  =  o  ;  à  cause  de 

B-P  —  (—  i)""»  A"Q  =:  F  (.r), 

on  a  nécessairement  P  =  o  et  Q  =  o  pour  x  =  a^  et,  par 
suite,  les  équations 

M(fl,  r)=o,     N(a,  ..r)  =  o 

ont  au  moins  une  racine  commune.  Ceci  suppose  toute- 
fois que  A  et  B  ne  soient  pas  nuls  en  môme  temps,  pour 
a:=  a;  mais  il  est  évident  que  les  équations  proposées 
admettent  alors  la  solution  commune  a;  =  «,  j^  ==  oo  .  Au 
surplus,  on  peut  exclure  ce  cas  particulier  en  changeant 
infiniment  peu  les  coefficients  des  polynômes  A  et  B  sans 
changer  leurs  degrés;  d'où  il  suit  que  Téqualion  (4) 
n'aura  jamais  de  racine  étrangère.  Et  cette  considération 
permet  aussi  de  voir  que  si  A  et  B  ont  un  facteur  com- 
mun, le  polynôme  F  (a:)  sera  divisible  par  ce  facteur. 

Lorsque  les  polynômes  A,  Aj,...,  B,  Bi,...,  sont  cha- 
cun le  plus  général  possible  de  son  degré,  les  équations  (i  ) 
et  (2)  n'ont  pas  de  solutions  multiples  et  ne  peuvent 
acquérir  qu'une  seule  racine  commune  y  pour  chaque 
rat'ine  de  l'équation  finale.  Mais  le  contraire  peut  arri- 

I.  i. 
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ver  sî  les  coefficients  des  polynômes  A,  Ai,...,  B,  Bi,... 
ont  des  valeurs  déterminées.  Dans  ce  cas,  chaque  racine 
deTéquation  finale  a  le  degré  de  multiplicité  convenable; 
il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  changer  infiniment 
peu  les  coefficients  des  polynômes  A,  Ai,..,,  B,  Bi,...,  et 
de  supposer  ensuite  ces  changements  nuls. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  du  degré  de 
l'équation  finale.  Pour  cela,  on  cherchera  les  degrés  p,, 
Û2,...,  p„  des' racines  rii,  rij,...,  y/„  de  l'équation  (2),  el 
Ton  en  conclura  aisément  les  degrés  Xj,  ^s,...,  À„  des  fonc- 
tions M  (x,  y},),  M(a:,  y]»),...,  M(x,  rtn).  Ces  degrés  X 
peuvent  être  fractionnaires,  mais  ils  ne  sont  jamais  néga- 
tifs, parce  que  le  polynôme  A;+i  est  au  moins  du  degré 
zéro.  Enfin,  si  Ton  désigne  par  v  le  degré  du  polynôme  B, 
il  est  évident  que  le  degré  de  B'"P  ou  F  (x)  sera 

Il  peut  arriver,  dans  quelques  cas'  particuliers,  qu'il 
ne  suffise  pas  de  déterminer  les  degrés  pi,  pi,...,  p„  pour 
connaître  Xi,  Xj,...,  X„,  et  qu'il  soit  nécessaire  de  calculer 
entièrement  un  ou  plusieurs  termes  des  séries  qui  repré- 
sentent les  racines  Tii^  viav^  ^n»  Mais  il  est  évident  que 
ces  cas  parliculiers  ne  peuvent  se  présenter  que  si  la  série 
dans  laquelle  se  développe  Tune  des  racines  r^i,  r/j,...,  y;„ 
coïncide,  dans  quelques-uns  de  ses  premiers  termes, 
avec  la  série  dans  laquelle  se  développe  l'une  des  racines 

Soient,  pour  exemple,  les  deux  équations 

(.r,  2)  j*  H-  [x,  2)7»  -f-  (.r,  4)j'  -f-  (.r,  5)  J -f-  (x,  5)  — 0, 
{•^,  8)  J'  -I-  (.r,  6)  j-«  -I-  [x,  9)  j-3 .4-  (.r,  4)  j-2  -f-  (x,  3)  j  -f-  (.r,  4)  -r.  o, 

OÙ  (x,  fx)  désigne,  comme  plus  haut,  un  polynôme  quel- 
conque du  dci2;ré  fx. 
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Les  degrés  pi,  pj,  ps,  ^4,  p^  des  racines  de  la  seconde 
équation  ont  îci  pour  valeurs 

I  5 

p,  z=  p,  =r  -  ,       p3  z=  p,  zz:  Pj  =zz  —  -  -, 

ou  en  déduit 

Aj  — .  Aj  —  — —  y        A3  .—  A4  —  A5  —  O. 
2 

D^ailleurs,  v  =  8  et  m  =  4",  donc  le  degré  de  Téquatîon 

finale  est  ici 

4.8-t-in-i5  =  58; 

la  limite  assignée  par  le  théorème  de   Bezout  est  6.1 3 
ou  78. 

Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  deux  inconnues  x 
et  y^  il  peut  arriver  que  l'équation  finale  résultant  de 
l'élimination  dej^ne  soit  pas  du  même  degré  que  Téqua- 
tion  qui  résulte  de  l'élimination  de  x.  Effectivement, 
l'équation  finale  en  x  donne  seulement  les  valeurs  finies 
de  X  propres  à  satisfaire  aux  deux  équations  proposées, 
et  si  l'équation  finale  enj^  est  d'un  degré  plus  élevé  que 
celle  en  j:,  il  y  a  nécessairement  quelques  racines  de  l'é- 
équation  en  y  qui  correspondent  à  des  valeurs  infinies 
ou  indéterminées  de  x.  D'après  ce  qui  a  été  dit  précé- 
demment, il  sera  facile,  dans  chaque  cas,  de  déterminer 
ces  valeurs. 


FIN    DU    TOME    PREMIER. 


